ESERCIZI PER IL CORSO ALGEBRA E LOGICA

Si consiglia di risolvere i sequenti esercizi prima della lezione del prossimo
& aprile. 1l simbolo * indica gli esercizi di carattere piu teorico. Si tenga pre-
sente che gli esercizi elencati non esauriscono le tematiche trattate durante
le lezioni, e dovranno quindi essere integrati con quelli del libro di testo.

Svolgendo gli esercizi, si ricordino le differenze tra motazione moltiplicati-
va e notazione additiva: dato un omomorfismo di gruppi ¢ : G — H, se
loperazione di H si denota con - allora l’elemento neutro si denota 1y e
ker p = o~ (1x); se invece l'operazione di H si denota con + allora Iele-
mento neutro si denota Op e ker ¢ = = 1(0g). D’altra parte, preso N <G,
se loperazione di G si denota con - allora G/N = {gN | g € G}; se invece
loperazione di G si denota con + allora G/N ={g+ N | g € G}.

GRUPPO QUOZIENTE, NUCLEO DI UN OMOMORFISMO (29/03/2011)

Esercizio 1. Nel gruppo (Q*, ) si consideri N =< —1 >.
(1) Siprovi che N = {1,—-1}.
(2) Simostri che N <Q*.
(3) Nel gruppo quoziente Q* /N, si calcoli il prodotto l%N -BN e si trovi
I'inverso di %N.
Esercizio 2. In (GL(2,R),-), si consideri il sottogruppo

D ={A € GL(2,R) | A diagonale} = { < )(\)1 )(\) )
2

Si consideri poi la funzione ¢ : D — R*, definita ponendo 1(A) = det(A).
Si mostri che ¢ ¢ un omomorfismo da (D, -) in (R*,-) e se ne calcoli il nucleo

ker 1.

A, Ao € R*} .

xEsercizio 3. Dati due gruppi (G, +),(H,+) e dato un omomorfismo di
gruppi ¢ : G — H, si provi che ¢ ¢ iniettivo se e solo se ker ¢ = {0g}.

Esercizio 4. Si definisca x : Z — Z ponendo x(n) = —n.

(1) Si provi che x ¢ un endomorfismo di (Z, +).

(2) Si calcoli ker .

(3) Si dica se x sia un automorfismo. [Suggerimento: si utilizzi quanto
enunciato nell’esercizio [3.
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TEOREMA FONDAMENTALE DI OMOMORFISMO PER GRUPPI (30/03/2011)

Esercizio 5. Si consideri la funzione valore assoluto o : R* — RT definita
dal porre p(x) = |z|.

(1) Si provi che ¢ ¢ un omomorfismo di gruppi da (R*,-) in (RT,").

(2) Si calcoli ker .

(3) Si dimostri che R*/ker ¢ = R™.
Esercizio 6. Si consideri la funzione w : Z — {1, —1} definita ponendo

] 1 per z pari
wiz) = { —1 per z dispari

Si ricordi che {1,—1} & un gruppo con l'operazione moltiplicativa - indotta
da Q*.

(1) Simostri che w & un omomorfismo di gruppi da (Z,+) in ({1, -1}, ).

(2) Si provi che Z/27 = {1, —1}.

ANELLI (30/03/2011)

Esercizio 7. Si consideri l'insieme delle funzioni da Z in Z:
7F = {f | f : Z — Z funzione}.
Prese f,g € Z”, si definiscano f + g e f - g ponendo per ogni z € Z

(f +9)(x) = f(x) +9(x), (f-9)(x) = f(z)- g(x)
(ad esempio, se f = idy e g(z) = 3z allora (f + g)(z) = 2+ 3z = 4x e
(f - 9)(z) = x- 3z = 32?).
(1) Simostri che ZZ & un anello commutativo con +, - [Suggerimento: si
utilizzino le proprieta dell’addizione e della moltiplicazione di 7).
(2) Si provi che Z% & un anello unitario individuando 1z, ovvero tro-
vando una funzione e : Z — Z tale che per ogni funzione f : Z — Z
risultie- f=f=f-e.
Esercizio 8. Posto A = {0, 1}, si considerino su P(A) = {0, {0}, {1},{0,1}}
l’operazione N che abbiamo gia incontrato e 'operazione
P(A) x P(A) — P(A)
(X,)Y) —» XUY
Si dica se (P(A),N,U) sia un anello.
Esercizio 9. Su R3 si considerino la somma e il prodotto vettore. In altre
parole, presi v,w € R3 se {e1,ez,e3} ¢ la base standard di R3, se v =
vi1e1 + voeg + v3es € se w = wie + waes + wses si ponga

v+w = (v1 +wi)er + (va +wa)ea + (v3 + w3)es,

v/\wzdet(v2 w2>el—det<v1 ujl)eg—i—det(v1 wl)eg.
V3 w3 V3 w3 V2 W2

Si dica se (R3,4,A) sia un anello. [Si puo fare riferimento alle proprieta
della somma di vettori e del prodotto vettore gia studiate nel corso di Algebra
Lineare].
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