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Sia Fp, m = R[x1, ..., Xa] m. Definiamo i seguenti sottoinsiemi di F,

©lFe Fn,m tali che F(X) > 0 per ogni X € R”}, insieme

oP,m =
dei polinomi non-negativi;

r
° X, def {F € F,m taliche F = Zhjz dove hje Frzere N}, le
j=1

somme di quadrati;
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rk(MF)

F(X)=X'MeX = > (T;- X)?
j=1
per ogni X € R", per qualche T; € R". Dunque

h(F) = rk(ME).
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m
F(x,y)=>_ Cx'y™ 7 >0 per ogni (x,y) € R,
i=0

Osservazione




Teorema




< per i coni di Hilbert Eza’"

Teorema

Definizione

Teorema



< per i coni di Hilbert

Quartiche

Osservazione

Altrimenti si ha

F = (x = ay)(x —ay)(x = By)(x = By).

Chiamiamo
A= (x—ay)(x—By)=
= (x2 — (a1 + Br)xy + (a1 — azﬂz)y2)+

i+ (o — a2B)y? = ez + Bo)x ).



< per i coni di Hilbert

Quartiche

Osservazione

Altrimenti si ha

F = (x = ay)(x —ay)(x = By)(x = By).

Chiamiamo
A= (x—ay)(x—By)=
= (x2 — (a1 + Br)xy + (a1 — azﬂz)y2)+

i+ (o — a2B)y? = ez + Bo)x ).

Teorema




< per i coni di Hilbert E»-

Proposizione (Unicita)

Esempio (Unica rappresentazione)

Esempio (Due rappresentazioni distinte)




< per i coni di Hilbert

Sestiche

Se F € 9Py allora

quindi F ha altezza < 2. Altrimenti

)

F = (ax—by)?G = (ax- by (624 G2) = ((ax- )G ) +((ax—by)Go)

F = (x—ay)(x —ay)(x — By)(x = By)(x — vy)(x — 7y).
Sia

A= (x—ay)(x = By)(x =),
corrispondente alla partizione

{{a. 6.9} (@ 5.7}
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Calcolate Re(A) e Im(A) si ottiene un sistema di condizioni su «, 3,7 :

Im?(a + @y + B7) — Him(aBy) (a2 + B +72) = 0
Re*(aBy) — 2Re*(a + B+ 7)Re’(af + ay + B7)—
—2Re(a + 3+ 7)Re(a + ay + By)Re(a )+

+%Re3(a + B+ v)Re(aBy) + %Re3(a,8 +ay+py) <0.
Se «, 3,7 sono immaginari puri

azfov2 - (a4 P2+ 72) >0
a3y + azys + fFoye > 0.
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Se F € Py possiamo supporre

F=Fomm(xy)= (X2 + yz) (X2 + wzyz)(x — ) (x = 7y),
conw>0ey=v+iv.
(1+w)¥? +4wp(l+w+v)>0
W — Fiw + 1 +wr) - duri(w+ v +wp)-

Quattro partizioni: oyt — A w e+ wp)? <0

o

{{i, wis ), {—i,—wi, 7} L [A—wPE —dwp—w+7) 20
W = gt —m2 +wn)’ - furk(w — 2+ wp)+
+2wYt + 2 (w— 72 +wy2)® <0.

|
i, —wi,y},{—i LUI,’)/}}
(1 —w)?y? —4wyp(—1+w+v)>0
} {w% — 3w+ 72— wn) - furi(w+ e —wn)+
+2wyt + 2 (w472 —wye)® <0.
} (1+w)*f +4wp(-1-w+72) >0
{“%f T R
W — 37w =72 —wyp) <0

{
{ —i,wi,v}, {i, —wi, ¥}
{{  —wi, v}, {i,wi, 7}
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Figura: Primo sistema, w = 10.
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Conclusioni

@ <¢(P,>) =n, per ogni n > 2. Inoltre Est(P,2) = F%:,l;
@ Per ogni m € 2N, Est(P2,,) € Fg’%;

o (’:(Pz,4) =2;

Q ¢(Pyp) =2;

© Nuove limitazioni per €(Py 1,):

m C(P2,m) m+1

4, 6 ¢=2 57
8, 10, 12 ¢<4 9,11, 13
14,16,18 €<8 15,17,19
20, 22,24 ¢€<16 21,23, 25

@ Non c’é unicita globale su Py, né suPps. o0 o =

it
9
¢
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