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Introduzione

Nei corsi di analisi vengono studiati i vari metodi di risoluzione per gli integrali,
in questa tesi ci poniamo la domanda: ”L’integrale & risolubile o no?”

In questo lavoro approfondiremo proprio tale aspetto; ci sono integrali che non
sono risolubili tramite funzioni elementari, ma come facciamo a riconoscerli?
Studieremo le curve algebriche piane in relazione agli integrali.

Tramite il teorema dei fratti semplici sappiamo che le funzioni razionali sono
integrabili, ma ci chiediamo se sia possibile riportare altri integrali, tramite op-
portune sostituzioni, ad avere tale forma.

A volte & possibile, ma ci sono condizioni che la funzione deve soddisfare.

1 Appunti preliminari

Cominciamo col definire le nozioni basilari per poter svolgere questo studio.

Teorema 1.1. ”Teorema dei fratti semplici” (Integrazione delle funzioni

razionali)

Data una funzione razionale arbitraria f(x) = ggg , dove m ¢& il grado di N(x)

e n quello di D(x), si pud calcolare [ f(x)dx in termini di funzioni razionali
stesse, di funzioni trigonometriche inverse e di logaritms.

Dimostrazione Se m > n possiamo eseguire la divisione di N(z) per D(x)
e trovare Q(z) e R(x), quoziente e resto di tale divisione, si ha:
R(x)
D(z)

f(@) =Q(x) +

Quindi vediamo che ci riconduciamo sempre al caso di una funzione razionale
fratta in cui il grado del polinomio a numeratore ¢ minore di quello del polinomio
a denominatore.

Studiamo il caso in cui D(x) ha radici multiple; siano aq, s, ..., . le radici
reali di molteplicita hi,ho,..., h. e By £ i1, 02 £ ivys,...,8s = ivs le radici
complesse di molteplicita ki, ko, ..., ks in modo che

hid+ho+...+h-+2k1+ka+...+ks) =n.
Supposto uguale 1 il coefficiente di ™ in D(x) si ha:
D(z) = (z — o))" .. (z — )" (2% + pre + q)" .. (2% + pex + o)k

dove
2’ +piz+q = (z— B —iv)(x— B +in)

E possibile decomporre la funzione % nella somma di fratti piu semplici,

infatti: detta o una radice reale di D(z) con molteplicitd j,D(z) = (x—a)? D (x)
con Di(a) # 0.
Detta A; una costante reale scriviamo:

R(J?) _ Al R(.CL') — AlDl(.’L’)
D(z) (x—a«) (x — a)iD;(x)




R(z) — A1D;(x) & divisibile per (z — a) & A = gl(&)), con tale scelta di A;
otteniamo:

R(Z‘) Al Rl (33)

= -+ -
D(x)  (z—a)  (z—a)"'Di(z)

Osserviamo che il denominatore della 2° frazione a 2° membro ammette a come

radice con molteplicita 7 — 1 < 7.

Considerando tale frazione e applicando lo stesso ragionamento troviamo una

costante A, tale che

R(z) Ay A Ry(x)
D) (@—a)  (@-ap1 (=—ay—2Di()

Iterando il ragionamento otteniamo:

D) (x—a) (z—ap~t " (z—a) Di(z)

dove Dj(z) & un polinomio che non ammette « come radice, ma ammette come
radici le rimanenti radici di D(z) con la loro molteplicita ed il grado di P(x) &
minore di quello di Dy (z).

Applicando il ragionamento per ogni altra radice di D(z) otteniamo la decom-
posizione di % nella somma di fratti semplici del tipo ﬁ.

Ovviamente le «; possono essere numeri reali o complessi; se sono tutti reali la
decomposizione ¢ acquisita. Se D(z) ammette radici complesse applichiamo il

procedimento precedente a tutte le radici reali ottenendo:

s—ay N

R(x) Aj M (z)
2
dove N(z) non ammette radici reali, ma solo radici complesse coniugate.
Se (3 =+ iy sono radici complesse di N(x) e quindi di D(z) con molteplicita k,
posto z° +pr 4+ q = (z — B+ iy)(z — f — i7):

M(I) 01I+E1 M(I) - (01I+E1)N1(I)

N(z) (224 pz+q)* (22 + pz + q)F Ny (2)

dove N(z) = (22 + pz + q)¥Ni(z) e C1, E; sono costanti reali.
Vogliamo che 3 + i~y siano radici del numeratore della 2° frazione a 2° membro,
questo avviene < M (S £ ivy) — [C1(8 £ i) + E1]N1(8 £ iv) = 0.
Posto % = 6 %+ in otteniamo:
1 ’Y)

C’lzg con v #0,

E1:9—601=9—é77
v
Con tali scelte otteniamo:

M(x) _ Ciz + E M (x)
N(z) (@2 +pr+q)* (22 +pr+ )~ 1 Ni(z)




Applicando il procedimento alla 2° frazione a 2° membro e iterando otteniamo:

h1 h2

D(x)_;(xfal)i—i_;(xfag +Z (z — ;)
k1 ks
a;r +b; nx + tg
+ S AL E—— + —————.
; (% +prz+q1)? ;::1 (22 + ps + ¢5)?

Le costanti a 2° membro si determinano riducendo allo stesso denominatore
(D(x)) ed identificando i numeratori dei due membri utilizzando il Teorema di
identita dei polinomi. Otteniamo cosl un sistema di n equazioni lineari in n
incognite (le costanti) che ¢ sempre determinato.

Quindi
h1 ho h
de = [( ;T -+ ...+ .
D(x) ; (x —ay)? ; (x — ag)? ; (z — ay)’
k1 k.
a;x+b; Nex + ts

+ —_ 4+ ...+ = % .
; (2?2 +p1z+ @) J; (x2+psm+qs)3) *

Applicando la proprieta dell’integrale della somma otteniamo:
hl h2
dz = ———dx + ——dr+...
b2 ) tea L ) G a
hy k1
L; a;x +b;
—I—E %dx—l—g /]—J,dx—l—...
P / (=) = (2 + pre 4+ q1)?

NsT + tg
——d
+Z/ @t poz+aa)i

La tesi € dimostrata poiche tali integrali sono facilmente calcolabili.

Definizione 1.1. Una funzione y = y(x) ¢ algebricamente dipendente da x se
esiste un polinomio f(x1,x2) in due variabili tale che f(xz,y(x)) é identicamente
zero.

In generale le funzioni razionali y = % sono algebricamente dipendenti
da x (f(z1,22) = D(x1)xs — R(x1)); esistono funzioni non razionali che sono

algebricamente dipendenti.

Esempio



2 Integrazione delle funzioni algebriche

Definizione 2.1. Una curva algebrica piana C ¢ il luogo dei punti (z,y) € R?
tali che f(x,y) =0, dove f & un polinomio in x e y.

Possiamo notare che se y = y(x) ¢ algebricamente dipendente da x 1'e-
quazione f(z1,22) = 0 & una curva algebrica nel piano (z1,z2) e (z,y(x)) ap-
partiene alla curva.

Vediamo alcune proprieta di questa curva importanti per lo studio di y(z).

Definizione 2.2. Dato f(x1,x2) un polinomio in due variabili, la curva

C = {(w1,22)|f(21,22) = 0}

¢ parametrizzata razionalmente, in breve é razionale, se ci sono x1 = x1(t),
X9 = xo(t) funzioni razionali tali che

flaa(t),22(t) =0
come funzione di t.
Esempio

Lemniscata di Bernoull:

Figura 1: Lemniscata di Bernoulli: prende il nome dal latino lemniscus che
nell’antica Roma designava un nastro annodato pendente in segno d’onore dalle
corone trionfali.

Mostriamo che la curva (22 + y?)? = a?(2? — y?) @ razionale
Risolviamo il sistema per sostituzione

{ (@? +9%)? = a®(2? - ¢?)
24y =tz —y)

otteniamo:
(t(x —y))? = d*(z —y)(z +y)

Raccogliamo (z — y) e semplifichiamo:

t*(z —y) = a*(z+y)



Isoliamo la x ottenendo: % 2
t“+a
T=Y Ty (1)
(t? — a?)
Sostituiamo (1) nella 2° equazione del sistema:

(t? + a?)? ) t? + a2

Zﬁ(m‘*‘ )=ty - 1)

s
Oltre al punto (0,0) otteniamo:

Y- a’t(t? — a?) @)

t4 4 a*

Sostituiamo (2) in (1):
_a®’t(t? +a?)
- ti+at

Teorema 2.1. Siano R(x1,z2) una funzione razionale in due variabili e
y = y(x) algebricamente dipendente da x, con f(z,y(z)) =0. Se la curva

C = {(z1,22)|f(z1,22) = 0}
puo essere parametrizzata razionalmente allora
[ Byt

puo essere trovato in termini di funzioni razionali, di funzioni trigonometriche
inverse e di logaritmi.

Dimostrazione Sia x; = z1(t), z2 = 22(f) la parametrizzazione di C.
Poniamo x = x1(t), y = z2(¢) e sostituiamo all’interno dell’integrale ottenendo:
dz
[ B0 har

Poiche l'integranda e una funzione razionale possiamo applicare il Teorema 1.1
e quindi il teorema ¢ dimostrato.

Abbiamo scoperto che I'unica difficolta & parametrizzare la curva C,quindi ci
chiediamo quali curve possono essere parametrizzate razionalmente e come. Nel
caso in cui f(x1,x2) ¢ di grado 1, C risulta una retta che & sempre parametriz-
zabile razionalmente. Fortunatamente c’e¢ un’altra classe di curve che possono
essere parametrizzate: le coniche.

Proposizione 2.1. Ogni conica C,definita da f(x1,x2) = 0 dove f(x1,x2) ¢ di
grado 2, puo essere parametrizzata razionalmente.

Dimostrazione Ci sono due tipi di dimostrazione: una algebrica ed una

geometrica. La dimostrazione algebrica consiste nel cambiare le coordinate
: N . 2 2

(z1,22) in (z,y), cosl f(x1,x2) diventa: g(z,y) = £z £ % — 1 forma standard

per scrivere una conica. Se & possibile parametrizzare g(z,y) = 0 con funzioni



razionali, possiamo utilizzare tale parametrizzazione in f(z1,z2). Esplicitiamo
la parametrizzazione di g(z,y) = 0:

b% F a®t? 2ab’t
r=aq———/—— = ——
b2 £ a2t2’ 4 b2 & a2t2

La dimostrazione geometrica consiste nel prendere un punto P appartenente
alla conica C' e parametrizzare le rette passanti da P: se P = (zg, o), sia r la
retta y —yo = t(x —xp). Intersechiamo r con la conica C, troviamo due punti: P
e P, = (z(t),y(t)). Infine verichiamo che z(t) e y(t) sono una parametrizzazione
razionale della conica C.

Corollario 2.1. L’integrale [ R(z,vaz?+bx + c)dz ,dove R(z1,x2) & un'e-
spressione razionale in due variabili, puo essere trovato Va,b,c.

Dimostrazione Sia y = vaz? + bx + ¢, y ¢ algebricamente dipendente da
x, infatti f(z,y) = y*> — ax? — br — ¢ & identicamente zero. Poiche f(z,y) & di
grado 2, la curva f(z1,z2) = 0 definisce una conica che, grazie alla proposizione
precedente, puo essere parametrizzata razionalmente. Quindi, per il teorema
2.1, il corollario e dimostrato.

E’ possibile procedere con curve di grado superiore? Ci sono curve che non
sono coniche, ma possono essere parametrizzate razionalmente.

Esempio y = 2 soddisfa f(z,y) = y? — 2P = 0. Tale curva & parametrizzata
da: x =1t y=1Pr.

. 2 N ;
Corollario 2.2. [ R(z,z4)dz puo essere trovato, dove R(x1,12) é un’espres-
sione razionale in due variabili.

Esempio y? — 23 — 1 = 0, che definisce la funzione algebrica y = /1 + 23
non puo essere parametrizzata razionalmente.

In generale gli integrali di una radice quadrata di un polinomio di grado 3
in 2, ([ Vaz3 +bz?+ cx + ddz), sono chiamati ellittici e non possono essere
risolti usando funzioni elementari. Sappiamo il motivo: dietro il problema c’e
una curva non parametrizzabile.

Proposizione 2.2. La curva di equazione y?> = 23 + Ax? + Bz + C ¢ razionale
<= il polinomio x3 + Ax? + Bx + C ha radici multiple.

Dimostrazione <= Con una traslazione ' = x + « ci riconduciamo al caso
A =0, quindi '’equazione diventa: 3% = 23 + Bx + C.
La somma delle radici é zero, pertanto I’equazione assume la forma:
y? = (z —21)%(z + 221)
Risolviamo il sistema per sostituzione:
y? = (x — x1)%(x + 211)
y=t(x —x)

otteniamo:
t2(x — x1)2 =(x— x1)2(:1c + 211)



Ricaviamo x:
r =1t — 21 (3)

Sostituiamo (3) nella 2° equazione del sistema:
y =1t — 3tz

—> Per ipotesi abbiamo la parametrizzazione:

Supponiamo che tutte le radici siano distinte:
v’ = (& —21) (@ — @2)(x — a3) (5)
Sostituiamo (4) in (5):

2
() _ (p(t) _xl)(p(t) . )(p(t) 23)

r2(t) r(t)

r(t)

Semplifichiamo:

P ()r(t) = (p(t) — r(t)z1) (p(t) — r(t)z2) (p(t) — r(t)z3)

Sia 1o un fattore irriducibile di » (r = ror1,(ro,71) = 1), se consideriamo il
fattore p — rz; vediamo che ro|p = p = ropo.

Allora ¢*ror1 = r3(po — r171)(po — m122)(po — r173) = 1ol¢*r1 = 1ol¢ =
r = 1. Quindi ¢*(t) = p*(t) + Bp(t) + C.

Posto p;(t) = p(t) — x;, ciascuno dei p;(t) ha radici doppie:

= p—x = H(t_a;)%i’ p—To = H(t—a;’)%i, p—1ag = H(t—a;")%i

11 segno di p(t) — x;, vicino ad ogni radice, & sempre lo stesso per tutte le radi-
ci. Questa ¢ una contraddizione perche il grafico di y = p(t) deve attraversare
almeno una tra le rette : y =1, y=1x2, y=zx3.

Allora il segno di p(t) — x; deve cambiare per ¢ = 1, oppure per i = 2 oppure
per i =3

Osservazione Se p(z) ¢ un polinomio di grado 3 senza radici multiple, [ /p(z)dz
non puo essere risolto usando funzioni elementari.

Proposizione 2.3. La curva y* = p(x),dove p(x) & un polinomio con almeno
due radici semplici e degp(x) > 3, non é razionale.

Dimostrazione Consideriamo la generica scomposizione:

p(@) =@ —z)™Q (6)

dove @ €& un polinomio che non ammette zeri.
Supponiamo per assurdo che la curva sia razionale, abbiamo la parametriz-
zazione:

r=—= (7)



Sostituiamo (7) nell’equazione della curva:

2(t s(t )
£ 0

Semplifichiamo:

()= "2 () = [[(s(t) = r()zi)™@Q (8)

Sia 1o un fattore irriducibile di » (r = ror1,(rg,71) = 1), se consideriamo il
fattore s — ra; vediamo che rols = s = rgsp ed 19 1 Q.
Infatti se

Q) = Qo+ Qiz + ...+ Qpa” 9)

sostituendo (7) in (9) otteniamo:

s(t), s(t) s(t
Q(@)*QO+Q1@+~“+Qh(m)h (10)

Sostituendo (10) in (8):

Pr=m =T (s —ra)™ " + " Qs + .+ Qns”]

Allora qQTOZ m"’_zrlz miT? 7"0Z " T1(s0 — r1z)™Q = rolg = r = 1.

Quindi ¢*(t) = [](s(t) — 2:)™Q = p(s(t))-

q?(t) e p(s(t)) hanno le stesse radici e la stessa scomposizione, ma ¢?(t) ha tutte
radici doppie perche ¢ un quadrato = p(s(t)) ha tutte radici pari.

Abbiamo uno zero di p(s(t)) quando s(t) = z;. Consideriamo la scomposizione:

s(t) =z = [t — ;)™ Qs (11)

dove ); € un polinomio che non ammette zeri.
Sostituiamo (11) in (6):

pis) =T - ti)™ @)™ =T [t - t;)™ ™ Q2
dove Q2 = QT Q™.

Sappiamo che i t;; sono tutti distinti e m;m;; ¢ pari Vi, j
Per ipotesi abbiamo due radici con m; = 1; per queste radici, che chiamiamo
e 9, abbiamo:

s(t)—ar = [Jt— ;)™ Q1,  s(t) — 2 = [[(t —t;2)™ Q2

Poiche mj; € pari Vi,j il segno di s(t) — x;, per ¢ = 1,2 vicino ad z; o x5 &
sempre lo stesso per tutte le radici.

Questa & una contraddizione, infatti il grafico di y = s(¢) deve attraversare
almeno una delle due rette y = 1,y = z2 e quindi il segno di s(t) — x; deve
cambiare per i = 1 oppure per i = 2.
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