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Assiomatizzazione di Hilbert
- L’aspetto logico ha la precedenza sul contenuto esperenziale -

Assiomi di Incidenza e
Assioma delle Parallele

Assiomi di Collocamento

Assiomi di Congruenza

Assioma per le intersezioni

Assioma di Archimede e
Assioma di Dedekind
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Piano di Hilbert

Definizione

Un piano di Hilbert è un insieme costituito da punti da
sottoinsiemi detti rette, munito di nozioni primitive di
collocamento, congruenza tra segmenti e congruenza tra
angoli, che verifica gli assiomi di Incidenza, Collocamento e
Congruenza.
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Piano cartesiano su un campo - ΠF

Definizione

Il piano Cartesiano sul campo F è l’insieme F 2 di coppie
ordinate di elementi di F . Chiamiamo punti tali coppie e
rette i sottoinsiemi definiti da un’equazione lineare:

ax + by + c = 0,

con a, b e c ∈ F e a, b non entrambi nulli.

F = {0, 1}
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Proprietà di F e verifica degli assiomi in ΠF

Sia F un campo

Il piano Cartesiano ΠF soddisfa gli assiomi di Incidenza e
l’assioma delle Parallele
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Proprietà di F e verifica degli assiomi in ΠF

Sia F un campo ordinato

Il piano Cartesiano ΠF soddisfa gli assiomi di Incidenza e
l’assioma delle Parallele ed è possibile definire una relazione
di collocamento che soddisfa gli assiomi di Collocamento.
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Proprietà di F e verifica degli assiomi in ΠF

Sia F un campo ordinato Pitagorico

Il piano Cartesiano ΠF soddisfa gli assiomi di Incidenza e
l’assioma delle Parallele; è possibile definire una relazione di
collocamento, una relazione di congruenza per segmenti ed
una per angoli in modo che ΠF soddisfi gli assiomi di
Collocamento e di Congruenza.
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Il campo ordinato dei segmenti aritmetici

In un piano di Hilbert che soddisfa l’assioma delle Parallele la
relazione di congruenza tra segmenti è una relazione di
equivalenza.
Scelta arbitrariamente la classe dei segmenti unitari, definiamo
due operazioni: addizione e moltiplicazione.

⇒ esiste il campo dei segmenti aritmetici.
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Il piano di Hilbert ( Π) e il piano cartesiano sul
campo dei segmenti (F 2) sono isomorfi

L ⊆ Π è una retta se e solo
se ϕ(L) ⊆ F 2 è una retta.

In Π vale A ∗ B ∗ C se e solo
se in F 2 risulta
ϕ(A) ∗ ϕ(B) ∗ ϕ(C ).

AB ∼= CD se e solo se
ϕ(A)ϕ(B) ∼= ϕ(C )ϕ(D).

α ∼= β se e solo se
ϕ(α) ∼= ϕ(β).

Π e F 2 sono isomorfi.
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L ⊆ Π è una retta se e solo
se ϕ(L) ⊆ F 2 è una retta.
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