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Studiamo punti di vista diversi sulle
Grassmanniane

1) Tensori e Algebra commutativa
2) Topologia, Geometria enumerativa
3) Geometria Proiettiva

4) Azioni di gruppi, Teoria delle
rappresentazioni

5) Fibrati vettoriall
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Prima lezione

Grassmanniane come varieta proiettive e
come schemi di Hilbert.

Le relazioni di Plucker.

| fiorato universale. Anello di coomologia e di
Chow.

(struttura additiva)
Il filbrato tangente. .
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Sia V' uno spazio vettoriale complesso di
dimensione n + 1

P(V) e lo spazio proiettivo delle rette di V.

AV e l'algebra esterna su V, definita come |
quoziente dell’algebra tensoriale T'(V') per
I'ldeale generato da z ® y + y ® x per ognl
r,yeV

A(V') ha una graduazione

AV) =@ ATV




Equivalentemente A"V e limmagine
dell'applicazione lineare

ARV = @V

definita da

A ® ... v) =7 Z




Si pone
VA AV =AU Q... )
Quindi In particolare
V1 N\ Vo = —v9 N\ Uy

(anticommutativita)
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AC* ha i seguenti generatori

ACH =<1 >

ANC* =< e, ey, e3,e4 >

AN2Ch =< e; Ney,e1 Nes,e1 Neq,es Nes, es ey, es N\ eq >
N3C* =< ey ANegAesg, e Neg Ney,e1 NesNey, ea NesAey >

ANC*=< ey ANeg Aes Aey >

° ° ° ° ° ° ° o °
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lim AF(V) = (")

lim A(V) = >0, (M) = 2nt




Lo spazio vettoriale A*V e isomorfo allo
spazio delle applicazioni multilineari alternanti
V% ... x V*sC

N——
k volte
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Un tensore ¢ € A*1V si dice decomponibile se esistono
Vo, - - -, U tall che

¢:Uo/\.../\’0k

vo ... Nv, =0 se e solose vg,...,v, Sono dipendenti.

° ° ° ° ° ° ° o °
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Lo stesso tensore decomponibile ha tante
rappresentazioni. Vale

< Vgy..., V0 >=< Wo,...,WL >
e hanno dimensione proiettiva k£ se e solo se
< VYN ... NV >=<wog N\ ... \Nwg >

e sono non nulli

° ° ° ° ° ° ° o °
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| tensori decomponibili (non nulli) in A* 1V
corrispondono quindi al sottospazi di
dimensione k£ + 1 di V, ovvero al sottospazi
proiettivi di dimensione & di P(V).
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Linsieme dei tensori decomponibili in A* 11 €
quindi un cono. La varieta proiettiva associata
in P(A*™1/) si dice varieta di Grassmann
Gr(k,P(V)) = Gr(k,n).

Vediamola come varieta omogenea. Il gruppo
SL(V) agisce in modo naturale su P(A*1V).
Ricordiamo che SL(V') e (n + 2)-transitivo su
P (V). In particolare dati < vy, ...,v; > €
< wy, ..., w, > esiste g € SL(V) tale che

< Vg, Vp >=< g -Wy,...,0" W >




Abblamo quindi un’azione (algebrica)
SL(V) x P(A*V) — P(AMTY)

La varieta di Grassmann Gr(k,n) e l'orbita di
un qualungue tensore decomponibile.

Pertanto Gr(k,n) e una varieta algebrica
omogenea.



Il sottogruppo di isotropia di < ey, ...e, > €
formato da

* k| % ok %

k k| % ok %

0 O|*x *x x

0 O x x

0 O|*x *x x
Quindi dim Gr(k,n) = (k+ 1)(n — k)




| sottospazi di dimensione £+ 1InV
corrispondono ai sottospazi di dimensione
n—kinV*,

Quindi Gr(k,n) = Gr(n —k — 1,n)
Gr(0,n) =Gr(n—1,n) =P"



| minori della matrice (k + 1) x (n + 1) che definisce
m € Gr(k,n) danno le sue coordinate pluckeriane

Pig, ... ix
Se il primo minore a sinistra € non nullo abbiamo |
rappresentante
1 0 0 x4 T1,n—k
0 1 0 L21 L2 n—k
L 0 0 1 Lk+11 -+ Lk+1ln—k |

2; ; sono coord. locali su questo aperto di Gy s swee-s mar
HSSHGGGE————



Gli aperti dove un minore p; € non nullo
ricoprono la Grassmanniana e definiscono un
atlante.

Questo atlante permette di definire la
Grassmanniana in geometria differenziale.

Segue che Gr(k,n) € una varieta razionale.

Grassmanniane come varieta proiettive — p. 19/47



Per ogni w € A"V definiamo

A, V. = ARV
vV o — WAV

Abbiamo che v; € KerAy a.. v, PET
1 =0,...,k

Siano vy, . .., v, Indipendenti. Vale in piu

< Vg, ..., 0 >= KerAy . r,
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Percio se w € CGr(k,n) allora

rankA, =n+1—k

Per provare il viceversa dobbiamo scambiare
Il ruolotrav e w

Scambiando il ruolo otteniamo il complesso di
Koszul.
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v € V definisce un’applicazione

Kv’]ﬁ_li /\k“V — /\k’+2V
W — W AV

le applicazioni K, definiscono un complesso

K, K,
0 > C—VAN VS — ATV =0

detto complesso di Koszul
Il complesso di Koszul e esatto.

Per la dimostrazione, completa.v a una base di /.
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Tornlamo a

A, V. o— ARV
vV o — WAV

'esattezza del complesso di Koszul ci
assicura che v € KerA,, se e solo se esiste

W' e NPV tale che w = v A W

lterando, vy, v, € KerA, (indipendenti) se e
solose w =v; Aw' = vy AW”, da culi,
completando v, v9 a una base:

/1!
— /\ /\ ° ° ° ° ° ° ° ° °
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Concludendo < vy, ...v, >C KerA, se e solo
se w =1y /... Av, dacul segue che

w e CGr(k,n)V \ {0} se e solo se
rankA, =n+1—k

e quindi w € CGr(k,n) se e solo se
rankA, <n+1-—%k

| minori (n+2—k) x (n+2 — k) danno le
equazioni di Gr(k,n)




Siaw = > pie; Nej. Qui V = C* e la matrice di A, €

0 P23 —P13 P12
—P23 0 Po3  —DPo2
P13 —Po3 0 Po1

- —Pi2 Poz —por 0

La Grassmanniana e definita insiemisticamente dal
determinante.
Qui Gr(1,3) é la quadrica

Po1P23 — Po2P13 + Po3Pi2 = Q . . . .
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0 #w=> pie; \Ne; € N°V e decomponibile
se e solo se la matrice antisimmetrica |p;;| ha
rango 2.

Le sue equazioni sono gli pfaffiani (principali)
4 x 4 (vedi esercizi), quindi sono quadriche,
dette quadriche di Plucker.
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Il secondo esempio fondamentale € Gr(1,4), definita
da 5 quadriche. Gr(1,4) ha codimensione tre, le
relazioni tra le cinque quadriche sono lineari.

0—O(—3)—0O(—-1)°>—0°—TZg(2)—00in
notazione computazionale

1 0
0 5 5 0
0 1

La dimostrazione segue da proprieta’ dello pfaffiano

d I 171 ° ° ° ° ° ° ° o °
(Ve I ese rC I Z I) - Grassmanniane come varieta proiettive — p. 27/47
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Consideriamo 'aperto M, delle matrici

(k

1) X (n

1) di rango massimo.

Su M, agisce GL(k + 1) per moltiplicazione
sinistra (eliminazione di Gauss).

Le orbite di questa azione sono Iinfinite ma
hanno un rappresentante descritto da una
forma a scalini, e quindi da successioni di

INteriAcon Ay > Ay > ... > Mgy,

Conviene rappresentare \ con un diagramma
di Young.
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Definizione La chiusura in Gr(k,n) di ciascuna
forma a scalini si dice un ciclo di Schubert X,.

| cicli di Schubert hanno una interpretazione
enumerativa. Precisamente:

SiaV, =< ey, ...,e; >. ldentifichiamo m € M,
con il sottospazio corrispondente di C"*!.
Vale che m € X, se e solo se

dimm NV, gy =eperl << k+1.

A =0 <= condizione vuota
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codimX) = [\ =)\
| cicli di Schubert definiscono delle classi Iin
H*(Gr(k,n)) = A*(Gr(k,n)).

Teorema | cicli di Schubert formano una base
additiva (come spazio vettoriale) di
H*(Gr(k,n)) oppure di A*(Gr(k,n)).



'approccio topologico ai cicli di Schubert e
basato sul seguenti fatti:

Ogni sottovarieta irriducibile Z C X di
codimensione d determina una classe di
coomologia [Z] € H*(X, Z)

Se abbiamo una filtrazione
X=Xy20X12...20X,=10

tale che X; \ X;.; e unione disgiunta di celle
affini C" allora [C™.| formano una base
additiva di H%4(X,Z)




Le celle X} sono definite da

{m|dim(mNV;) =i pern+i—X\; < k <n+i—XA;jy1}
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=G, X, ={llinly # 0}
Do € Z}, X11 — {l‘l C 7T}
Xo1 = {llpo €l C 7}, Xop = [lo]




Consideriamo la varieta di incidenza
W C Gr(k,n) x P"

W ={(m,z)lm > x}

La proiezione W —Gr(k,n) definisce P(U)
(quindi e piatta) ed e la famiglia universale.



Il polinomio di Hilbert di m ~ P* ¢ P" vale
H,,(t) = x(On(t) = (*"). Se Y c P é tale
che Hy(t) = (*/') allora Y ~ P*.

Sia F' C Z x P" uno schema tale che la
proiezione F—7 & piatta e

Hﬂ-—l(z) (t) = (kzt) Vz € Z.
Allora esiste unica f: Z — Gr(k,n) tale che

F=Z XGr(k,n) W




Il diagramma

e un prodotto fibrato.

Grass(k + 1, —) e un funtore dai fibrati su S
negli schemi su S.




0—U—V @ O—Q—0

dove U e il fibrato universale e () e Il fibrato
guoziente.

Il risultato fondamentale e
TG = Hom(U, Q)

Si considera l'azione di GL(V') su Gr(k, n)
Fissiamo m € Gr(k,n), abbiamo la derivata
nell'identita

End(V) =" T Gr(k, 1) sesmemireome area s




T.,Gr(k,n) ~ End(V)/{glg-m C m}

End(V)/{glg-m Cm} ~ Hom(m,V/m)



Un modo alternativo € pensare a Gr(k, n)
come schema di Hilbert. Allora
TmGT(k, n) =~ HO (ijp(v))
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Corollario
KGr(k,n) — O(_n - 1)
Analogamente si ricava &; = ¢;(U™)

c(G) = (n+1)&

c(G) = <("‘2H> +k> &+ (n—2k —1)&




H(U*) = V*, H°(Q) = V inducono
End(V)=V*®@V — H'TGQG).

Esplicitamente A € End(V') induce il campo
vettoriale VA che su m vale
m—V -5V — V/im

va(m) = 0 se e solo se m e A-invariante.

n+1

+11) punti.

Quindi A generica si annulla in (




Applicazione:




