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Introduzione

Il teorema di Pascal & un risultato fondamentale che si colloca nell’ambito
della teoria delle coniche. Blaise Pascal(1623-1662) lo pubblico con il nome
di teorema dell’esagramma mistico in un "Saggio sulle coniche" che scrisse
all’etd di sedici anni. Il teorema si pud oggi enunciare cosi:

TEOREMA DI PASCAL 1 Se un esagono piano ABCDEF ¢ inscritto
i una conica, allora le tre coppie di lati opposti AB-DE,BC-EF,CD-FA si
incontrano in tre punti allineati (Figura 1); viceversa, se un esagono piano
gode di quest’ultima proprieta, allora esso € inscritto in una conica.

Figura 1: Teorema di Pascal

Osservazione 2 ] teorema vale anche nel caso in cui l’esagono sia intrec-
ciato (Figura 2).

Qui di seguito illustreremo alcuni dei piu interessanti approcci a questo
teorema, e una sua applicazione riguardante le costruzioni con la sola riga.

L’approccio metrico-proiettivo

La prima dimostrazione che presentiamo € dovuta a Carnot e fa uso di
concetti classici della geometria (|3], §3,10,11).

Definizione 3 Un’espressione formata con le misure di pit segmenti é un’e-
spresstone metrico-proiettiva quando € uguale all’espressione formata con le
misure dei segmenti che si ottengono dai precedenti tramite una proiezione



Figura 2: Teorema di Pascal: caso in cui l’esagono € intrecciato

(cioe, in termini pit moderni, quando é invariante rispetto al gruppo delle
proiettivita).

Proposizione 4 Se aq,...,an, b1,...,b, sono due gruppi di n segmenti, se
ogni punto che sia estremo di pit segmenti di a (0 b) lo & pure di altrettanti
segmenti di b (0 a), e se ogni retta che contenga pit segmenti a (o b) contiene
altrettanti segmenti b (0 a), allora la frazione Zi:::g: & un’espressione metrico-
proiettiva.

Definizione 5 Siano A,B,C tre punti di una stessa retta; il rapporto sem-
plice (ABC) ¢ cosi definito:

AC
BC

Come corollario della proposizione 4, si ha che le espressioni presenti nei
seguenti due teoremi sono metrico-proiettive:

Teorema 6 (teorema di Menelao) Condizione necessaria e sufficiente
affinché tre punti B1,B2,Bs situati rispettivamente sui lati Ay Ay, Ay As,A3Aq
di un triangolo A1AsAs siano allineati é:

(A1A2B1)(A2A3B2)(A3A1B3) =1.



Teorema 7 (teorema di Carnot) Condizione necessaria e sufficiente af-
finché sei punti By,B},Bs,Bb,Bs, B} appartengano a una conica é che, po-
nendo:

A = B3B§ N BlBi; Ay = BlBi N BQBé; Az = BgBé N BgBé,
st abbia:
(AlAQBl)(AlAgBi)(AQA;;BQ)(AQAgBé)(AgAlBg)(AgAlBé) =1.

Adesso abbiamo tutti i prerequisiti necessari per comprendere la dimostrazio-
ne data da Carnot:

Prima dimostrazione del teorema di Pascal:

Sia ABC'DEF un esagono inscritto in una conica; consideriamo il triangolo
con lati BC,DE,FA e poniamo X = BCNDE,Y =DENFA,

Z = FAN BC (Figura 1).

Per il teorema di Carnot (necessita):
(YZA(YZF)(ZXB)(ZXC)(XYD)(XYE)=1.

Ponendo inoltre: H = ABNDE, K =BCNEF,L=CDNFA,

per il teorema di Menelao (necessita):

YZF)(ZXK)(XYE)=1, (YZL)(ZXC)(XYD)=1,
(YZA)(ZXB)(XYH)=1,

moltiplicando membro a membro (e riordinando i fattori opportunamente):

(YZA)YZF)(ZXB)(ZXC)(XYD)(XYE)(YZL)(ZXK)(XYH) =1

=1
quindi: (YZL)(ZXK)(XYH)=1.
Applicando nuovamente il teorema di Menelao, questa volta la sufficienza, si
ottiene che H,K L sono allineati.
Viceversa, se H,K,L sono allineati, facendo la stessa costruzione precedente:
per il teorema di Menelao (necessita):

(YZA)Y ZF)(ZXB)(ZXC)XYD)(XYE)(YZL)(ZXK)(XYH) =1 ;

quindi: (YZA)(YZF)(ZXB)(ZXC)(XYD)(XYE) —1.
Dal teorema di Carnot (sufficienza) segue che A,B,C,D,E F stanno su una
conica.

L’approccio con la costruzione proiettiva della conica

Alla base di questa dimostrazione, data da Mac Laurin, ¢’¢ un’interessante
costruzione della conica. Cominciamo col dare le definizioni necessarie.

Definizione 8 Dati due punti P,QQ e una retta m, una prospettivita ¢ una
corrispondenza biunivoca tra le rette del fascio con centro P e le rette del
fascio con centro Q, cosi definita: alla retta per P che incontra m nel punto
A ¢ associata la retta per Q che passa per A.



Dualmente: date due rette m,n e un punto P, una prospettivita é una cor-
rispondenza biunivoca tra ¢ punti di m e i punti di n, che al punto A € m
associa B=PANn.

Definizione 9 Una proiettivita ¢ una composizione di prospettivita.

Dati tre punti P,Q,R e due rette m,n, ¢’é quindi una proiettivita tra le rette
per P e le rette per R, data dalla composizione della prospettivita tra le
rette per P e quelle per @ (rispetto a m) e la prospettivita tra le rette per
Q e quelle per R (rispetto a n).

Il punto d’intersezione Z tra una retta per P e la corrispondente per R, al
variare di A su m, descrive una conica non degenere (Figura 3).

Con dei semplici calcoli si puo verificare che la curva che si ottiene ¢ in effetti
una conica. Se la proiettivita é in particolare una prospettivita, la conica
degenera in una retta.

Figura 3: Costruzione della conica tramite una proiettivita

Una volta vista questa costruzione, possiamo dimostrare la seguente propo-
sizione ([3], §10):

Proposizione 10 Se un triangolo ABC si deforma in modo che i suoi lati
BC,CA,AB passino rispettivamente per tre punti non allineat: S1,52,53, e
1 suoi vertici A,B scorrano lungo due rette fisse r1,ro non passanti per ques
punti, né concorrenti sulla retta S1S2, allora il vertice C' descrive una conica
non degenere (Figura 4). Viceversa, ogni conica non degenere puo generarsi
cosi.

In questo caso, i fasci di rette per Sy e per S3 sono prospettivi rispetto a
r1, mentre i fasci per S; e per S3 sono prospettivi rispetto a ro; inoltre rq
e 9 sono prospettive, nel senso duale, rispetto al punto S3. Dunque, i due



fasci descritti da S1B e So A sono proiettivi tra loro (e non prospettivi, per le
ipotesi su r1,72) e il punto C' = Sy AN S1 B descrive una conica non degenere.

Osservazione 11 La conica passa per i punti S1, Sz, O(=r1Nrs),
M(: 5153 ﬂ?‘l), N(: S5S53 N 7"2).

Figura 4: Proposizione 8

Seconda dimostrazione del teorema di Pascal:

Sia ABCDFEF un esagono inscritto in una conica; poniamo:
H=ABNDE ; K=BCNEF ; L=CDnNFA (Figura 2).

Se un triangolo XY Z si deforma in modo che i suoi vertici X,Y scorrano
sulle rette CD,CB, e i lati YZ,ZX,XY passino per i punti fissi £,A H,
allora il vertice Z, per la proposizione 10, descrive una conica che passa per
i punti A,E,C,B,D (che corrispondono, nell’ordine, ai punti S1,52,0,M ,N
della proposizione), cioé Z descrive la conica data.

Quando Z viene a coincidere con F', i vertici X e Y del triangolo coincidono
rispettivamente con L e K; H deve essere il punto fisso del lato LK, quindi
L,H K sono allineati.

Viceversa, sapendo che H,K,L sono allineati: facendo la stessa costruzione,
si ha che le due rette AL e EK devono incontrarsi in un punto che sta sulla
conica passante per A,B,C,D,E, ed ¢ proprio F = ALNEH ([3], §11) .

Approccio geometrico-algebrico

Il terzo che presentiamo & un approccio pitt moderno al teorema di Pascal
([1], cap.3). Citiamo due fondamentali risultati di geometria proiettiva:



Teorema 12 (teorema di Bezout in forma debole) Se due curve pro-
iettive C' e D di grado n e m in P? non hanno componenti in comune, allora
st intersecano in al massimo nm punti.

Teorema 13 (HilbertNullstellensatz) Sia C una curva proiettiva irridu-
cibile in P? e F un polinomio omogeneo in x,y,2; se F =0 su C, allora F ¢
diviso dall’equazione di C.

Ai fini della dimostrazione del teorema di Pascal useremo quest’ultimo teo-
rema nei casi in cui deg(C) vale 1 oppure 2; in tali casi la dimostrazione
risulta elementare ([2], cap.2). Siamo ora in grado di dimostrare questa
proposizione, dalla quale il teorema di Pascal segue come semplice corollario:

Proposizione 14 Se due curve proiettive C e D di grado n in P? si inter-
secano in esattamente n® punti, ed esattamente nm di questi punti stanno su
una curva irriducibile E di grado m<n, allora i rimanenti n(n —m) punti
stanno su una curva di grado al massimo (n —m).

Dimostrazione :

Siano C,D,FE definite rispettivamente da P(x,y, 2),Q(x,y, z),R(x,y, 2) .
Scegliamo un punto [a, b, c] € E che non stia in C' N D; la curva di

grado n definita dal polinomio omogeneo: AP(z,y, z) + uQ(z,y, z) ,

con A = Q(a,b,c), p =—P(a,b,c) , incontra F in almeno nm + 1 punti

( |a,b,c] e gli nm punti di C'N D che stanno su F per ipotesi);

per il teorema di Bezout: questa curva ed F hanno una componente comune,
che deve essere E perché é irriducibile.

Quindi, per il teorema 13: AP(x,y, z) + pQ(z,y, 2) = R(z,y,2)S(z,y, 2) ,
con S(z,y, z) polinomio omogeneo non costante di grado (n —m).

Se [u,v,w] € CND: o R(u,v,w) =0, oppure S(u,v,w) =0,

quindi gli n(n —m) punti che non stanno su E devono giacere tutti sulla
curva definita da S(zx,y, 2).

Terza dimostrazione del teorema di Pascal:

Siano i lati successivi dell’esagono le rette definite dai polinomi lineari
Lq,...,Lgin x,y,z; le due curve proiettive di grado 3 definite da Ly UL3U L5
e Ly U Ly U Lg si intersecano in 9 punti: i 6 vertici dell’esagono e i 3 punti
d’intersezione tra lati opposti.

La tesi segue immediatamente dalla proposizione 14: se per ipotesi i 6 vertici
dell’esagono stanno sulla conica, gli altri 3 punti devono stare su una retta;
se invece questi ultimi stanno per ipotesi su una retta, i restanti 6 punti
devono stare su una conica.

L’approccio con la forma canonica proiettiva

In tutte le dimostrazioni del teorema di Pascal viste finora, é stato possibile
dimostrare entrambe le implicazioni con gli stessi strumenti. Cio non accade



in quest’ultima, dovuta a Gergonne, della quale analizzeremo soltanto la
prima implicazione ([3], §11). Si puo comunque osservare che se il teorema
é valido in un senso, lo & anche nell’altro.

In anticipazione alla dimostrazione di Gergonne dobbiamo soltanto citare un
risultato di geometria elementare:

Lemma 15 Due rette r,s, che tagliano una circonferenza rispettivamente
nei punti A,B e C,D, sono parallele se e solo se: arco AC = arco BD.

Figura 5: Dimostrazione dovuta a Gergonne

Quarta dimostrazione del teorema di Pascal:

Sia ABCDFEF un esagono inscritto in una conica C; poniamo:
H=ABNDE ; K=BCNnFEF; L=CDnNFA.

Supponiamo che H K sia una retta esterna alla conica (per continuita, la di-
mostrazione sara valida nel caso generale); tramite una prima trasformazione
proiettiva portiamo la retta H K nella retta all’infinito, e poi trasformiamo
C' in forma canonica (cioé in una circonferenza); i punti A,B,...andranno
nei punti A" B’,... (Figura 5).

H' ¢ all’infinito = A’B’ e D'E’ sono parallele = arco A’D’ = arco B'F’,
K’ ¢ all’infinito = B'C’ e E'F’ sono parallele = arco B'F’ = arco E'C’.
Allora: arco A’D" = (arco B'E’ — arco B'F’) + arco E'C’' = arco F'E’ +
+ arco E'C" = arco F'C’ ;

quindi le rette A’F" e D'C’ sono anch’esse parallele, cio¢ il punto L' appar-
tiene alla retta all’infinito H'K’.

Risalendo alla figura di partenza si conclude che i punti H,K,L sono allineati.

Un’applicazione: costruzione della tangente

Innanzitutto osserviamo che il teorema di Pascal vale anche quando i vertici
dell’esagono non sono tutti distinti, purché si assuma come congiungente di



due vertici coincidenti consecutivi la tangente alla conica nel punto in cui
essi coincidono.

Vogliamo trovare la tangente a una conica in un suo punto A. Prendiamo al-
tri 4 punti C,D,E F sulla conica e consideriamo il pentagono ACDEF come
un esagono degenere in cui due vertici coincidono (A = B); nella costruzione
del teorema di Pascal, al posto della retta AB si avra proprio la tangente t
che si sta cercando.

Le rette BC e EF si incontrano in K, le rette C'D e F A si incontrano in L,
la retta DFE e la tangente t si incontrano in H; dal teorema si sa che H,K,L
devono essere allineati, quindi trovare ¢ vuol dire trovare la retta passante
per Aeper H=DEN KL (Figura 6).

Figura 6: Costruzione della tangente alla conica
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