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1 Introduzione

Le quartiche di Clebsch sono definite come le quartiche che appartengono alla varieta 5-
secante della varieta di Veronese v4(IP?) ovvero i polinomi di grado 4 che si possono scrivere

come somma di cinque quarte potenze di forme lineari o limiti di queste: f = Z?:o 1
o f = limy_yp Z?:o I4(t). Nel 1861 Clebsch dimostrd che queste possono essere descritte
equivalentemente come le quartiche che hanno un operatore differenziale del secondo ordine
che le annulla. Come conseguenza si ha che vy(P?) ¢ 5- difettiva, cio¢ la varieta 5-secante
di vy(P?) & una varietd algebrica di dimensione minore della dimensione attesa (=14); si

dimostra infatti che questa & un’ipersuperficie in P4, quindi ha dimensione 13.



2 Mortfismo di Veronese

Siano n,d € Ns, si definisce la morfismo di Veronese di grado d:

Vg - P — PN
[To, ..y Tn] > [, .0
dove 2 varia tra tutti i monomi di grado d in xg, . .., z,. Si verifica che il numero di monomi
in n + 1 variabili di grado d & ("}?), quindi N = ("}) — 1.

Si puo considerare anche un’altra descrizione del morfismo di Veronese:
Sia P € P"= P(C"*) P=Jly, ...,l,], posso interpretare le coordinate di P come coefficienti
di una forma lineare [ = " l;z; € C"T1

Considero 14 € Sym?(C"*+1) polinomio omogeneo di grado d in n + 1 variabili, allora

=Y (Z)za:ﬂa

at.c.|a|=d

dove 2% 1= 25 - - 28 o = (g, . .. (), | = 0 g ag, () = aol."l?a"!,
1@ =105 1on
I termini del polinomio {¢ sono, a meno di scalari, tutti i monomi di grado d in n+1 variabili,
quindi sono esattamente (";d). Con questa notazione definisco il morfismo di Veronese di
grado d:

vg: P —> PN

[ — 1]

dove N := (";d) — 1. Possiamo pensare quindi il morfismo di Veronese come la parame-

trizzazione delle d-esime potenze di forme lineari. Inoltre questa descrizione di vy ¢ utile
perche si nota che il morfismo di Veronese & GL,,1(C)-equivariante, ovvero Vg € GL,11(C),
vie Cnt!

va(g - [I]) = g - va([l])
dove 'azione di GL,,11(C) su P(Sym?(C"*1)) & definita come segue: Vg € GL,,11(C),Yf(xo,...,T,) €
Symd(C+1):

g- 1= (g (o, 2n))]

La seguente proposizione mostra che il morfismo di Veronese € un embedding cioe & un

isomorfismo con I'immagine.

Proposizione 2.1: vy : P* — PN ¢ un embedding.

dim: vg € ben definita:

Sia P € P", P = [ly,...,l,], dualmente corrisponde alla forma lineare [ = > 7" l;z; € C" 1.
Osservo che [ # 0 perche 3i € {0,...,n} t.c. I; # 0. Le coordinate di vg(P) sono i coeflicienti
del polinomio 4. Siccome | # 0 = ¢ # 0 = le coordinate di v4(P) sono non tutte nulle,
quindi vy € ben definita.

vq € iniettiva:

Siano P,Q € P" t.c. P # @, lp,lg € C"*! le forme lineari corrispondenti. Le coordinate
di v4(P) e v4(Q) sono i coefficienti di 1% e lg rispettivamente. P # Q = lp # lg = % #
l% <= v4(P) # v4(Q) quindi vy & iniettiva.

Resta da dimostrare che il rango della matrice jacobiana € costante uguale a n. Sia



e i
T (o, xn) = ( S;j) lx=z0.....2, )i=0....Nj=0...n € CFTX(n+1)

la matrice jacobiana calcolata nel punto x € P™, e sufficiente dimostrare che J ha rango
massimo in un punto: sfruttando la GL,,1(C) - equivarianza di vg questo & equivalente a
dimostrare che J ha rango massimo in ogni punto di P". Sia x = [1,0,...,0] € P", gli unici

coefficienti di J che si non si annullano sono:

g%{ lx=[1,0,....0= d, a”g;“ |lx=[1,0,...0= 1, ... 7896317.71% lx=[1,0,....,0= 1
= a meno di riordinare le colonne
d 0 0
0 1
0 0
J = 1
0
0 0 0
che ha rango n + 1.
Esempi
on=1=N=("")-1=d
vg: P — Pd
0o
In coordinate vg([zo, z1]) = [zd, & ay, ..., woxd ™1, 29]. vg(P') & detta curva razionale normale.

e Un caso particolare della curva razionale normale & la cubica gobba (d = 3):

V3 : P! P3

—
[0, 1] +— [963795(2)%1756055%795?]
on=2d=2->N=(})-1=5

Vg . PQ — P5

[-’17071‘17372] — [JU%,370901@0902723%,301952,%%]

v (IP?) & detta superficie di Veronese

Dal punto di vista geometrico il morfismo di Veronese ¢ caratterizzato dal fatto che le
ipersuperfici di grado d in P™ sono esattamente le sezioni di vy(P") C PV con iperpiani:
sia. H C PN Tiperpiano definito dall’equazione Zio Ly = 0 = HNog(P") = vg(X)
dove X = {a € P" | >, =4 (i)laazo‘ = 0}. Viceversa sia X = V(f) lipersuperficie
associata al polinomio f =37, _;1%2% = X = v4(X) = H Nvq(P") dove H & I'iperpiano
2 al=d (0)%a =0 C PV,

Siamo interessati al caso n =2,d =4 = N = 14:

ve: P2 — PH
[ — [



In coordinate:
va([lo, 11, 12]) = [lé, 4l811, 4l812, 6l3l%, 6lgl§, 12l3[1l2, Alol3, 4lol3, 12191312, 1210113, lil, 4Al3ly, 61212, 41113, l%]

Definizione 2.1: v4(PP?) & detta J-immersione di Veronese di P2.

3 Apolarita

L’obiettivo & dimostrare che la 4-immersione di Veronese ¢ una varieta algebrica, per farlo
si introduce il metodo dell’apolarita. Questa teoria sara utile anche in seguito nel calcolo
del rango di un polinomio e della dimensione delle varieta secanti della varieta di Veronese.

Siano
R = (C[.To,xl,xz] S = (C[ao,éh, 82}

0; 1 = 0,1, 2 sono operatori differenziali che agiscono sulle variabili come una base duale (ov-
vero 0;(z;) = 6;5 Vi,j =0,1,2), quindi S & l'anello degli operatori differenziali polinomiali.

R e S sono anelli graduati:
S = @05 R=@ag>0Ra
dove S, :=< 0,05 101,05 Da,...,05 > e Ry :=< af, 201wy 2l wy, . 2l >

Considero la funzione S, x Ry — R4—. che applica ad un polinomio omogeneo di grado d
un operatore differenziale di grado e. Questa ¢ una funzione bilineare. Sono interessata al
casoe=2,d=4: So x Ry — Ry

Quindi fisso la seconda componente f € Ry e considero la funzione

Catg,g(f)Z Sg — R2
0 +— 0-f

dim(Ss) = dim(R2) :(2‘52) = 6 =Caty2(f) ¢ una matrice 6 x 6 di scalari che dipende

linearmente dai coefficienti di f, e detta matrice cataletticante.

Proposizione 3.1: rank(Catao(f)) =1 < f € vy(P?)
Corollario 3.1: vy(P?) & una varieta algebrica.

dim(Corollario 3.1): Le equazioni che definiscono v4(P?) sono i minori 2 x 2 della matrice
Catgyg(f).

dim(Proposizione 3.1): ”«="

Sia f € v4(P?) = f=1* I P =

Oif = 0;(1*) = 43(9;l) = 02(1*) = 1212(9:1)? € < 12 > C Sym?(C?) = Ry (osservo che
0;leCVi=0,1,2).

= Im(Catas(f)) C< 1?2 >, dim(< 1? >) =1 = Im(Cataz(f)) =< I? >= rank(Catas(f)) =
1.

”j”
Im(Catao(f)) =< q¢ > 3qg € Ry. Per il Teorema di Sylvester a meno di cambiare le

coordinate, si verifica uno dei seguenti 3 casi:



(a)g = aj o (b)g = 25 + 21 o (c)q = 2f + 27 + 23

(a) Im(Catao(f)) =< 22 >, f € Ry = f = 12, cyw; dove {wy, ..., w14} & una base dello
spazio dei polinomi omogenei di grado 4 in 3 incognite, posso supporre wg = z¢3. Per assurdo:
oy # 03¢ € {1,...,14} = f contiene almeno un termine in cui compare un’incognita x;
con j #0 = 30 € Sy t.c. df ¢< x3 > assurdo. Quindi o; = 0 Vi € {1,...,14} = f =
agwy = (Yagzo)t = va(Yapzo) = f € va(P?)

Dimostro che i casi (b) e (¢) non si possono verificare:

(b): Per assurdo Im(Cataa(f)) =< 23 + 23 >= V9 € Sy df & un multiplo di 22 + z%.

f = f100Td+ f3107371 + f2012370 + fao0T2 22 + fa022223 + for173T172 + f130T073 + fro3T0TS +
fi21z0zize + fr12wom123 + fosox] + fosizize + forerizd + forsw123 + fosaxs

02 f =12 40023 + 6 f310T0x1 + 6 f301T0T2 + 2 f2202F + 2f20223 + 2 fo1121 72,

33 fe< x(z) + x% >= 6f400 = foo0 € tutti gli altri coeflicienti che compaiono nell’espressione

sopra sono nulli.

OF f = 2fa0md + 6 f130z01 + 2f121T0T2 + 12 foa0T + 6 foz1x122 + 2 fo2273,
Pf e< 23 + 22 >= 6fos0 = fazo = 6fi00 € tutti gli altri coefficienti che compaiono

nell’espressione sopra sono nulli.

03 f = 6 fr0swoxa +2f112071 + 6 for37122 + 12 fooar3 €< 2 + 23 >=> tutti i coefficienti sono
nulli.

f = faoo(zd + 62323 + 21) = 0001 f = f10000 (122321 + 1223) = 24 f100T071 =

0001 f = Cata2(f)(9001) €< 22 + 23 >= Im(Cata2(f)) assurdo.

(c): Per assurdo Im(Catao(f)) =< 23 + 23 + a3 >

OB f = 12f40023 + 6 fs10Tox1 + 6 f30120T2 + 2f22027 + 2f20223 + 2fo112172,
03 f €< a3 + 23 + 23 >= 6f100 = fa20 = fa02 e tutti gli altri coefficienti sono nulli.

O f = 2f220x] + 6 frz0zow1 + 2f1212022 + 12 foaoxT + 6 fos12102 + 2fo2273,
02 f €< 2+ 22 + 23 >= foaa = 6 foa0 = fa20 = 6f100 € tutti gli altri coefficienti sono nulli.

03 f = 2fa00w3 4 6 fr030T2 + 2 f112T021 + 2 fo222] + 6 for3m122 + 12 fooax3, O3 f €< xf + a7+
x% >= 6f004 = fo02 = fa20 = 6f100 € tutti gli altri coefficienti sono nulli.

= f = fioo(zg + 62323 + 62222 + 2] + 62303 + 23) =

0001 f = f10000(4x3 4+ 122371 + 127123) = 24 f1007071 = OpO1 f = Catas(f)(0001) ¢

< 23 + 23 + 2% >= Im(Cata»(f)) assurdo.

4 Varieta secanti

Sia V spazio vettoriale su C, X C P(V') una varieta proiettiva, la prima varietd secante & la

varieta stessa:
(o5} (X) =X

La wvarieta 2-secante di X & definita come:

02(X) == U, gex <P:q>



Up,le < p,q > e I'unione di tutte le rette secanti alla varieta, di questa unione si considera
la chiusura per la topologia di Zariski quindi o2(X) € 'insieme dei punti appartenenti alle
rette secanti e tangenti alla varieta , infatti: Vp € X, ogni retta tangente in p ad X si ottiene
come limite delle rette secanti < x,,,p > per z,, — p.

In generale la k-esima varieta secante di X € la chiusura dell’'unione di tutti gli spazi generati
da k punti di X:

01(X) = Up, .. prex <Plo--- Dk >

e contiene tutti i punti della forma p = ZZ 1 Aipi 3pi € X, A; € C o limiti di questi.

Sia p € P(V), si dice rango di p il pitt piccolo k € N t.c. p €< p1,...,px > Ip1,...,px € X.
Ovvero rango(p) = k < p = Zt 1A dps € X, 3\ € C e k ¢ minimale rispetto a
questa proprieta. Questa definizione rappresenta una generalizzazione del concetto di rango

definito per le matrici:

Proposizione 4.1: A € C"*" harango k <— A = Zle A; JA; € C™*™ matrici di rango
1 e k£ ¢ minimale rispetto a questa proprieta

dim: "="

rank(A) = k. Siano vp,...,v, € C" le colonne di A, suppongo che vy,...,v; siano

lineramente indipendenti e
Vi =01 ..o v Vi=k+1,...0,n

Definisco le matrici A; :=[0,...,v;,...,0,ak4+1,V5,---,0n,v;] Vi=1,... k=

A=A +...+ A

Se per assurdo esistesse 7 < k t.c. A si puo scrivere come somma di r matrici di rango 1
(A =37, A;), per la subadditivita del rango rank(A) < r < k assurdo = k ¢ il minimo
numero di matrici di rango 1 la cui somma sia uguale ad A.

”

A= Zle A; = per la subadditivita del rango rank(A) = rank‘(Zf:l A) < Z _rank(A;) =
k. Se per assurdo rank(A) = r < k allora, analogamente a quanto visto per dimostrare I'im-
plicazione ”=", si trovano r matrici di rango 1 la cui somma & A in contraddizione con la

minimalita di £k = A ha rango esattamente k.

Si dice rango bordo di p il pit piccolo k € N t.c. p € (X). Equivalentemente, detto o9 (X)
linsieme dei punti p € P(V') di rango k:

od(X):={peop(X)|p=3", \ipi Ipi € X, \; € C}

allora Vp € P(V) rangobordo(p) = k <= I{pn}nen C o2(X) t. c. limy,_o0 pr = p. Dalle
definizioni di rango e rangobordo segue che Vp € X:

rangobordo(p) < rango(p)

La seguente proposizione dimostra che per le matrici rango e rango bordo coincidono sempre:

Proposizione 4.2: VM € C"*", rank(M) = rangobordo(M)
dim: Siano r := rangobordo(M) e R := rank(M), per le definizioni di rango e rangobordo
vale r < R.



r = rangobordo(M) <= I{M,}neny C C™*" successione di matrici di rango rank(M,) <r
Vn € N tali che lim,, .o, M,, = M.

rank(M,) < r Vn € N <= ogni minore (r + 1) x (r + 1) di M,, & nullo Vn € N. I
determinanti sono polinomi = funzioni continue = al limite ogni minore (r 4+ 1) x (r + 1)

di M si annulla = R = rank(M) < r = vale I'uguaglianza.

4.1 Varieta secanti della varieta di Veronese

Considero ora la varietd X := v4(P™). Come dimostrato in precedenza, i punti che apparten-
gono all'immagine della Veronese sono le potenze d-esime di forme lineari quindi o1 (X) = X
contiene tutti i polinomi della forma ¢ 3, € P

o029 (X) contiene tutti i polinomi che sono somma di due potenze d-esime di forme lineari o
limiti di questi ({{¢ + 14 | 11,15 € P"}).

o0, (X) contiene tutti i polinomi che sono somma di k potenze d-esime di forme lineari o
limiti di questi ({if +... +1¢ | l1,..., 1 € Pn}).

Quindi per ogni polinomio f € P(Sym?(C"t1)) = p("i)-1 q rango di f ¢ il piu piccolo

k € N t.c. f si scrive come somma di k potenze d-esime di forme lineari.

Esempio 4.1.1: Varieta secanti della varieta di Veronese di grado 2
Considero
vy: PP — PN
[ —

+2 _ n(n+3)
nz ) -1 = 2

che la varieta k-secante di X := vy(IP"™) coincidono con l'insieme delle matrici simmetriche
(n41) x (n+1) di rango < k: Vf € Sym?(C"*!) forma quadratica esiste A € C(*+1)x(n+1)

la matrice simmetrica (n + 1) x (n 4 1) associata ad f, ciog

la 2-immersione di Veronese dove N = (

In questo caso si dimostra

flzo,...,z,) = 2T Ax Vo € C*H!

Per prima cosa dimostro che la matrice cataletticante Cat 1(f) € un multiplo della matrice
A:

Sia A = (a;j)i,j=0,... n, considero la funzione cataletticante C'at11(f) : S1 — R che applica
al polinomio di grado due f un operatore differenziale di grado 1.

0;f = 2a;x; + Z?#FO 2a4;7; Vi = 1,...n quindi la matrice cataletticante associata ¢
20/00 . DRI 20/077,
Cat11(f) = ' ' =2A

20’07}. “en “en 2ann

Suppongo quindi che f sia un polinomio in v (P") = f =1? dove | = apxo + ... + a4 Tp.
Oif = 2(0:1)l = 2(0;l)(apxo + ...+ anxy) ¥i =0,...,n quindi

apap aiag - anao
Catm(f) =

apln  G10n T Ay O



che ha rango 1. In questo modo ho dimostrato che
va(P?) = {A € CrHX(H) | AT = A rank(A) = 1}

Per definizione oy, (va(P")) = {A € CCTVX(+) | rangobordo(A) < k}, per la proposizione
4.2 rangobordo(A) = rango(A) = a1, (va(P")) = {A € CPTUX0+D) | rango(A) < k}

Mentre per i polinomi di grado due rango e rangobordo coincidono, per polinomi di grado

d > 3 puo valere la disuguaglianza stretta rango < rangobordo

Esempio 4.1.2:

Considero la cubica gobba:

V3 Pl — P3
0o

In coordinate U3([lo, ll]) = [lg, l%ll, lol%, l:ﬂ, X = ’Ug(PQ)

3_.3
Sia 2%y € Sym3(C?), 2%y ¢ X. 2%y = lim;_, W
2.

Dimostro che rango(x?y) = 3:

= 2%y € 03(X) = rangobordo(x?y) =

(€ +y)*—(z-y)?® =62’y +2¢° = 2’y = §((x +y)° — (x —y)*) - 59

= rango(x?y) < 3. Se per assurdo rango(z?y) =2 = 2%y =3 + 13 Ty, 1o € C?

2%y = (ax + by)? + (cx + dy)® 3a,b,c,d, € C

Considero la funzione cataletticante Cat271(a:2y) 1 Sy — R; dove S; =< 6‘3,37383,,85 > e
Ry =< x,y > e calcolo la matrice associata:

93 (2%y) = 2y

0,0y (z%y) = 2z

2 (x%y) =0

02 0
Cat 2y) =
at2.1(2%) <2 0 0)

= Ker(Caty,1 (2%y)) =< 02 >C Sy

Osservo che (b9, —ady)(d0, — cdy)(x?y) = (b0, — ad,)(ddy — cdy) ((az+by)> + (cx+dy)3) = 0
= (bdy — ady)(dd, — cdy) € Ker(Cats1(z%y)) = (b0, — ady)(dd, — cd,) & un multiplo di
02 =b=d=0= 2%y = a’z® + 2® = 2°(a® + )assurdo.

= rango(x?y) = 3 > 2 = rangobordo(z?y)

4.2 Dimensione delle varieta secanti

Sia X C PV varieta proiettiva e oy (X) la varietd k-secante di X, questa puo essere descritta
da k - dim(X) + (k — 1) parametri infatti un punto di o (X) si ottiene scegliendo k punti
D1y---,Pk € X e un punto in < pq,...,pg > che ha dimensione k — 1. La quantita min{k -
dim(X) 4+ (k — 1), N} prende il nome di dimensione attesa, il seguente teorema mostra che
min{k - dim(X) 4+ (k — 1), N} & la dimensione massima possibile di o (X).




Teorema 4.2.1:[2] Sia X C PV | allora dim(ox(X)) < dimensione attesa(X).

Se vale dim(o (X)) < dimensione attesa (X), X & detta k- difettiva.

5 1l Teorema di Clebsch

Considero ora la varieta di Veronese v4(P?) C P e la sua varieta 5-secante o5(vy(P?)), la
sua dimensione attesa ¢ 5-(2+1) —1 = 14. Nel 1861 Clebsch dimostro che o5 (v4(P?)) C P
e quindi la sua dimensione (=13) ¢ minore della dimensione prevista (=14). Inoltre trovo la
condizione che devono soddisfare gli elementi di o5 (v4(P?)) cioe 'equazione dell’ipersuperficie
o5(v4(P?)): questa corrisponde al determinante di una certa matrice cataletticante. Prima
di dimostrare il Teorema di Clebsch € necessario richiamare la definizione di rango di una

funzione e il teorema di rango costante che saranno utili in seguito.

SiaU CR"e F: U — R™ di classe C*(U), sia Jr(x) la matrice jacobiana di F', allora il
suo rango ¢ una funzione di x € U. Se 3a € U t.c. rank(Jr(a)) = k allora esiste almeno
un minore di ordine k& di Jp(z) che non si annulla in a. Siccome il determinante & una
funzione continua, esiste V' C U intorno di a in cui il minore di ordine k& ¢ non nullo quindi
rank(Jp(z)) > k Vx € V. Se k = min(m,n) = rank(Jp(x)) = k Vo € V. Fissato z € U il
rango di rank(Jr(z)) € detto rango di F' in z. Diremo che F' ha rango k in un insieme U

se rank(Jp(x)) = k Va € U. Vale il seguente teorema:

Teorema 5.1: [3] Siano Ag C R™ e By C R™ aperti, F': Ay — By una funzione di classe
C"(Ap) di rango costante k in Ag, a € Ag b := F(a), allora esistono A C Ay e B C By
intorni di a e b rispettivamente e G : A — U CR" e H : B — V C R™ diffeomorfismi
te. HoFoG Y U)C Ve

HoFoG YNxy,...,2,) = (x1,...,74,0,...,0)

Il teroema afferma che se F' & una funzione di rango costante k, localmente in un opportuno

sistema di coordinate ¢ della forma:
(1,...,2n) — (21, ., 2k,0,...,0)

cioe si comporta come la composizione della proiezione R” —s R* e dell’immersione
R* x {0} — R™.

Osservazione: Se F : Ag — By & una funzione polinomiale, sia k := maz{rankJr(z) |
x € Ao} esia a € Ap t.c. rankJp(a) = k, allora esiste almeno una sottomatrice di
Jr(z) k x k con determinante non nullo in a. Questo determinante ¢ un polinomio (perche
ottenuto facendo somme e prodotti di polinomi) = ha un numero finito di zeri = la matrice
jacobiana di Jg(z) ha rango costante k in ogni punto di Ay eccetto un numero finito di
punti. Applicando il teorema precedente si conclude che se F': Ag — By € una funzione
polinomiale allora F/(4p) ¢ localmente diffeomorfo ad un aperto di R* dove k & definito come

sopra.
Proposizione 5.2 (Teorema di Clebsch): vy(P?) C P4 & 5-difettiva. In particolare

o5(v4(P?)) & un’ipersuperficie di grado 6.

dim: B’ sufficiente dimostrare che



o5(va(P?)) = {f € P(Sym*(C?)) | det(Cat2(f)) = 0}

infatti det(Cata2(f)) € un polinomio di grado 6 essendo Catz 2(f) una matrice 6 x 6.
Poniamo X := v4(PP?).

Ja

Sia f € 05(X), distinguo due casi:

(i) se rank(f) <5 (ciod f € 02(X)) = 3,..., I € P2 tie. f =31 124 allora

1=0 "2
Catao(f) = 2, Caty o (I3

perche Cats 2(f) dipende linearmente dai coefficienti di f.
rank(Cata2(f)) = rank(Z?zO Catyo(13)) < Z?:o rank(Cata o (I}) =5

= det(Cata2(f)) = 0= f € {f € P(Sym*(C?)) | det(Cata2(f)) = 0}

(i) se rank(f) > 5 (cioe f € 05(X)\ 02(X)) = Hfulnen C 02(X) t.c. f = lim, o0 fn-
Per quanto dimostrato nel caso precedente rank(Cate2(fn)) < 5 ¥n € N, analogamente a

quanto visto nella dimostrazione della 4.2 si conclude che
rank(Catao(f)) = rank(lim, oo Cata2(f,)) <5

= det(Catz2(f)) = 0= f € {f € P(Sym*(C?)) | det(Cata2(f)) = 0}

” 277

Per l'inclusione precedente dim(o5(X)) < 13 = dim({f € P(Sym*(C?)) | det(Cat22(f)) =
0}). Se dimostro che dim(o5(X)) = 13 ho concluso. Per farlo dimostro che dim(o2(X)) = 13

Definisco la funzione:
T C3xC3xC*xC¥xC3—C1®

T((a1,61,7),- .-, (a5, B5,75)) = Z?Il(aimo + Biwy +7:w2)* dove identifico i vettori di C'®
con i polinomi in Sym*(C?) scritti nella base monomiale {z{, z3z1, 2321, ..., 253} quindi in
coordinate:

T((o1,B1,m), - (@5, 85,%)) = (Tiy 08,40 02Bi, .., 30 v = (T, ., Tis)

Osservo che ¢2(X) & 'immagine di T proiettivizzata, quindi per quanto detto sopra dim(Im7T) <
14 (62(X) C o5(X) e dim(o5(X)) < 13).

Sia J la matrice Jacobiana di 7, allora J € C'5*15 ¢ le sue entrate sono polinomi di grado

3 nelle indeterminate «;, 8;,7v; 1 = 1,2, 3,4, 5.

Siccome T & una funzione polinomiale, per il teorema del rango
dim(ImT) = mazx{rank(J (v1,...,v5)) | v1,...,v5 € C3}
= il rango di J non € mai massimo ma & sempre < 14. Calcolo il rango di J nel punto

U1 = (17()’0) U2 = (03170) U3 = (07071) V4 = (1a171) Us = (P7Q7R)

on ... L. o7,

daq 05
j =

9Tis L. 9Tis

day ovs
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Calcolo quindi la dimensione dello spazio lineare generato dalle colonne della matrice J, per
comodita identifico i vettori colonna di 15 componenti con polinomi in Sym?(C3).

Le prime 3 colonne sono:

3%“(2?:1(%%0 + Biz1 + viw2)?) lv=(v1,...05)= g

3%1(2?21(%550 + Bixl + Wix2)4) ‘V:(’L}17...,’L)5): 958931

-
72 (i (@io + Biwt 4+ 7i2)*) [v=(or .. vp) = T2
Quindi le successive 6 colonne:

%(Zfﬂ(aﬂo + ﬁixl + Wix2)4) |v:(v1,...,v5): .’IJ()CE?
(9%2(2?:1(%560 + Biz1 + %i%2)?) lv=(or,...,05)= 1

%(Z?Zl(aﬂo + Bixl + ’Yim2)4) |v:(v1,...,v5): .17:151‘2

(9%3(2?:1(%‘960 + Biz1 +%i%2)?) lv=(or,...v5)= ToT3
0%3(2?:1(%330 + Biz1 +%i%2)?) lv=(or,... v5)= 2123
%(Eizl(aixo + Birn + 7ix2)?) v (o1, 05) = x5

Detto I :=< xf, 321, 2312, 2073, 21, 2370, T0 73, 7123, 23 > lo spazio lineare generato dalle
prime 9 colonne, questo & un sottospazio di Sym?*(C?) di dimensione 9.

Considero le successive 6 colonne:

324 (Z?Zl(oéiﬂfo + Biw1 + %i22)?) [v=(or,...,v5)= To(To + &1 + x2)* =

= (23 + zoxs + xoxs + 32321 + 3adxe) +(3232F + 3woxizy + 32323 + 3woriw3 + 6237 120)

P1
p1 €1

5
T&(Zizl(aimo + Biz1 +7i%2)?) lv=(or,...,v5)=

= (zdxy + 2] + x125 + 3w0xd + 3232 + (32327 + 3adzixo + 6202320 + 3wow123 + 32323)

P2
pe €1

5
8%4(21-:1(041‘950 + Bixl + ’Yi$2)4) |v:(v1 ..... vE) T

= m3x2 + .’L‘BJ}Q +ad 4+ 3x1x3 + 3xox2) +(32222 + 322z + 3T0r3T9 + 6T0T1T2 + 32223
0 1 2 2 02 0 1 2 122

D3
ps €1

325 (Zizl(aixo + Bixl + ’Yil'2)4) |v:(1)1,...,1)5): .’Eo(P.’EQ + Qxl + RmZ)S =

= (P3z3 + Q*xox} + R*xox3 + 3P?Quizy + 3P?Rajxs) +

P4
+(3Q?Pxix? + 3R?Px3x3 + 6 PQRx3x 12 + 3Q* Rroxizs + 3R*Qroz123), ps € 1

3%5(2?:1(%%0 + Bix1 +%i72)*) [v=(on....09)= L1 (P20 + Q@1 + Rg)® =

= (P3zdz) + Q%x] + R3x123 + 3PQ%x023 + 3Q* Radxs) +

Ps

+(3P2Qx2x? + 3P?2Ratx xy + 6PQRxox3xs + 3R2Pxox122 + 3R2Q2%22), ps € 1
021 0 1 2 173

8%5(2?:1(0%360 + Biz1 + %i%2)*) lve(or,... v5)= T2(Po + Q@1 + Rag)® =
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= (PPxdzy + Q*x3xy + R*x5 + 3QR*x 235 + 3PR*wox3) +

Pe
+(3P2Ra¢x3 + 3P?Qu3 7122 + 3Q? Prorizs + 6PQRxoz173 4+ 3Q*Ra3x3), pe € 1

Considero quindi le riduzioni modulo I degli ultimi 6 polinomi e ottengo i polinomi f; +
I,....fe+1I¢€ Sym*(C?)/I dove f1,..., fs sono:

f1 = 32¢2? + 3woaiwy + 32323 + 3woz 123 + 6337170
fo = 32323 + 32dw179 + 6207379 + 3T0T123 + 32303
f3 = 32322 + 32¢w179 + 3T072 79 + 6107123 + 32303
fi:= 3Q2P$%xf + 3R2Px(2)x§ + GPQRx(%xlxg + 3Q2R$01‘%1‘2 + 3R2Qx0x1x§
f5 = 3P%2Qx%2? + 3P?Rakxixo + 6PQRxox3 12 + 3R? Prow123 + 3R?Q? 23
fo := 3P?Radz} + 3P?Qzir120 + 3Q*Prozing + 6 PQRrox 123 + 3Q? Reix3

L’obiettivo & calcolare la dimensione di < f; + I,..., f¢ + I > sottospazio di Sym*(C3)/I
infatti:
rank(J) = dim(I) +dim(< fr +1,...,fe +1>)
——
=9
Siccome Sym*(C?)/I & uno spazio vettoriale su C di dimensione 6 con base < x3z?, 2223, 232179, To23w0, TOT 173,
2223 >, posso identificare i polinomi fi,..., fs con vettori di C® tramite 1'isomorfismo

azdz? 4 brdas + cxdrize + drorizs + exorial + frizd — (a,b,c,d,e, f)

quindi mi sono ricondotta a calcolare la dimensione di

3 3 0 3PQ? 3P2Q 0

3 0 3 3PR? 0 3P2R

6 3 3 6PQR 3P2R 3p?

< b b 9 Q 9 9 Q >g C6

3 6 3 3Q%R 6PQR 3PQ?

3 3 6 3QR? 3PR2 6PQR

0 3 3 0 3QR? 3Q%R

cioe il rango di

3 3 0 3PQ* 3P2Q 0 1 1 0 PQR*> P2Q 0
3 0 3 3PR? 0 3P2R 1 0 1 PR? 0 P2R
6 3 3 6PQR 3P2R 3P2Q _a |21 2PQR P2R  P2Q Y
3 6 3 3Q*R 6PQR 3PQ*>| |1 2 1 Q)R 2PQR PQ*> |
3 3 6 3QR? 3PR? 6PQR 1 1 2 QR PR> 2PQR
0 3 3 0 3QR? 3Q°%R 0 1 1 0 QR?>  Q’R

Per quanto dimostrato sopra rank(J) = 9 + rank(M)
Considero il punto (P,Q, R) = (1,2, 3), si ottiene la matrice

110 4 2 0
101 9 0 3
Mo 211 12 3 2
1 2 1 12 12 4
11 2 18 9 12
01 1 0 18 12

12



che ha rango 5 = per (P,Q, R) = (1,2,3) J ha rango 9 4+ 5 = 14 = per il Teorema 5.1 nel
punto generale rank(J (vy,...,vs)) = 14 = dim(c2(X)) = 14 — 1 = 13 quindi ¢ dimostrata

anche l'inclusione ”2”.

In particolare & possibile trovare tutti i punti [P, Q, R] € P? in cui J non ha rango 14, vale
la seguente proposizione:

Proposizione 5.3: Siano v; = [1,0,0],v2 = [0,1,0],u3 = [0,0,1],v4 = [1,1,1],v5 =
[P, Q, R] allora

12 se [P,Q,R] € {[1,0,0],[0,1,0],[0,0,1],[1,1,1]}
rank(J (vi,...,v5)) = 13 se [P,Q,R] € {[1,1,0],[1,0,1],[0,1,1]}

14 altrimenti.

dim: per quanto dimostrato nel Teorema di Clebsch rank(J (z1,...,25)) = 9+ rank(M).

Applicando il metodo di eliminazione di Gauss a M si ottiene la matrice:

1 1 0 PQ? P2Q 0

0 -1 1 PR? — PQ? —PQ? P?R

0 0 0 2PQR — PR? — PQ? P?R — P?Q P?Q — P?R

0 0 2 Q’R — 2PQ? + PR? 2PQR — 2P%Q PQ? + PR

0 0 0 QR?>-Q?R+PQ?>-PR?> PR?+ P?Q—-2PQR 2PQR - PQ?—- P’R
0 0 0 PQ?> - Q’R QR? + P2Q — 2PQR Q’R — PQ?

Nelle prime tre colonne i posti 1, 2,4 formano una matrice invertibile. Rimane una matrice
3% 3:

2PQR — PR? — PQ? P2R — P2Q) P2Q — P2R
A=|QR?>—- QR+ PQ*>—- PR*> PR?+ P?’Q —-2PQR 2PQR— PQ? - P’R
PQ? - Q%R QR? + P2Q — 2PQR Q*R — PQ?

Quindi rank(M) = 3 + rank(A) = rank(J (v1,...,vs5)) = 12 + rank(A). Per il Teorema di
Clebsch rank(J) < 14 = rank(A) < 2. Mi sono ricondotta a studiare il rango della matrice
3x3A:

(i)A ha rango 0 — [P,Q, R] € {[1,0,0],[0,1,0],[0,0,1],[1,1,1]}:

dim: 7 <=7

Calcolando la matrice nei punti [1,0,0],[0,1,0],[0,0,1],[1,1,1] si verifica che tutti i coeff-
cienti si annullano

SN

Sia [P, Q, R] un punto in cui A ha rango 0 = ’elemento di posto (1, 1) si annulla: P(Q—R)? =
0=P=00Q=R

Se P #0 = R = @ = gli elementi di posto (1,2),(1,3),(2,1) sono nulli per ogni scelta di

P. Imponendo che si annullino tutti gli altri coefficienti si ottengono le equazioni:

(2,2),(2,3): PR(R—P) =0
(3,1),(3,3) : R*(P—R) =0
(3,2): R(P— R)2 =0
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Queste si annullano se R = 0 o R = P, nel primo caso [P,Q, R] = [1,0,0] nel secondo
[P,Q,R] =[1,1,1].
Se P =01 coefficienti di posto (1,1),(1,2), (1, 3),(2,2), (2,3) si annullano per ogni scelta di

@, R. Imponendo che si annullino tutti gli altri coefficienti si ottengono le equazioni:

(21):QR(R—-Q) =0

(3,1),(3,3) : Q2R = 0

(3,2): QR?2=0

Questi si annullano simultaneamente se @ = 0 o R = 0 nel primo caso [P,Q, R] = [0,0,1]
nel secondo [P, @, R] = [0,1,0].

rank(J (vi,...,vs)) =12 < rank(A) =0 < vs = [P,Q, R] € {[1,0,0],[0,1,0],[0,0,1],[1,1,1]}

(ii) La matrice A ha rango 1 <— [P,Q, R] € {[1,1,0],[0,1,1],[1,0,1]}:

dim: A ha rango 1 <= tutti i minori 2 x 2 si annullano. I 9 minori 2 x 2 di A sono:

(1): PPR(Q - R)*(P+Q—R)

(2): PQR(Q - R)(P - R)(P+Q - R)
(3): QR*(P - Q)(P - R)(P+Q - R)
(4): P?QQ-R*(P-Q+R)

(5): PQ*(Q— R)(P — R)(P - Q+R)
(6): RQ*(P - R)(P - Q)(P - Q+R)
(1): PXQ-R?*(P-Q-R)

(8) : P?Q(Q - R)(P - R)(P - Q- R)
(9): PQR(P — R)(P - Q)(P - Q — R)
5o

Calcolando le espressioni (1),...,(9) nei punti [1,1,0],[0,1,1],[1,0,1] si verifica che queste
si annullano

” :>77

Considero la (1), questa si annullase P=0, R=0, R=Q, R=P+Q

oP =0: (2),(4),(5),(7),(8),(9) si annullano per ogni scelta di @, R. Ponendo uguale a 0 i
minori (3) e (6) si ottengono le equazioni:

(3): Q*R*(Q ~ R) =0

(6) : R?Q*(R—Q) =0

Se R=0=[P,Q,R] =1[0,1,0], se @ =0 = [P,Q,R] =[0,0,1], se Q = R = [P,Q,R] =
[0,1,1]

oR =Q: (2),(4),(5),(7),(8) si annullano per ogni scelta di P. Ponendo uguale a 0 i minori
®3)

(3),(6) : PR*(P — R)? =

(9): PR*(P — R)? (P72R):0

Se R=0= [P,Q,R] =[1,0,0],se P=0= [P,Q,R] =[0,1,1],se P=R = [P,Q,R] =
[1,1,1]

,(6), (9) si ottengono le equazioni:

oR = 0: (2),(3),(6),(9) si annullano per ogni scelta di P, Q. Ponendo uguale a 0 i minori
(4), (5),(7), (8) si ottengono le equazioni:
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(4), (5): P*PQ*(P—-Q)=0
(7),(8): PPQ*(P—Q)=0

Se @ =0=[P,Q,R] =[1,0,0],se P=0= [P,Q,R] =[0,1,0], se P=Q = [P,Q,R] =
[1,1,0]

eR = P+ @Q: (2),(3) si annullano per ogni scelta di P, Q. Ponendo uguale a 0 i minori

(4),(5),(6),(7),(8),(9) si ottengono le equazioni:
(4),(7) : 2P°Q =0

(5): P2Q* =0

(6) : 2PQ*R(Q — P) =0

(8):2P*Q*=0

(9) : 2P2Q?R(P — Q) = 0

SeP=0=R=Q=[P,Q,R=1[0,1,1],5e Q=0= R=P = [P,Q,R] =[1,0,1]

rank(J (vi,...,vs)) =13 < rank(A) =1 < v; = [P,Q, R] € {[1,1,0],[0,1,1],[1,0,1]}
Nei punti [P, Q, R] € P2\ {[1,0,0],[0,1,0],[0,0,1],[1,1,1],[1,1,0],[0, 1,1],[1,0, 1]} la matrice
A harango2=7=124+2=14

Definizione 5.1: o5(v4(P?)) & detta Ipersuperficie di Clebsch, si chiama Quartica di Clebsch

una quartica in os(vy(P?)).

6 Nucleo della mappa cataletticante

Per il teorema precente, una quartica f € Sym?*(C?) & una quartica di Clebsch <=
il nucleo della mappa cataletticante Catz 2(f) ¢ non banale ovvero se esiste un operatore
differenziale del secondo ordine (detto conica apolare) che annulla f. Nel caso delle quartiche
di Clebsch ¢ possibile descivere gli elementi di Ker(Cataza(f)):

Proposizione 6.1 Sia f € o5(vs(P?)) t.c. rank(f) < 5 cioe f = Z?:o I3, eC ;=

Qg o+ o, 21 +a,x2 Vi =0,...,4. A queste forme lineari corrispondono dualmente i punti
A; = (ayy, a4,,05,) € C3 Vi =0,...4. Sia C una conica passante per Ay, ..., Ay, scritta in
coordinate duali C = Z?,j:o ai;0;0;, allora C - f =0

dim: Sia k € {0,...,4}, (8;0;) - (I}) = 0;(413(9;1)) = 12120;(l),)9;(l);). Osservo che posso
pensare il prodotto 0;({x)0;(lx) come il polinomio (09;0;) valutato in Iy, cioe (9;0;)(lx). Quindi

ho dimostrato che
(0:9;) - (I) = 1203(9:05)(l) Vi, j = 0,1,2

per linearita C -1} = 1212C(1y,) = 122 Z?]‘:o a;jag; o, = 0 perche C ¢ la conica passante per

Ao, Ay =Cli=0Vk=0,...,4=C-f=0

Osservazione: La Proposizione 6.1 rappresenta una dimostrazione alternativa della 5-
difettivita di v4(P?): comunque scelta una quartica di Clebsch, ¢ sempre possibile trova-
re un operatore differenziale non nullo nel nucleo di Catso(f) = det(Cate2(f)) = 0 =

dim(o5(v4(P?))) < 13. In particolare si dimostra che lo spazio delle coniche passanti per

15



Ap, ..., Ay & contenuto nel nucleo della mappa cataletticante, di seguito alcuni esempi in cui
si analizza in quali casi questa inclusione ¢ un’uguaglianza e quando invece € un’inclusione
stretta:

Esempio 6.1 Considero il caso in cui 4 dei 5 punti siano in posizione generale, a meno di
cambiare le coordinate posso supporre Ag = [1,0,0], A; = [0,1,0], A2 = [0,0,1], A3 = [1,1,1]
e studio il rango della cataletticante al variare del quinto punto A4 = [p,q,r]:
Proposizione 6.2: Se Ay = [1,0,0], 4; = [0,1,0], 42 = [0,0,1], A3 = [1,1,1], Ay = [p, q, 7]

allora

4 selp,q,r] €{[1,0,0],]0,1,0],[0,0,1],[1,1,1]}

5 altrimenti.

rank(Cata2(f)) = {

dim: in questo caso
f=a8+at+ 25+ (w0 + 21 + 22)* + (pro + g1 + T22)*

la corrispondente matrice cataletticante e

2+pt  14p°¢ 14p% 14+p*¢ 1+pPqr 14p%r?
L+p’q 14p*¢* 1+p*qr 14+pg® 1+pg®r 1+ pgr?
14+p3r 14+p%¢r 14+9%2 1+p¢®r 14pgr2 1+pr3
14+p%¢> 14p¢® 1+pgr 2+¢* 1+ 14 ¢%r?
1+p%qgr 1+p@®r 14+pgr? 1+¢r 1+¢%22 14 grd
14+p%r2 14pgr? 14+prd 14¢*r2 1+qg3 2404

Cafg,g (f):

Considero i minori 5 x 5 di Cats2(f) non nulli:

(1) :p*(g—1)?
(2) : pg(—pg + pr + qr —r?)
(3) : pr(—pg+ ¢* + pr — qr)
(4):¢*(p—r1)?
(5) : qr(p* — pqg — pr + qr)
(6) :7%(p — q)?

Sia [p,q,r] un punto in cui si annullano tutti i minori 5 X 5 (ovvero in cui la matrice ha
rango < 4), in particolare si annulla la (1) =p=00¢=r.
Se p =0 = (2),(3) si annullano per ogni scelta di ¢, r, le altre 3 equazioni diventano:
(4),(5),(6) : ¢*>r> =0. Se q=0= [p,q,7] =[0,0,1] = Az, se r = 0 = [p,q,7] = [0,1,0] =
Ay
Se ¢ = r = (2), (3) si annullano per ogni scelta di p, le altre 3 equazioni diventano:
(4),(5),(6) : ¢*(p — 9)*. Seq=0= [p,q,7] = [1,0,0] = Ag, se p=g¢ = [p,q,7] = [1,1,1] =
As
Se [p,¢,7] ¢ {[1,0,0],[0,1,0],[0,0,1],[1,1, 1]} il rango di Cata 2(f) € 5. Se [p,¢,7] € {[1,0,0],[0,1,0],[0,0,1],[1,1, 1]}
allora rank(Cate2(f)) < 4. In realta in questi punti il rango ¢ esattamente 4: considero il
minore 4 X 4 ottenuto togliendo le righe 3,5 e le colonne 2, 3:

24p* 14922 14+pPqr 14+p*r?

L+p’¢  1+pg® 1+pg°r 1+ pgr?

1+p%> 2+4¢* 1+¢r 1+¢%72

1+p%2 1+4+¢*2% 14grd 2+t

= —p' + 0’0+ ¢’ — ¢' + pPar — Apg’r + ¢Pr+per® + @’ —rt =1
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questo non si annulla in nessuno dei quattro punti [1,0,0],[0,1,0],[0,0,1],[1,1, 1] quindi in
questi punti rank(Cats2(f)) = 4.

Esempio 6.2: Se 4 dei 5 punti assegnati sono allineati allora esistono infinite coniche, sono
coniche riducibili date dall'unione della retta per i 4 punti allineati e una qualsiasi retta
per il quinto punto. A meno di cambiare le coordinate posso supporre che i quattro punti
siano allineati sulla retta x2 = 0: 4g = [1,0,0], A; = [0,1,0], A2 = [1,1,0], A5 = [1,¢,0] e
Ay =10,0,1]

Proposizione 6.3: Se Ay = [1,0,0],4; =[0,1,0], A3 = [1,1,0], A3 = [1,¢,0], 44 = [0,0, 1]

allora

rank(Catz2(f)) = { 3 sete{i,—i,1+i,1—1i}

4  altrimenti.

dove 1 = /—1

dim: in questo caso
f=af+at+ (w0 +21)* + (z0 + toy)* + 23

la corrispondente matrice cataletticante e

3 1+t 0 1+t 0 0
1+t 14t2 0 1+t 0 0
0 0 0 0 0 0
Cat =
22(f) 142 148 0 246 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1

L’unico minore 4 x 4 non nullo & (¢? + 1) (% — 2t +2) quindi esclusi i valori di ¢ per cui questo
polinomio si annulla (cio¢ {7, —4,1 + 4,1 —i}), la matrice Cata2(f) ha rango 4. Nei punti
{i,—4,1 +i,1 — i} la matrice Cateo(f) ha rango < 3, in realtd in questi punti ha rango
esattamente 3 perche si dimostra che non esistono valori di ¢ per cui Cata2(f) abbia rango

< 2. Considero il minore 3 x 3 ottenuto togliendo le colonne 1, 3,5 e le righe 3,4,5 :

1+t 14t 0
1+ 241 0/ =t3—22+t=¢t(— 1)
0 0 1

questo si annulla per t =0 o t = 1. Considero il minore 3 x 3 ottenuto togliendo le colonne
3,5,6 e le righe 3,5, 6:

3 1+t 1412
L+t 1482 1+83| =+ —2t+2)
14+t 1483 2+4¢

questo non si annulla ne per t = 0 né per t = 1. In questo modo ho dimostrato che non
esistono valori di ¢ per cui tutti i minori 3 x 3 di Cats2(f) siano identicamente nulli quindi
rank(Cata2(f)) > 3.

Come conseguenza di questa proposizione si ha che se t # i, —i,1 + 4,1 — i allora lo spazio

delle coniche passanti per Ao,..., A4 coincide con il nucleo della cataletticante: per questi
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valori di ¢ infatti la cataletticante ha rango 4 quindi il suo nucleo ha dimensione 2; le coniche
per Ay, ..., A4 formano uno spazio di dimensione 2 che per la Proposizione 6.1 & contenuto
in Ker(Cate2(f)) quindi necessariamente questa inclusione ¢ un’uguaglianza.

Se invece ¢ € {i,—%,1 44,1 — 4} il rango della matrice cataletticante Cata 2(f) si abbassa a
3 = dim(Ker(Cataz(f))) = 3:

ot = i il nucleo di Cata2(f) € generato dalle coniche
0002, 0102, 2103 — 3(i + 1)001 + 207 = (i0y — (1 +1)01)(200 — (1 —4)01)
queste si intersecano nei punti [0,0, 1], [1 —4,1,0],[1 — ,2, 0] quindi Ja,b,c € C t.c.
f=ab+a]+23+ (vo+21)* + (0 +iz1)* = axd + b((1 — i)z +21)* + (1 — i) 20 + 221)*
da cui si ricavaa =1,b=—1,c = i:
f=a3— (1 —d)zo+z1)* + (1 — i)zo + 221)*
quindi rank(f) < 3. In realtd rank(f) = 3 infatti rank(f) > rank(Cate2(f)) =3
e t = —i il nucleo di Cata2(f) € generato dalle coniche
o0, 0102, 2003 — 3(i — 1)001 — 207 = (i0p — (i — 1)01)(200 — (1 +4)D1)
queste si intersecano nei punti [0,0, 1], [1 +4,1,0], [1 + ¢,2, 0] quindi Ja,b,c € C t.c.
f=ab+ai+ a3+ (zo+x1)* + (10 —iz1)* = azd + b((1 + i)z +21)* + e((1 +1)xo + 271)*
da cui si ricavaa = 1,b=—1,c = i:
f=a3 — (1 +)zo +a1)* + 3((1+ i)z + 221)*
quindi rank(f) < 3. Come prima si conclude che il rango di f ¢ esattamente 3.
o t =i+ 1il nucleo di Catzs(f) € generato dalle coniche
0002, 010a, (i — 1)0% — (14 3i)0p01 + 20? = ((i — 1)0p — (i +1)01)(9o — (1 — i)04)
queste si intersecano nei punti [0, 0, 1], [—4,1,0],[1 — ¢,1,0] quindi Ja,b,c € C t.c.
f=af+at+ 25+ (o +21)* + (w0 + (i + 1)x1)* = azh + b(—izg +21)* +c((1 —i)xg +71)*
da cui siricavaa=1,b=c= —1:
f=a%— (—izg +21)* — (1 =)o + 21)*
quindi rank(f) = 3.
e ¢ =1 — ¢ il nucleo di Cata2(f) & generato dalle coniche
002, 010, —(i +1)0% + (3i — 1)0g01 + 207 = (—(i + 1)do + (i — 1)01)(do — (1 +1)dy)
queste si intersecano nei punti [0,0, 1], [¢,1,0], [1 + 4, 1,0] quindi Ja,b,c € C t.c.
f=ab+at+a3+ (o +21)+ (20 + (1 —i)21)* = axd + bizo + 21)* + (1 + i)z + 21)*

da cui si ricavaa=1,b=c= —1:

f=a5— (iwo + x1)* = (1 +i)z0 + 21)*
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quindi rank(f) = 3.

Esempio 6.3 Suppongo che 3 punti siano allineati, sia C una conica passante per Ag, ..., Ay
e r la retta passante per i 3 punti allineati. La retta r interseca la conica C in almeno 3
punti. I punti di 7NC sono zeri di un polinomio di secondo grado, se questo ha 3 zeri distinti
allora ¢ il polinomio nullo = tutta la retta r & contenuta in C = C & la conica riducibile
data dall’unione della retta r e della retta passante per gli altri due punti. Di nuovo posso
supporre che i tre punti siano allineati sulla retta x5 = 0: A9 = [1,0,0], A1 = [0,1,0], A2 =
[1,1,0], A3 = [0,0,1], Ay = [¢, 1, 1]:

Proposizione 6.4: Se Ay = [1,0,0], 4; = [0,1,0], A2 = [1,1,0], A3 = [0,0,1], A4 = [¢t,1,1]
allora rank(Catz 2(f)) =5
dim: per questa scelta di Ag,...,As

f:mg—}—m‘l‘—f—x%—i—(xo—i—xl)“—|—(ta:0—|—x1+x2)4

la corrispondente matrice cataletticante e

24t 143 3 1+t2 2 2

1+t 1462 2 14t ¢ t
3 12 2 t t ot
C(ltg’Q(f): 2
14+t2 1+t t 3 1 1
2 t t 1 1 1
t? t t 1 1 1

Il determinante della sottomatrice 5 x 5 che si ottiene eliminando la terza riga e la terza
colonna ¢ 1 quindi la matrice ha rango 5 per ogni valore di ¢ = il nucleo di Cats(f) ha

dimensione 1 ed & generato dall’ unica conica apolare passante per Ag,..., Ay

Osservazione Per come ¢ definita la varieta 5-secante, non tutte le quartiche in o5 (vy(P?))
hanno rango 5. Considero quindi il caso di una quartica di Clebsch f € o5(v4(P?)) di rango
> 5 = f € o5(vs(P?)) \ 02(v4(P?)) = f ha rangobordo 5 = f si puo scrivere come limite

della somma di 5 quarte potenze di forme lineari
f=1lim;_q Z?:o 12(t), dove 1;(t) = a, (t)mo + vy (£)z1 + vy (E) 22

Definisco A;(t) = (i, (t), ay, (), i, (t)) e considero un caso particolare:A;(t) = A; i =
0,...,3 e limy_,0 A4(t) = As. Posso pensare questo caso come un caso degenere del prece-
dente: il nucleo di Cats 2(f) € generato dalle coniche passanti per Ay, ..., A4 dove A4 tende
ad Asz. Questo equivale ad imporre che la conica passi per Ag, A1, As, Az e in piu che in As
sia tangente ad una retta assegnata. Si verifica che anche in questo caso la conica apolare &

unica.

Per una descrizione completa delle varietd k-secanti della varietd di Veronese vy(P?) si

rimanda a [4] dove & dimostrata la seguente proposizione
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Proposizione 6.5: Definito 'insieme

b (va(P?)) = {f € 00 (va(P?)) \ 01 (va(P?)) | rank(f) = r},

allora

003(v4(P?)) \ v4(P?) = 02,9(va(P?)) U 0,4 (va(P?))

003(v4(P?)) \ 02(va(P?)) = 03,3(v4(P?)) U 03 5(va(P?)) U 03 7(va(P?))
004(v4(P?)) \ 03(v4(P?)) = 04,4(v4(P?)) U 04,6 (v4(P?)) U 04 7(v4(P?))
005(v4(P?)) \ 04(v4(P?)) = 05,5(v4(P?)) U 05 6 (v4(P?)) U 05,7 (v (P?))
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