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Introduzione

L’obiettivo di questa tesi € di presentare il teorema di Bézout per curve alge-
briche nel piano proiettivo e alcune sue semplici applicazioni. Lo strumento
fondamentale per dimostrarlo ¢ la definizione di molteplicita d’intersezione tra
curve algebriche piane, che rende possibile un conteggio esatto del numero di
intersezioni. La definizione di molteplicita utilizzata ¢ quella riportata in [1] e
[3], che fa uso del concetto di risultante. Nella seconda parte si sfruttano questi
strumenti per lo studio delle cubiche e dei loro punti di flesso. Si presenta una
nota forma normale in cui & rappresentabile a meno di trasformazione proiet-
tiva ogni cubica nomnsingolare, che ci permette di dimostrare facilmente delle
proprieta interessanti dei flessi di una cubica.



Capitolo 1

Varieta algebriche
proiettive

Spazio proiettivo
Si consideri lo spazio vettoriale K™ di dimensione n su campo K.

Definizione 1.1 (Spazio proiettivo). Si definisce spazio proiettivo di dimen-
sione n su K lo spazio quoziente P"(K) = (K"*!\ {0})/ ~ dove V u,v €
K"\ {0}, u ~v & 30 # X €K tale che u = Av.

Indicheremo la classe di equivalenza di (ao, . . ., ay) con [ag, . .., a,]; con coor-
dinate omogenee ci riferiremo alla tupla ag, ..., an.
Sia U; = {[ao,...,an] € P*(K)|a; # O}per un ¢ € {0,...,n}. Dato che ogni
[ag,...,a,] € U; ammette un unico rappresentante della forma [‘;—“, o1 %},

possiamo definire un omeomorfismo

(aty. .. an) = lar, ... a1 041, .., an)

(1.1)

identificando U; con 'immersione dello spazio affine K™ nello spazio proiettivo
P™(K) dotato della topologia quoziente.

Analogamente, definito H; = {[ag,...,a,] € P*|a; = 0}, la corrispondenza
biunivoca [ay,...,a,] & [a1,...,a:,0,ai41,...,a,] immerge P~ 1(K) in P"(K).

Ideali omogenei e varieta proiettive

Poiche K]z, . . ., z,] & un anello graduato, ogni f € K[z, ..., z,] ammette un’u-
nica decomposizione come somma di polinomi omogenei fy+ - - -+ f;. Possiamo
quindi definire

Definizione 1.2 (Ideale omogeneo). Un ideale I C Kz, ..., z,] si dice omo-
geneo se V f € I, ogni componente omogenea f; di f appartiene ad I.

Alternativamente, possiamo definire un ideale omogeneo come un ideale ge-
nerato da ideali omogenei. Non & difficile mostrare che le due definizioni sono
equivalenti; nella pratica utilizzeremo questa seconda caratterizzazione.



Definizione 1.3 (Varieta algebrica proiettiva). Sia I C K[z, ..., z,] ideale
omogeneo. Definiamo varieta algebrica proiettiva

V() = {[zo,...,zn) € P"(K)| f(z0,...,2,)=0V f €I}

11 luogo degli zeri in P*(K) di un generico polinomio non & ben definito,
dipendendo dalla scelta del rappresentante. Se invece si richiede che f sia omo-
geneo, lidentita f(Azg, ..., \z,) = A f(zo,...,2,) (dove d = degf) garantisce
una buona definizione. In questa tesi utilizzeremo spesso varieta definite come
luogo degli zeri di un ideale principale. In questo caso scriveremo V (f) in luogo
di V(I) per I = (f).

Definizione 1.4 (Trasformazione proiettiva). Si dice trasformazione proiettiva
di P™ una biezione P* — P™ tale che [ag, ..., a,] — [a(ao,. .., a,)] per qualche
endomorfismo « dello spazio vettoriale K"+1.



Capitolo 2

Curve algebriche proiettive

Definizione 2.1 (Curva algebrica proiettiva). Sia f € C[z,y, 2] polinomio omo-
geneo di grado > 1. Si definisce curva algebrica proiettiva F' definita da f la

varieta algebrica
F :={a,b,c| € P*| f(a,b,c) = 0}

Diremo che una curva F' ha grado k se k & il grado del polinomio f che la
definisce, che F' e irriducibile se lo & f e chiameremo componente di F' una curva
@ definita da un fattore irriducibile ¢ di f. Inoltre definiamo retta proiettiva
un curva algebrica proiettiva di grado 1.

Definizione 2.2 (Punto singolare). Sia F' curva algebrica proiettiva definita
da f € Clz,y, z]. p=[a,b,(] si dice punto singolare di F' quando

0 0 0
fla,b,c) =0= 8—£(a,b,c) = a—‘;(a,b,c) = %(a,b,c)

Una curva ¢ detta nonsingolare quando nessun suo punto é singolare. Se
p = [a,b,c] & un punto nonsingolare di V(f), la retta tangente a V(f) in p &
definita da
of of

of B
x%(a,b,c) +y87y(a7bac) +Z&(a7bac) =0

Risultante

Definizione 2.3 (Risultante). Sia R un UFD. Dati fo,..., fu,90,---,9m € R
con fn,gm # 0, siano

f=fo+ fir 4+ fax",
g=go+gzr+-+gnx™,



polinomi di grado rispettivamente n e m in z. Si dice risultante di f e g il
determinante della matrice di Syvlester (n +m) x (n + m)

(fo fi o fa 1
fo fi . fa
R (f7 ) = det
lfg:0) ‘ fo fi .. fa
go g1 9m
L go g1 Im ]

Possiamo considerare f,g € Clz,y, z] come polinomi in x (a coefficienti in
Cly, z])

f = fo(ya Z) =+ fl(y7 Z)I +eee fn(y7 Z)xnv
9=90(y,2) + 91(y,2)x + -+ + gm(y, 2)z™,
ottenendo che Res(f,g,x) & un polinomio nelle variabili z e y. Si noti che se
an(b,¢) # 0 % by, (b, ¢) valutare il risultante in (b, ¢) corrisponde a calcolare il
risultante dei polinomi f(x,b,¢) e g(z,b,c).
Il risultante di due polinomi & fondamentale per la definizione di molteplicita

di intersezione che utilizzeremo. Le proposizioni che seguono ne illustrano alcune
proprieta che ci saranno necessarie.

Teorema 2.4 (3.6 in [1]). Siano f, g € Clz, y, z] omogenei di grado > 1 tali che
f(1,0,0) # 0 # g(1,0,0). Allora Res(f,g,2) = 0 se e solo se f e g hanno un
fattore omogeneo in comune.

Teorema 2.5. Sia 1 < ¢ € N e siano f,g € Clxy,...,2;] omogenei di grado
rispettivamente n e m. Allora Res(f,g,x1) o & un polinomio omogeneo nelle
indeterminate xo, ..., z; di grado nm o € identicamente nullo.

Dimostrazione. Poniamo

f = fo((l)‘g,...,l’t) —|—f1(m2,...,xt)m1 —+ .- +fn(.’)32,...,l’t)$?,

g:gO(mZ,“'»xt)+gl(x27"'7xt)xl+"'+gm(x27"‘,$t)x1 )

Per definizione il Res(f, g,x1) € il determinante di una matrice (n+m) x (n+m)
la cui componente di posto ij € un polinomio omogeneo r;;(x2, ..., x:) di grado

g — n+i—j sel<i<m
Y= sem+1<i<n+m

Quindi
n+m
Res(fvg,xl) = Z <Sgn(0) H Tio(i)(x27"'7xt)>
=1

0ESntm

dove ogni termine della sommatoria ha grado

n+m m n n+m n+m

S dieiy =Y (nti—o@)+ > (i—o(i))=nm+ Y i— > ofi)=nm
i=1 i=1 i=1

i=1 i=m+1



in quanto o € Sy, 4+m. Dato che Res(f,g,x) &€ somma di monomi di grado nm, o
¢ nullo o & omogeneo di grado nm. O

Teorema 2.6. Se f(z) = (x —A1)...(x = Ap) eglx) = (x — p1) ... (x — pm)
per qualche Ay, ..., A, 41, .- -, fh € C allora

Res(f,g.x)= [  (u—N) (2.1)

1<i<n,1<j<m

In particolare, Res(f,gh,z) = Res(f,g,x)Res(f,h,x) per ogni f,g,h € Clz] e
questa identita vale anche per polinomi in pit indeterminate.

Dimostrazione. Si considerino f,g come polinomi omogenei nelle n + m + 1
indeterminate x,A1,..., Ap, 1, ., fm. Per il Teorema 2.5 Res(f,g,z) & un
polinomio omogeneo di grado nm nelle indeterminate A1, ..., Ay, 41, - ., tm che
per il Teorema 2.4 si annulla per A\; = p; V1 <i <n,1 < j <m . Ne segue che

Res(f,g,x) e diviso da
H (g = A)

1<i<n,1<j<m

che ¢ a sua volta un polinomio omogeneo di grado mn e quindi un multiplo

scalare di Res(f,g,x). Per pyy =+ = p, =0, g = 2™ e la matrice di Sylvester
associata a f e g assume la forma
fo f1 - i fa 1
fo fr oo .o fa
1
L 1 -

n
da cui Res(f,g,z) = fJ" = [[(—=X\)™, ovvero vale I'identita 2.1. La tesi per

i=1
polinomi in una indetermina‘éa segue direttamente.
Per estendere questa identita a C[z,y, 2] osserviamo che per ogni f,g,h €
Clz,y,z], b,c € C, esistono a, 8,7 € C tali che f(z) = af(z,b,c), g(z) =
Byg(z,b, ), 71(1') = vh(x,b, ¢) siano polinomi monici. Possiamo quindi affermare
che o ~ L

Res(f,gh,x) = Res(f, g, x)Res(f,h,x)

In particolare I'uguaglianza vale per tutti i b,c € C tali che il coefficiente del
termine di grado massimo in z non si annulli (che sono infiniti) per i quali
possiamo impunemente scambiare I’ordine valutazione-risultante e ottenere

Res(af, Bgyh, z)(b, ¢) = Res(af, Bg, x)(b, ¢)Res(af,vh, x)(b, c) (2.2)

Per linearita del determinante possiamo semplificare i coefficienti «, 8 e . Da-
to che 2.2 vale per infiniti (b,c) € C2, possiamo sollevare l'identita a Cly, 2],
provando la tesi. O



Molteplicita d’intersezione e Teorema di Bézout

Teorema 2.7. Per ogni coppia di curve algebriche proiettive F, G in P? esiste
un unica molteplicita d’intersezione I,,(F, G) tale che:

(i) I;D(F> G) = Ip(GaF)

(ii) I,(F,G) = oo se p appartiene ad una componente comune di F' e G,
altrimenti I,,(F, G) ¢ un intero non negativo

(iii) I,(F,G) =0seesolosep¢ FNG

(iv) Due rette proiettive distinte si incontrano con molteplicita 1 nel loro unico
punto di intersezione

(v) Se Fy e F» sono curve algebriche proiettive definite rispettivamente da
fi, fo omogenei in Clz,y,z] e F & definita da f = fifs, I,(F,G) =
I(F1, G) + Ip(Fy, G)

(vi) Se F' e G sono definite rispettivamente da f, g omogenei in Clz,y,2] e E &
una curva algebrica proiettiva definita da fr+ g per qualche r in C[z, y, 2]
omogeneo tale che degr + deg f = deg g, I,(F,G) = I,(F, E)

Inoltre se F' e G non hanno componenti comuni e si scelgono delle coordinate
proiettive tali che

(a) [1,0,0 ¢ FUG
(b) [1,0,0] non appartiene a nessuna retta per due punti di ¥ NG

in qualunque p = [a, b, ¢] € FNG la molteplicita d’intersezione I,(F,G) di F e G
¢ uguale al pit1 grande k € N tale che (bz — cy)¥ divida il risultante Res(f, g, z).

Dimostrazione. Mostriamo che (i)-(vi) garantiscono 'unicita di I,(F, G).

Dato che (i)-(vi) sono invarianti per trasformazioni proiettive, possiamo sce-
gliere le coordinate in maniera da avere p = [0,0,1]; da (ii) e (iii) segue che se
p ¢ FNG o p giace in una componente comune alle due curve, I,,(F,G) & uni-
vocamente determinata; (i) e (v) garantinscono che possiamo scrivere I,,(F, Q)
come somma di molteplicita d’intersezione in p delle componenti irriducibili di
F e G. Supponiamo quindi senza perdere di generalita che F' e G siano curve
irriducibili e che I,(F,G) = k € N.

Si considerino f(z,0,1) e g(x,0,1) polinomi nella sola variabile z di grado
rispettivamente n e m, supponendo per (i) che n < m. Si distinguono due casi:

Caso n = 0. In queste ipotesi f(x,0,1) = f(0,0,1) =0 ed essendo f(x,y,2)
omogeneo, anche f(z,0,z) = 0. Questo ci permette di scrivere

f(SC, Y, Z) = yT(.’E, y>Z)

per un qualche r polinomio omogeneo. Per quanto riguarda g possiamo separare
i termini in cui compare la y da quelli in cui non compare scrivendo

9(z,y,2) = g(x,0,2) + ys(z,y, 2) = 2%(z, 2) + ys(z,y, 2)



per un qualche s polinomio omogeneo, t € C[z, z] tale che ¢(0,1) # 0 e ¢ intero
positivo, in quanto 2%t (y, z) = q(x,y, z)—ys(z,y, z) si annullain (0,0, 1). Adesso
abbiamo che
(@) @) (vi)
IP(Fv G) - IP(V(y)v G) + IP(V(r)v G) = Ip(Ga V(?J)) + IP(G7 V(T)) =
(v)
p(V(y), V() + L(G, V(r) = L(V(y), V(z9) + L,(V(y), V(t))+
(v)

= alp,(V(2),V(y) + (G, V(r)) = ,(G,V(r)) + ¢

() I

+1,(G,V(r))

dove la penultima uguaglianza & dovuta al fatto che p = [0,0, 1] ¢ V (¢).

Se per ipotesi induttiva supponiamo che ogni molteplicita algebrica stret-
tamente minore di k possa essere determinata utilizzando (i)-(vi), ricordan-
do che ¢ > 0, possiamo determinare univocamente I,(G, V(r)) e quindi anche
I,(F,G) = I,(G,V(r)) +q.

Caso n > 0. Siano «, 8 € C tali che af(x,0,1) e Bg(x,0,1) siano polinomi
monici in z. Si consideri il polinomio omogeneo (nonnullo in quanto f e g sono
irriducibili e distinti)

s(@,y,2) = 20 Bo(a g ) — 22990 f(a,y, 2)
costruito in maniera che
s(z,0,1) = Bg(x,0,1) — 2™ "af(x,0,1)
abbia grado in x strettamente minore di m e che

[p(F, V(S)) (U:i) Ip(F, V(Zdegf+m7ng) (g) Ip(F, V(Zdengrmfn)) + Ip(F, G) (ii)
R
Ripetendo questo processo un numero finito di volte ci si riconduce al caso n = 0,
provando quindi 'unicita.
Per provare Pesistenza definiamo I,(F, G) come segue ¢ mostriamo che sod-
disfa le condizioni (i)-(vi).

- Se p appartiene ad una componente comune di F e G, I,(F,G) = oo
-Sep¢ FNG, I,(F,G)=0

- Se p appartiene a F' N G e non appartiene a nessuna componente co-
mune di F' e G allora si rimuovono da F e G le componenti comuni e
si scelgono coordinate proiettive tali che siano soddisfatte le condizioni
(a) e (b). Siano, nelle nuove coordinate, p = [a,b,c] e f,g i polinomi
omogenei che definiscono rispettivamente F' e G. Posto f = Ch Ty ©
9= 3reB7g) St definisce I,(F, G) il pitt grande intero k tale che (by—cz)*
divida Res(f, g, ).

Abbiamo che:

(i) ¢ soddisfatta in quanto se p ¢ F'NG o p ¢ in una componente comune
aF e, I,(F,G) = I,(G,F) per definizione; altrimenti Res(f,g,z) e

Res(g, f,x) sono determinanti di matrici aventi le stesse righe in diverso
ordine e quindi Res(f,g,z) = +Res(g, f,x).



(ii) se p appartiene a una componente comune di F' e G, I,(F,G) = oo per
definizione. Se p ¢ F NG si ha I,(F,G) = 0 mentre se p € FNG e p non
appartiene ad una componente comune alle due curve, Res( f ,g,x) non &
identicamente nullo e quindi la massima potenza di (by — cz) che lo divide
esiste ed € un intero non negativo.

(ili) se p=[a,b,c] ¢ FNG, I,(F,G) = 0 per definizione. Se p € FNG allora o
p giace in una componente comune a F e G e I,(F,G) = oo o p non appar-
tiene a nessuna componente comune di F' e G. Nel secondo caso f (z,b,¢)
e g(x,b,c) hanno una radice comune a, ovvero Res(f(x, b,c),g(x,b,c)) =
0. Dato che le coordinate proiettive scelte soddisfano (a), per il Teore-
ma 2.4 si ha che Res(f,§,2)(b,c) = Res(f(z,b,c),j(z,b,c)) = 0, cioe
Res(f,§,z)(y,z) si annulla in (b,c). Dato che f e § sono coprimi, dal
Teorema 2.5 segue che Res(f,g,x)(y,z) & omogeneo di grado positivo e
quindi divisibile per bz — ¢y, da cui segue I,(F,G) > 0.

(iv) Per il Teorema 2.5 il risultante di due polinomi lineari non associati (che
non si dividono a vicenda) ha grado 1. Per (iii), nell’'unico punto di
intersezione p si ha I,(F, G) > 0 che forza I,(F,G) = 1.

(v) dalla definizione segue che I,(F, G) = 0se esolose I,,(F1,G) = I,(F2,G) =
0 e che I,(F,G) = oo se e solo se I,(F1,G) = 00 o I,(F3,G) = oo. Nel
terzo caso dal Teorema 2.6 segue che il massimo k intero tale che (bz—cy)*
divida Res(f, g, ) ¢ la somma dei massimi k, e ky interi tali che (bz—cy)*
divida Res(f1,§,x) e che (bz — cy)*> divida Res(fa, §,z).

(vi) I,(F,G) = oo se e solo se I,(F,G) = oo in quanto i fattori comuni di
f e fr+ g sono gli stessi di f e g. Analogamente si ha che FNE =
G N E. Nel terzo caso ¢ sufficiente osservare che la matrice di Sylvester
(a;;) associata a f e fr+ g si ottiene a partire da combinazioni lineari delle
righe della matrice di Sylvester (b;;) associata a f e g. Infatti posto r =
ro(y,2) + 11y, 2)x+ -+ rp_m(y,z)z™ ™ si ha che per ognii =1,...,m

- i

il coefficiente del termine di grado i di fr & dato da Y fi(y, 2)ri—k(y, 2)
k=0

e che quindi

bi; sei<m
Q;; = ion )
J bij + Z ri—n—kbkj sev>m

k=i—m
Ne segue che i due risultanti sono uguali

Questo conclude la dimostrazione. O

Osservazione. Se un punto nello spazio affine (a, b) € C? annulla due polinomi
coprimi f(z,y) e g(z,y), allora Res(f,g,y)(a) =0 e Res(f,g,x)(b) = 0 (dove
Res(f,g,-) ha grado positivo, a meno che f o g non siano polinomi in una sola
variabile). Da questo segue facilmente che I'intersezione V(f) NV (g) C C? &
finita ! . Dato che possiamo ricoprire P? con due immersioni di C? distinte,

1In particolare, i punti sono in numero minore o uguale al prodotto dei gradi dei due
polinomi. Questo risultato & noto come forma debole del Teorema di Bézout



Figura 2.1: Esempi di intersezioni con diverse molteplicita: la conica F =
V(22 +4y? — 22) interseca la circoferenza unitaria C' in due punti, entrambi con
molteplicita 2; G = V(522 + 62y + 5y? + 6yz — 522) interseca C' ancora in due
punti, ma di molteplicita rispettivamente 3 e 1; per H = V (422 +y% +6x2+222)
si ha che C'N H & composta da un solo punto, di molteplicita 4.

restringendo le curve alle immersioni si prova che anche l'intersezione di due
curve algebriche proiettive senza componenti comuni € finita. Questo implica che
una qualunque scelta di coordinate proiettive soddisfa (a) e (b) con probabilita
1.

Teorema 2.8 (Teorema di Bézout). Due curve proiettive F e G di grado ri-
spettivamente n e m in P? senza componenti comuni hanno esattamente nm
intersezioni contate con le rispettive molteplicita, ovvero

Z I,(C,D) =mn

peCND

Dimostrazione. Si scelgano coordinate proiettive soddisfacenti le condizioni (a)
e (b) del Teorema 2.7, e siano f e g € C[z,y, z] i polinomi omogenei che defini-
scono le curve F' e G in queste coordinate. Per i Teoremi 2.4 e 2.5 Res(f,g,x)
€ un polinomio omogeneo di grado nm in due variabili, e quindi puo essere fat-
torizzato come prodotto di nm fattori lineari, ovvero per ¢ = 1,...,k esistono
bi,c; € C,e; e N\ {0} talichee; +---+ ey =nme

k

Res(f,g,x)(y,z) = H(blz - Ciy>ei

i=1

dove (b;, ¢;) non & un multiplo scalare di (bj,¢;) quando ¢ # j.
Analogamente al Teorema 2.7 per ogni (b, c¢) € C?\ {0}, (bz —cy) ¢ un fatto-
re di Res(f,g,x) se e solo se 0 = Res(f,g,z)(b,c) = Res(f(z,b,c),g(x,b,c),x)

10



ovvero se e solo se 3 a € C tale che f(a,b,c) = g(a,b,c) = 0, ovvero se e solo se
3 a € C tale che [a,b,¢] € FNG. Ora, se esistessero [, 3,7], [a,b,c] € FNG
distinti tali che (8z — yy) sia un multiplo scalare di (bz — cy), [, 8,7],[a, b, c] e
[1,0,0] apparterrebbero tutti alla retta proiettiva definita da bz = cy, contrad-
dicendo (b). Ne segue che per ogni fattore (b;z — ¢;y) esiste un unico a; tale che
[ai, b, c;] € F NG, ovvero esistono unici aq,...,a; € C tali che

FNG = {lai,bi,c][l <i <k}

La tesi segue dal fatto che in queste ipotesi I,,(F,G) =¢; Vi=1,...,k, O

[1,0,0]

pa 1

x=0

[0,b4,c4] [0,b3,¢c3] [0,b1,c1] = [0, bz, c2]

Figura 2.2: Rappresentazione dell’esempio 2.9

Esempio 2.9. L’ipotesi (b) nel teorema 2.7 non & esplicitamente necessaria
per soddisfare (i)-(vi), ma serve a garantire la corrispondenza univoca tra pun-
ti nell’intersezione e fattori del risultante. Si considerino, ad esempio, le due
coniche F' = V(f) e G = V(g) nella figura 2.2. L’intersezione F N G & compo-
sta dai 4 punti p1, p2, p3, p4 € per quanto appena dimostrato ci aspettiamo che
I,,(F,G) =1V i. Posto p; = [a;, b;, ¢;], dato che p1,ps e [1,0,0] giacciono sulla
stessa retta proiettiva, si ha che i due corrispondenti fattori di Res(f, g, x)(y, 2),
(c1y — b12) e (coy — baz), sono uno multiplo scalare dell’altro. A causa di que-
sto, fattorizzando Res(f, g, ) per determinare le molteplicita d’intersezione, si
ottiene I, (F,G) = I,,,(F,G) = 2, che & assurdo.

Una semplice e celebre applicazione del Teorema di Bézout ¢ la seguente:

Teorema 2.10 (Esagono mistico di Pascal). Le coppie di lati opposti di un
esagono iscritto in una comica irriducibile in P? si intersecano in tre punti
allineati.
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Dimostrazione. Sia h il polinomio che definisce la conica irriducibile H in cui
¢ iscritto ’esagono e siano Iy,...,lg i polinomi lineari che definiscono i lati
dell’esagono. Siano F' e G le curve definite rispettivamente da f = [1l3l5 e
g = lalalg, e si consideri un punto [a, b, c] € H\ (FNG). Ora, posto A = g(a, b, c)
e u= f(a,b,c) se si considera la curva C' definita dal polinomio

Af— g

si ha che C interseca H nei 6 punti di FNG (in cui f e g valgono 0) e in [a, b, (]
(in cui Af = pg). Per il Teorema di Bézout, dato che C' N H contiene pitt punti
del prodotto dei loro gradi, C' e H hanno una componente comune che, essendo
H irriducbile, ¢ H stessa . Possiamo quindi scrivere scrivere

Af —ng=rh

per r € C[z, y, z] omogeneo lineare. Adesso ¢ sufficiente osservare che se [u, v, w] €
F NG, allora si deve avere h(u,v,w) = 0 oppure r(u,v,w) = 0, ovvero i 3 punti
che costituiscono l'intesezione tra le triplette di lati non contigui dell’esagono
giacciono tutti sulla stessa retta proiettiva. O

Figura 2.3: Esagono mistico di Pascal inscritto in H, definito dalle rette
Ly,...,Lg

Il teorema vale anche in casi ”degeneri”: non ¢ infatti necessario ai fini della
dimostrazione che i lati dell’esagono connettano punti consecutivi sulla conica.
Possiamo costruire, invece di un esagono, una spezzata chiusa per 6 punti della
conica e la dimostrazione rimane valida senza alcuna modifica, a patto di consi-
derare come opposte le opportune coppie di rette. Con dei piccoli accorgimenti
si puo mostrare che il risultato continua a valere facendo coincidere due vertici
adiacenti dell’esagono, considerando la tangente alla conica cosi ottenuta come
un lato dell’esagono.
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Capitolo 3

Cubiche e punti di flesso

Definizione 3.1. Sia F' una curva algebrica proiettiva definita dal polinomio
f € Clz,y,2]. Un punto non singolare [a,b,c] € F si dice essere un punto di
flesso di F' quando

Hs(a,b,c) =0

dove H ¢ indica il determinante Hessiano della funzione (z,y, 2) — f(z,y, 2)

Se f & un polinomio omogeneo, sono omogenee anche le sue derivate; in
particolare, per d = degf, Hy € omogeneo di grado 3(d —2). Se F & la curva
algebrica definita da f, i punti di flesso di F' corrispondono ai punti non singolari
di FNV(Hs). Questa caratterizzazione garantisce per curve nonsingolari di
grado d > 3 l’esistenza di almeno un punto di flesso e per curve di grado d > 2
che i punti di flesso siano al piu 3d(d — 2).

Vogliamo mostrare che la retta tangente ad una curva per un punto di flesso
interseca la curva con molteplicita almeno 3. Per fare cio abbiamo bisogno di
due lemmi particolarmente tecnici:

Lemma 3.2. Se f € C[z,y, z] & un polinomio omogeneo di grado d > 1,

o1 o o
0x2  Oz,y Oz

Ll I ) (3.1)

dy,x 0y 0
5 9 ’
oo Go)

dxr Oy —1

227'[f =(d— 1)2

Dimostrazione. Si sommi la prima riga moltiplicata per = e la seconda mol-
tlphcata per y alla terza moltiplicata per z e si sfrutti la relazione di Eulero
xaz + yajyc + zaf = df. La tesi segue ripetendo il processo sulle colonne. O

Lemma 3.3. Siano f, g € Clz,y, 2] con degg = 1. Posto g = ax + By + 7z, se
a#0, Res(f,g,x) = a®e9f f(— B2y 2)

e
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Dimostrazione. Per induzione su d = degf. Si ponga f = ag(y,2z) + - -+
aq(y, z)x?. Se d = 1 si ha che

R

= aanly,2) ~ (By + )y, 2) = af (- L o)

Sia d > 1. Sviluppando il determinante sull’ultima colonna si ha che

aO(yaz> al(yvz) ad%(@/,Z) aq(y, 2)
By + vz a
Res(f,g,x) = =
By + vz a
By + vz a
By+vz «
= (-1)%aq(y, z) S +
. N
By + vz
ao(y,z) ai(y, 2) aq—1(y, 2)
By + vz a
+ o .
By + vz a

Applicando I'ipotesi induttiva a ag(y, z) + - - - + aq_1(y, 2)2?~! si trova che

Res(f,g,7) = aq(y, 2)(By + v2)*+
)(_@)dil) = adf(_ﬁy —ia_ ,yzvya Z)

+ ad(G’O(ya Z) +e adfl(yv z
O

Proposizione 3.4. Se F € una curva algebrica proiettiva, p un punto di flesso
per F' e L la retta tangente a F'in p, I,(F,L) > 3

Dimostrazione. Si scelgano delle coordinate proiettive tali che p = [0,0,1] e le
ipotesi (a) e (b) del teorema 2.7 siano soddisfatte. Siano f € Clz,y,z] e, 8,7y €
C tali che in queste coordinate si abbia F' = V(f) e L = V(ax+ Sy+yz). Poiche
da [0,0,1] € L segue subito v = 0 e p & un punto nonsingolare, si deve avere
(a, B) # (0,0).

Se o # 0, in un intorno di [0,0, 1] possiamo parametrizzare L come I'(y) =
(—gy, y,1) al variare di y € C. Considerando lo sviluppo di Taylor di f(T'(y))
in y = 0 otteniamo

FT() = FD(0) + [GHT0)3 = T O)aly+
102 o? 0 ,
35 O 2L ©)as+ ZL TN +0)



Dalla definizione di retta tangente sia ha a = %(070’ 1)e B = g—i(o, 0,1), ov-
vero il coefficiente di y nello sviluppo € nullo. Per il lemma 3.2, il coefficiente di
y? corrisponde a 22H¢(0,0,1) ed & quindi nullo a sua volta.

Per quanto appena visto f(I'(y)) ha uno zero di molteplicita 3 in y = 0, ovvero y3
divide f(fgy, y,1). Omogeneizzando in z si ottiene che y* divide f(fgy, Y, 2),
che per il lemma 3.3 divide il risultante, provando la tesi.

Se a = 0 poiche p & nonsingolare si deve avere 3 # 0; in questo caso la dimostra-
zione € analoga scambiando il ruolo assunto da z e y sia nella parametrizzazione
che nel calcolo del risultante. O

Nel caso in cui p non sia un flesso abbiamo comunque provato

Corollario 3.5. Se F' & una curva algebrica proiettiva e L la retta tangente a
Finp, I,(F,L) > 2

Fascio di Hesse

11 fascio di Hesse ¢ definito come la famiglia di cubiche nel piano proiettivo P2
definite da
Eyx=V(@® 4+ + 2% + dayz)

al variare del parametro A € P! (ovvero con En, = V(zyz))
Dato che la famiglia & generata dalla cubica 22 4+ 3% + 2 e dal suo determinante
Hessiano 216xyz, 1 9 punti di flesso di Ey (e indica una radice terza dell’unita)

bo = (07 17 _1) p1 = (07 176) p2 = (Ou 1752)
b3 = (170? 71) P4 = (1?05 762) Ps = (1707 76)
be = (17 _150) Pe = (17 _670) P8 = (17 _627())

appartengono ad ogni cubica della famiglia. In particolare, dato che H ¢
uguale per ogni A # oo e che una cubica ha al piu 9 punti di flesso, pg,...,ps
sono tutti e soli i punti di flesso di ogni cubica nonsingolare nel fascio.

I valori di A per cui E) contiene delle singolarita si trovano direttamente:
per A = 0o, V(zyz) & evidentemente singolare; per A # 0, se [z, Yo, 20] € un
punto singolare soddisfa

322 + A\yozo = 0
3y§ + Axozg =0
32’8 + )\l‘oyo =0

dove possiamo supporre zo = 1 (se zp = 0 si ha g = yo = 29 = 0)

322+ Ayo =0
3ya + Azg =0
3+/\on0 =0

da cui 3z3 + Azoyo = 0 = 23 = 1 = x9 = €* per k = 0,1,2. Esplicitando
1o nella terza equazione e sostituendo nella seconda si ha 3,\29W + A =0 da
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cui A* = —27, ovvero A € {—3, -3¢, —3¢2}. In questi casi si pud esplicitamente
fattorizzare (23 + y® + 23) + Aryz ottenendo rispettivamente

xyz=0 (A=00)
(z+y+2)(zt+ey+e2)(z+ytez)=0 (A= -3) (3.2)
(z+Ely+)(rtytex)(zt+ey+2)=0 (A= —3¢) .
(z+ey+e)(z+y+2)(xz+y+ez)=0 (A= —3¢%)

Possiamio direttamente provare che:

— Ognuna di queste terne di rette &€ una cubica del fascio e quindi contiene
tutti i punti pg, ..., ps.

— Ognuno dei 9 punti giace esattamente su quattro rette, e ogni retta con-
tiene esattamente 3 punti.

— Per ogni coppia di punti di flesso p;,p;, la retta passante per i due punti
¢ descritta in (3.2) e quindi passa per un terzo punto di flesso py.

Questa configurazione di 9 punti e 12 rette & detta configurazione di Hesse.
Il seguente risultato permette di estendere le osservazioni appena fatte a
tutte le cubiche nonsingolari.

Teorema 3.6. Ogni cubica piana nonsingolare ¢ equivalente per trasformazione
proiettiva ad una curva della forma

B4+ 2+ ayz=0
ovvero ammette una forma canonica di Hesse.

Dimostrazione. Sia E una cubica nonsingolare in P2, p e ¢ due punti di flesso per
E'. Sia r I'intersezione tra le tangenti a F in p e ¢. Si scelgano delle coordinate
proiettive tali che p = [1,0,0],¢ = [0,1,0],r = [0,0, 1], in modo da avere che le
rette tangenti a F in [1,0,0] e in [0, 1, 0] siano rispettivamente definite da y = 0
ex = 0. Sia f(z,y, 2) il polinomio che definisce F in queste coordinate. Poiche
la tangente per un flesso interseca F con molteplicita almeno 3, 'intersezione &
unica. Possiamo quindi imporre che il sistema

z=0
f(x,y,z):O

ammetta un’unica soluzione, ottenendo che f(0,y, z) = (ay + Bz)% per un qual-
che a, 8 € C. Valutando in [0, 1, 0] otteniamo a = 0, ovvero che per un qualche
g1 polinomio di secondo grado si abbia

flz,y,2) = B*2* +ygi (2,9, 2)

Analogamente con la tangenza a y = 0 in [1,0,0] si prova che g1 = zg2(z, vy, 2)
per un qualche g polinomio lineare.

1Una cubica nonsingolare non puo avere un solo punto di flesso. Portandoci in coordinate
in cui la tangente di flesso ¢ descritta da z = 0 si pud mostrare che se E e la curva descritta
dalla sua Hessiana si incontrano in un solo punto con molteplicita 9 allora £ ammette almeno
un punto singolare
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Abbiamo provato quindi che in queste coordinate F & definita da un polimomio
della forma
f(z,y,2) = zy(az + by + cz) + dz*

per qualche a,b,c,d € C.

Per ¢ = 0 si ha che ab # 0, altrimenti £ ammette almeno una singolarita.
In questo caso xy(az + by) & un polinomio omogeneo di terzo grado in due
indeterminate privo di radici multiple. Dato che le tre radici sono in posizione
generale? in P!, possiamo trovare una trasfomazione proiettiva ¢ che mappi le
radici di zy(az + by) nelle radici di 2 + y3 [5]. Aplicando ¢ alle prime due
componenti e riscalando la terza opportunamente otteniamo la tesi.
Supponiamo allora ¢ # 0. Possiamo riscalare la terza coordinata per ottenere
¢ = 3. In questo caso, indicando con ¢ una radice terza dell’unita, possiamo
definire delle nuove coordinate ponendo

ar + z = eu + v by + 2z =€eu+ev
da cui otteniamo
abf(z,y,2) = (eu + v — 2)(2u + ev — 2)(—u — v + 2) + dz° =
= —u® +0® 4+ (d+1)2° — 3uvz

Dato che E ¢ nonsingolare, possiamo supporre d # —1. Riscalando nuovamente
I'ultima coordinata otteniamo la tesi. O

Abbiamo quindi ottenuto direttamente i seguenti risultati:
Corollario 3.7. Ogni cubica nonsingolare ha esattamente 9 punti di flesso.

Corollario 3.8. Una retta per due punti di flesso di una cubica nonsingolare
interseca la cubica in un terzo punto di flesso

2¢ punti in uno spazio di dimensione proiettiva n sono in posizione generale se n 4 1 tra
essi, comunque scelti, sono linearmente indipendenti
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