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Sviluppo in frazwne continua di un numero reale
Ridotte di una frazione continua e

Teorema d

Ponendo o = &, definiamo a3 = |/, la parte intera di «. Percio si ha che
a=a+n.

Se n #0, allora il resto r; & compreso fra 0 e 1 (esclusi), cioé sara del tipo
r = al/ con a5, > 1; quindi, definendo a, = | a5 |, possiamo scrivere
2

/
aH=a+n.

In generale se rj_1 # 0, allora r; = l, con a: > 1; ponendo dunque
l
a; = |a;], per r; = a; — a; # 0 prenderemo aj,; = -~ , in modo da
i 1
scrivere a; nella forma
, 1
aj=ai+ ;—
i1
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Sviluppo in frazione continua di un numer
Ridotte di una frazione continua e

Nur
Teorema di

Quindi lo sviluppo di « in frazione continua sara:
1 :
a=a+———7—, ai>1 Vi>1
2t
a + —

che denotiamo anche

o = [317327337~ . ] - [317327337"‘7aiaa;+1] )

dove gli a; sono detti quozienti parziali e ai, ; = [ajy1,3i12,3i43,. .-

detto quoziente completo dello sviluppo di .
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Ridotte di una frazione continua e proprieta

Definizione

Sia [al, a,as,...,aj, af-H] lo sviluppo di o € R. Si definisce ridotta o
convergente i-sima ad « la frazione

_ P

¢ =— =|a1,a2,a3,...,a] , Vi>1l
qi
Ovvero si avranno:
1
aa=a, C=a+—, C3:f91+71 )

a
2 a+ —
as
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Ridotte di una frazione continua e proprieta

Teorema

| numeratori p; e i denominatori q; delle ridotte c; della frazione continua
la1, a2, a3,. .., a;,a),,], soddisfano le uguaglianze

pi=aipi-1+pi2, GG=aqg-1+q-2 (Vix>1), (1)
dove abbiamo posto come valori inziali
p-1=0, p=1, g.1=1, g=0.
Se pj e q; soddisfano la (1), allora ¥/i > 0 vale
pi i1 — pi1qi = (—1)".

Inoltre numeratori e denominatori di ciascuna convergente sono ridotti ai
minimi termini.
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Ridotte di una frazione continua e proprieta

Osservazione

Possiamo scrivere o anche con la seguente notazione, che segue per
induzione usando il Teorema precedente:

_ a§+1 pi + pi—1
a§+1 qi + gi—1

Teorema

Sia « irrazionale e siano % e g’:—ii due sue ridotte consecutive. Allora
1 1

Y i > 2 vale la relazione

1
2 git1°

<|a-2
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Utilizzando lo sviluppo in frazione continua, calcoliamo la radice positiva
dell'equazione x> = x + 1 :

1 1
x=14+—, x=1+—-
X

14 =
X

Troviamo, cosi, lo sviluppo in frazione continua del

541 1
:\f; s :
1+ ——

b

=[1,1,1,...] =[1]

Nadia Ricchetti



t

a e pr ets
Numero aureo

ema di Hurwitz

- FR=1=F
= Fi=F_1+Fi2, VYi>2.
5

&5 F &b &dg

13 21 34 55 89 144
8 137" 217 347 b5 89 "

1 235 8
5’ - - - - - -
due numeri di Fibonacci consecutivi!

Le ridotte di ¢ sono: Te 13 9 %
Ogni convergente ¢ il rapporto di
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iluppo in frazione continua di un numero reale
Ridotte di una frazione continua e proprieta
Numero aureo

Teorema di Hurwitz




Numero aureo

Definizione

Due numeri « e (3 si dicono equivalenti (o = [3) se
3 a,b,c,d € Z tali che

af+b
a—m, con ad—bc-:l:l

Teorema

Due numeri o e 3 sono equivalenti se e solo se

o = [31,32,. ..,a,,,gl,gz,...] e ﬂ = [bl,b2,. ..,bm,gl,gz,.. .],

cioé se i quozienti di o dopo I'n-simo coincidono con quelli di 3 dopo
I’'m-simo.
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Teorema di Hurwitz

Teorema di Hurwitz (1891)

Ogni irrazionale o« ha una infinita di approssimazioni razionali g che
soddisfano la disuguaglianza

p)< 1
o— = —
V5 g2

q
Il numero /5 & il migliore possibile: I'affermazione sarebbe falsa se a \/5 si
sostituisse un qualsiasi numero maggiore.
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Teorema di Hurwitz

Teorema

V5-1

Se a é diverso da £ = Y= (o un suo equivalente), allora ammette infinite
approssimazioni razionali g che soddisfano la disuguaglianza

-8 <5
Pl L
al  2v2¢?
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Ridotte di una frazione continua e proprieta

Nurr
Teorema

) W &
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