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Introduzione

Quartiche di Clebsch: f ∈ C[x0, x1, x2]4 t.c.
f =

∑4
i=0(αi0x0 + αi1x1 + αi2x2)

4 o limiti di questi

Teorema di Clebsch: v4(P2) è 5-difettiva

Conseguenza: f è una quartica di Clebsch se e solo se
∃g ∈ C[∂0, ∂1, ∂2]2 t.c. g · f = 0



Morfismo di Veronese

n, d ∈ N fissati, si dice Morfismo di Veronese di grado d
(Pn = P(Cn+1)):

vd : Pn −→ PN

[l0, . . . , ln] 7−→ [. . . ,
∏n

i=0 l
αi
i , . . .]

α0 + · · ·+ αn = d , N =
(n+d

d

)
− 1

E’ possibile descrivere vd come segue:

vd : Pn −→ P(C[x0, . . . , xn]d)
[l ] 7−→ [ld ]

dove l := l0x0 + · · ·+ lnxn



Morfismo di Veronese

Siamo interessati al caso n = 2,d = 4 ⇒ N = 14

v4 : P2 −→ P14

[l ] 7−→ [l4]

Definizione

v4(P2) è detta 4-immersione di Veronese

Problema: v4(P2) è una varietà algebrica?



Apolarità

Poniamo

R2 := C[x0, x1, x2]2 S2 := C[∂0, ∂1, ∂2]2

Sia f ∈ C[x0, x1, x2]4, la mappa

Cat2,2(f ) : S2 −→ R2

∂ 7−→ ∂ · f

è detta mappa cataletticante associata ad f

Cat2,2(f ) è lineare

dimR2 = dimS2 =
(2+2

2

)
= 6

la matrice associata a Cat2,2(f ) è una matrice 6× 6 ed è detta
matrice cataletticante



Apolarità

Proposizione

∀f ∈ C[x0, x1, x2]4, f ∈ v4(P2) ⇐⇒ rank(Cat2,2(f )) = 1

Corollario

v4(P2) è una varietà algebrica.



Varietà secanti

Definizione

Sia X ⊆ PN una varietà proiettiva

• Prima varietà secante: σ1(X ) := X

•Varietà 2-secante di X : σ2(X ) :=
⋃

p,q∈X < p, q >

•Varietà k-secante di X : σk(X ) :=
⋃

p1,...,pk∈X < p1, . . . , pk >

Definizione

f ∈ C[x0, x1, x2]4 è detta Quartica di Clebsch se f ∈ σ5(v4(P2))



Dimensione della varietà k-secante

Sia X ⊆ PN una varietà proiettiva, σk(X ) può essere descritta da

k · dim(X ) + (k − 1) parametri:

dimensione attesa (σk(X )) = min{k · dim(X ) + (k − 1),N}

Vale il seguente

Teorema

dim(σk(X )) ≤ dimensione attesa (σk(X ))

Definizione

X è detta k-difettiva se dim(σk(X )) < dimensione attesa (σk(X ))



Il Teorema di Clebsch

Teorema di Clebsch (1861)

v4(P2) è 5-difettiva.

dim(σ5(v4(P2))) = 13 < 5 · dim(v4(P2))︸ ︷︷ ︸
=2

+4 = 14

In particolare:

σ5(v4(P2)) = {f ∈ C[x0, x1, x2]4 | det(Cat2,2(f )) = 0}

(lavagna)



Conseguenza del Teorema di Clebsch

f ∈ σ5(v4(P2)) ⇐⇒ det(Cat2,2(f )) = 0 ⇐⇒ Ker(Cat2,2(f )) ̸= {0}

Sia f ∈ σ5(v4(P2)) t.c. f =
∑4

i=0 l
4
i

li = αi0x0 + αi1x1 + αi2x2 ←→ Ai = [αi0 , αi1 , αi2 ] ∈ P2

Sia
∑2

i ,j=0 aijxixj una conica passante per A0, . . . ,A4, definisco

C :=
∑2

i ,j=0 aij∂i∂j ∈ S2 = C[∂0, ∂1, ∂2]2

Proposizione

C · f = 0 cioè C ∈ Ker(Cat2,2(f ))


