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Introduzione

L’obiettivo di questa tesi € descrivere le rappresentazioni irriducibili del gruppo
lineare GL(V') per generici spazi vettoriali di dimensione finita sul campo dei
complessi. Si cercheranno tali rappresentazioni in sottospazi di potenze tensoriali
di V caratterizzate da particolari condizioni di simmetria, e per questo motivo
si studieranno prima le rappresentazioni irriducibili dei gruppi simmetrici per
poi mostrare quanto e come queste siano legate a quelle del gruppo lineare.
Verra introdotta la teoria dei caratteri che si rivelera un ottimo strumento per
lo studio almeno della prima parte e si daranno cenni sulle algebre di gruppi,
utili per le ultime conclusioni. Prerequisiti necessari alla comprensione sono il
concetto di gruppo e di omomorfismo ed una modesta familiarita con spazi
vettoriali, applicazioni lineari e prodotti tensoriali.



Capitolo 1

Rappresentazioni di gruppi

1.1 Definizioni

Definizione 1.1. Una rappresentazione di un gruppo G su un K-spazio vetto-
riale V' & un omomorfismo di gruppi p: G — GL(V,K)

Il grado della rappresentazione e per definizione la dimensione dello spazio e
si parlera di rappresentazione fedele se ’'omomorfismo p € iniettivo. Spesso con il
termine rappresentazione piuttosto che all’omomorfismo si fara riferimento allo
spazio vettoriale V', che dotato di tale struttura potra anche essere chiamato
G-modulo. Come ultima convenzione, in virtu del fatto che ’omomorfismo in-
duce un’azione del gruppo sullo spazio, p(g)(v) sara spesso abbreviato con gv.
Verranno trattati unicamente spazi vettoriali finitamente generati sul campo dei
complessi e si omettera di specificarlo ogni volta.

Definizione 1.2. Una sottorappresentazione della rappresentazione V & un
sottospazio vettoriale W di V' G-invariante, ovvero che viene mandato in se
stesso dall’azione di G. Se V' mnon ammette sottorappresentazioni non banali,
allora si dice irriducibile.

Definizione 1.3. Dati due G-moduli V' e W, un’applicazione ¢ € Hom(V, W)
st dice G-lineare se commuta con l’azione del gruppo, ovvero se

VgeG,veV go(v) = ¢(gv)

1l sottospazio vettoriale di Hom(V, W) formato da tutte le applicazioni G-lineari
st denota con Homeg(V, W).

Due rappresentazioni V, W con le varie operazioni di somma diretta, prodot-
to tensoriale ecc., inducono altre rappresentazioni in cui I’azione del gruppo viene

definita conformemente: ad esempio g(v ® w) def gv @ gw e g(vRw) def JquRgu.
Anche il duale V* eredita una struttura di G-modulo tramite I’omomorfismo

(1.4) p*(9) € Tp(g7Y)



che conserva la relazione duale (gv*) (gv) =¥ (v) Adesso grazie all’isomorfismo
Hom(V, W) = V*®W possiamo ricavare anche la rappresentazione Hom(V, W)
per la quale, Vo eHom(V, W), veV, geG

(1.5) (9¢) (v) = g (97 1v)
da cui si ricava facilmente
(1.6) Homg (V, W) = {¢ e Hom(V,W)| gp = ¢ VgeG}

Un gruppo G puo essere esteso all’algebra C[G] definita come lo spazio vet-
toriale complesso di base {e,|g € G}, che chiameremo canonica, ¢ dotato di

un’operazione interna di moltiplicazione per la quale e, - e, & egn. Si definisce
questa nuova struttura come 1’algebra (complessa) del gruppo G. Con un legge-
ro abuso si puo sostituire la notazione ‘e,’ degli elementi della base con ‘g’ in
modo da esplicitare il prestito dell’operazione dalla moltiplicazione del gruppo.
Un generico elemento u € C[G] si scrive in modo unico come u = Z (g)g e

geG
dunque individua univocamente un’applicazione %: G — C; nel caso di gruppi
)

finiti I’associazione u «— w4 definisce un isomorfismo di algebre.
Per ogni gruppo G esiste 'omomorfismo p: G — GL ((C[G]) definito per molti-

plicazione destra p(g)(u) & gu. C[G] & dunque un G-modulo, e viene definito
come la rappresentazione regolare di G, che non & altro che una particolare rap-
presentazione di permutazione nel senso che ogni elemento del gruppo induce
un riordinamento degli elementi della base dello spazio vettoriale.

Una rappresentazione p: G — GL(V') del gruppo G si estende per linearita alla
rappresentazione p: C[G] — End(V') dell’algebra C[G], e vale la seguente

Proposizione 1.7 ([BBG], p. 872). Data una rappresentazione p: G — GL(V)
del gruppo G e la rappresentazione indotta p: C[G] — End(V) dell’algebra C[G],
sono equivalenti:

(a) p ¢ una rappresentazione irriducibile del gruppo G
(b) p & una rappresentazione irriducibile dell’algebra C[G]

La dimostrazione € banale e sfrutta il fatto che uno spazio invariante sotto
delle applicazioni lineari lo & anche rispetto a tutte le loro combinazioni.

1.2 Scomposizione di una rappresentazione

Lemma 1.8 (Schur. [FH], p. 7). Un’applicazione G-lineare ¢: V — W fra due
rappresentazioni irriducibili del gruppo G é un isomorfismo o é identicamente
nulla. Inoltre, se V.=W allora AN C tale che p = AL

Dimostrazione. Nucleo ed immagine di un’applicazione G-lineare sono sottorap-
presentazioni dei rispettivi spazi, quindi nel caso di ¢ corrispondono o a tutto



lo spazio o a quello nullo. Se poi V = W esistera almeno un autovalore A € C,
cioe tale che {0} C Ker(p — AI). La tesi segue dal fatto che ¢ — Al & ancora
G-lineare. O

Mediando ’azione di un gruppo finito G su un qualsiasi prodotto scalare
hermitiano di una sua rappresentazione V ne otteniamo un altro G-lineare;

inoltre, data una sottorappresentazione W e detta w: V' — W una proiezione,

1
ne otteniamo un’altra G-lineare ponendo v — — Z gﬂ(g_lv). Il nucleo della

Gl 7=
nuova proiezione € uno spazio ortogonale a W G-invariante, da cui segue
Teorema 1.9 (Semi-semplicita dei moduli di gruppi finiti). Una rappresentazio-

ne V di un gruppo finito G si scompone in modo unico in sottorappresentazioni
irriducibili V = VM @. . .@VE™ dove 3, n? = dim(Endg(V)).

Dimostrazione. L’unicita della scomposizione deriva dal fatto che I'intersezione
di due sottorappresentazioni ¢ ancora G-invariante, mentre il secondo punto
dal fatto che le applicazioni G-lineari sono tutte e sole quelle che mandano un
vettore di V; in un suo multiplo in un’altra copia di V;. O

Dalla dimostrazione si conclude che se V = Vl@”1 ®.. .@V,fB"’“ allora
k
(1.10) Endg (V) =2 @M(n;, C)

=1

Corollario 1.11 ([FH], p. 17). Sia V una rappresentazione irriducibile del
gruppo finito G, allora il numero di copie di V che compaiono in un’altra
rappresentazione W ¢é pari a dim (Homg(V,W)).

1.3 Caratteri

Definizione 1.12. [ carattere della rappresentazione V' del gruppo G ¢é ap-

licazione -G C
p Xv g :tr(g)

Valgono le seguenti proprieta per i caratteri:

(1.13) Loxy (1) =dim (V) 2. Xyew =Xy + Xw
3. Xy« =Xv 4. Xvew =Xv Xw

Dal momento che la traccia e invariante per similitudine i caratteri sono costanti
sulle classi di coniugio, ovvero appartengono all’algebra delle funzioni

(1.14) Celass|G] def {a costanti sulle classi di coniugio} & (e | g€ G/~)

dove G/ ~ & un insieme di rappresentanti delle classi di coniugio. Nel caso di
gruppi finiti, su quest’algebra si definisce il seguente prodotto scalare hermitiano

(1.15) (0, 8) & ﬁ S a(@)(9)

geG



rispetto al quale vale il seguente

Teorema 1.16 (Ortonormalita dei caratteri irriducibili. [FH], p. 16). I carat-
teri delle rappresentazioni irriducibili di un gruppo finito G sono ortonormali
rispetto a (1.15) e formano una base di Cclass][G].

Corollario 1.17. Il numero delle rappresentazioni irriducibili di un gruppo
finito € pari al numero delle sue classi di coniugio. Ogni rappresentazione é
determinata dal suo carattere, e questo ha norma unitaria se e solo se la rap-
presentazione € irriducibile. Inoltre, il numero di copie della rappresentazione
irriducibile V; che compaiono nella rappresentazione V' é pari a (Xv,xvi).

Dimostrazione. Per I'ortonormalita dei caratteri se V = V" @... @V

(1.13)
allora x, = n1Xy, T '+nkak € (XvaXv) =ni%+- -4t O

Lemma 1.18 ([Gf], p. 75). Se W; i=1...r sono tutte le rappresentazioni irri-
ducibili di G
C[G] =2 @End(W;) = @M(s;,C), dove s; = dim (W)
i=1 i=1
Dimostrazione. L’omomorfismo di gruppi ¢: G — €, GL(W;) si estende
g+ (p1(9)--pr(9))
all’omomorfismo di algebre @: C[G] — @ End(W;). La nuova applicazione &
i=1
ovviamente iniettiva, ed e suriettiva per motivi dimensionali. O



Capitolo 2

Rappresentazioni di S

Definizione 2.1. Una partizione di d € N ¢ una k-upla X = (A1, --,\) € N¥
tale che Ay > o> 2 ;>1 e > A\ =d.

Sulle partizioni di d si definisce una relazione d’ordine totale su criterio
lessicografico.
Il numero delle rappresentazioni irriducibili di un gruppo ¢ pari al numero delle
sue classi di coniugio che nel caso di S sono caratterizzate dal tipo ciclico. Esiste
quindi una corrispondenza biunivoca fra le partizioni di d e le rappresentazioni
irriducibili del gruppo simmetrico di d elementi, che verra trattata in questo
capitolo.

2.1 Tableaux di Young

Definizione 2.2. Data una partizione A = (A1, -+, A\i) di d, il tableau di Young
di A é il diagramma T, formato da k righe con A1, --,\g celle rispettivamente.

Dato un insieme A C {1,---,d}, diremo che o € Sy conserva A se o(A) = A.
Numerando le celle di un tableau T con i naturali da 1 a d si definisce una
configurazione {T)}.

Definizione 2.3. Data una partizione A di d ed una sua configurazione {Ty}
st definiscono i sequenti sottogruppi di Sq:
RAE

def

Cr=

{0 € Sd| o conserva le righe di {TA}}

{7 € S4| 7 conserva le colonne di {T)}}

Si noti che per qualunque scelta di partizioni e configurazioni, Ry NCy = {1}.
Sebbene i due sottogruppi coinvolgano anche le configurazioni, a meno di iso-
morfismo la scelta di tali non influenza le rappresentazioni che vedremo essi
inducono e pertanto sara omessa nella notazione.



Lemma 2.4 ([We|, p. 122). Date A = (A1, -, i) e p = (p1, - upn) due parti-
zioni di d e due rispettive configurazioni {Tx} e {T},}, se A > p allora si verifica
una delle sequenti alternative:

(a) due elementi in una riga di {T\} stanno in una colonna di {T},}
(b) A\ = p e detta ™€ Sy la permutazione {T},} 5 {T\}, si ha che esistono
c€Ry) e TEC) tali che m = T0.

Dimostrazione. Se A1 > pq allora necessariamente due elementi nella prima
riga di {73} stanno in una stessa colonna di {7} }, altrimenti, se non accade
(a), si puo riordinare {Th} con una permutazione 71 € Cy per far coincidere
gli elementi della prima riga delle due configurazioni (a meno dell’ordine), ed
iterare troncando la prima riga da entrambe. Qualora non si verifichi mai (a),
necessariamente A = p e con 75 - - - 71 €Cy si passa da {Th} a {7},} a meno di un
riordinamento degli elementi di ogni riga della prima che puo essere ottenuto
con una o € Ry, da cui la voluta 7= {Th} = {T},} = o7 --- 71 {Th}. O

Corollario 2.5 ([We], p. 123). Sia A una partizione di d e 1 €Sq. Se T ¢CA\R
allora esistono due trasposizioni o € Ry e T € Cy tali che 7w = 7o

Corollario 2.6 ([We], p. 123). Siano A > p partizioni di d, allora per ogni
permutazione ™ € Sy esistono due trasposizioni o € Ry e 7' € C, tali che
7't =7o.

Definizione 2.7. Dato un tableau Ty (ed una configurazione {T\}), siano
ay= Z o e by= Za(r)r
OERA T7€CH
Si definisce il simmetrizzatore di Young della partizione A come c)=bya.-
¢x € un elemento di C[Sy] e pertanto puod essere scritto come

A= Z Ex(m)m dove é(m)=

{6(7’) se 30€Ry, TEC) t.e. T=T0
TESY

0 altrimenti

Da questo fatto si evince una poprieta importante:
(2.8) VmweSy é(mo) =A(m)VoeRy e A(rm) =e(T)éx(m) VT EC)
Sfruttando (2.5) e (2.6) si dimostrano facilmente

Lemma 2.9 ([We], p. 124). Sia u€C[Sy]. Se @ soddisfa (2.8) allora u é multiplo
di Ch-

Lemma 2.10 ([We], p. 124). Siano A > u partizioni di d e v € C[Sy]. Se ©
soddisfa

(2.11) VweSy O(ro) =d(r) VoeRN e o(r'm) =e(r)o(r) V' €C,

allora v = 0.



Teorema 2.12 ([We], p. 124). Per ogni partizione X di d esiste vy €C tale che
C)\C) = U)C).

Dimostrazione. Fissato u € C[Sy], sia w = byuay. Si vede facilmente che @
soddisfa (2.8) per ogni scelta di u, in particolare per u = axby per la quale
w = cxcx. La tesi segue dal Lemma (2.9). O

Analogamente si dimostra il seguente
Teorema 2.13 ([We], p. 124). Siano A > p due partizioni di d. Allora cxc,, = 0.

Ogni ¢, induce l'applicazione lineare %y : C[Sy] — C[S4].
U ucy

Definizione 2.14. Per ogni A partizione di d si definisce V), def Im%), C V&9,
Studiando la traccia dell’applicazione %) ([We], p. 125) si osserva

(2.15) dim () = &

Ux
Teorema 2.16 ([FH], p. 54). Per ogni A partizione di d

PN Sd — GL(V)\)

T pa(m): Va — Vi
=T

¢ una rappresentazione irriducibile di Sq. Inoltre se p # X\ é un’altra partizione
di d allora V,, 2 V.

Dimostrazione. py ¢ un omomorfismo ben definito, quindi lo spazio vettoriale
V) & una rappresentazione di Sy. Sia W C V), una sottorappresentazione, allora
per la Proposizione (1.7) px(u)(W) € W Vu e quindi, con ovvio significato
della notazione, C[Sy]W C W. D’altra parte

2.12)

oW Ce\Vy = CA(C[Sd]C)\ ( (C[C)\]

per cui cxW = Cley] oppure ¢yW = {0}. Nel primo caso ¢y € W per cui W =V},
mentre nel secondo W - W = {0} quindi W = {0} e questo prova che ogni V) &
irriducibile.

Sia ora p # A un’altra partizione di d ed assumiamo senza perdita di generalita
A > . Sia ¢: V,, — V) un’applicazione qualsiasi:

@(ﬁu(cu)(vu)) = ‘P(C[Cu]) mentre ﬁA(Cu)(@(Vu)) = exepp(Vi)

e cio prova che ¢ non puo essere un S,-isomorfismo lineare. O

(213)

Teorema 2.17 (Caratterizzazione delle rappresentazioni di Sy). Le rappresen-
tazioni irriducibili di Sq sono del tipo Vy con A\ partizione di d.



Capitolo 3

Rappresentazioni di GL(V)

Il gruppo simmetrico Sy agisce da destra su V®¢ permutando i vettori dei tensori
decomponibili, e tale azione puo essere estesa linearmente all’algebra C[Sy):

Definizione 3.1. Per ogni cy si definisce S\V def V®dc, .
Lemma 3.2 ([FH], p. 85). Dato un gruppo finito G ed un C[G]-modulo destro U,
(a) VceC[G] U, ClGle=Uec

(b) Se W = C|G]c ¢ un C[G]-modulo sinistro irriducibile allora Uc é un
Endc(q)(U)-modulo destro irriducibile.

(c) Se W;=C[G]¢; sono tutti i C[G]-moduli sinistri irriducibili allora
U=, UM
Dimostrazione. (b) Se U ¢ irriducibile, essendo Endcjg)(U) = C basta mostrare

che la dimensione di Uc ® U® W non ¢ maggiore di 1. Sfruttando il Lemma

(1.18) possiamo pensare il modulo sinistro #rriducibile W come un ideale sinistro
minimale di @, M(s;, C), ovvero un insieme formato da r-uple di matrici nulle
eccetto in una componente, ed avente in questa tutte le colonne nulle eccetto la
j-esima. Analogamente U sara formato da r-uple di matrici nulle eccetto in una
componente, ed avente in tale tutte le righe nulle eccetto la i-esima. Osservando
che il prodotto tensoriale in quest’algebra isomorfa si comporta come prodotto
matriciale, Uc sara nullo o generato dall’elemento E% della base canonica.

Se invece U = ), U™ dove gli U; sono C[G]-moduli destri irriducibili,

() o
Ue = U@qW = @; (Ui®eqW)

ovvero {0} oppure C®" che ¢ un modulo destro irriducibile dell’algebra
1.10
@, M(n;, €)' Bnd (U) = Bndgye (U).



adim(w;)

(c) Come rappresentazione regolare di G, C[G] = @, W, per cui

U=U®.,,ClG] =&, (U Wi) adimav) @ S) UCieadim’”(Wi)

cG)Tr

Applicando questo Lemma all’Sg-modulo destro U = V®¢ si dimostra

Teorema 3.3 ([FH], p. 77). Posto ny = dim (V) per ogni partizione A di d,
Vel = @, S\ VI
inoltre S\V' sono tutti moduli destri irriducibili di Endgs,)(V®%)

Lemma 3.4 ([FH], p. 86). L’algebra Endc(s,|(V®?) ¢ generata come sottospazio
lineare di End(V®?) da End(V'). Inoltre un sottospazio di V®? & un sottomodulo
(irriducibile) di Endes,) (V®?) se e solo se ¢ GL(V)-invariante (irriducibile).

Dimostrazione. Considerando I’isomorfismo,

End(V®4) = V'@l yed o~ (1 gV)*! = (End(V))*"

si osserva che gli endomorfismi di V®¢ che commutano con Iazione di C[Sy]
corrispondono ai tensori di (End(V))®d che sono invarianti per permutazione
delle componenti, ovvero Endgg,)(V®%) = Symd(End(V)). End(V) agisce su
End(V®?) con la mappa A — A®---® A dove, concordemente con l'isomorfi-
smo fra le due algebre, 41®---® A4, (v1®- - -Qu,) df A @ - QA,0,.

Lo spazio generato dalle immagini della mappa ovviamente € un sottospazio
di Symd(End(V)). Ora, dal momento che per ogni spazio vettoriale finitamen-
te generato W si ha che Sym*(W) = (w®---®@w|w € W), si conclude che
Endc(s,(V®9) = Symd(End(V)) ¢ proprio generato dall’azione di End(V') su
End(V®4).

11 secondo punto ¢ conseguenza del fatto che GL(V) & denso in End(V). O

Teorema 3.5 (Caratterizzazione delle rappresentazioni di GL(V)).

Sia V uno spazio vettoriale fintamente generato sui complessi, allora per ogni
naturale d e per ogni sua partizione A\, S\V é una rappresentazione irriducibile
di GL(V'). Se poi u, A sono partizioni distinte allora S\V 2 S,V.

Dimostrazione. Per il Teorema (3.3) gli S) sono Endgjs,)(V®%)-moduli irridu-
cibili, quindi per il Lemma (3.4) rappresentazioni irriducibili di GL(V').

Se A > p sono partizioni dello stesso numero d, consideriamo ¢: S,V — SV
un’applicazione lineare e A€ GL(V):

A(p(’Ul@"'@’UdCM) — A(@(Ul@@’l]d) CM) — A((w1®...®wdc>\)cu) e O

e cio prova che ¢ non puo essere un GL(V')-isomorfismo. Per generiche partizioni
si puo ricorrere allo studio dei polinomi di Schur, non trattati in questa tesi. [
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