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Un omaggio a Corrado Segre

France Ghione e Giorgio Ottaviani
Dipartimento di Matematica

II Universita di Roma, Tor Vergata, F00133 Roma

In questa nota ci proponiamo di recensire alcuni lavori di Corrado Segre apparsi negli anni 80 del
secolo XIX, quando Segre aveva poco pitl di 20 anni’. Pensiamo che questo possa essere utile, non solo
da un punto di vista storico, ma anche per collegare quelle ricerche e quel metodi, poco notl nella
letteratura moderna, a una serie di risultati riscoperti (spesso senza saperlo) nell’ultimo secolo cercando
cosi di ricostruire le origini di quel percorso che ¢i ha condotti, poi, alla moderna teoria dei fibrati

vettoriali su una curva algebrica.
§1. Il programma, di Corrado Segre

Per meglio capire il carattere innovativo delle idee di cui Segre si fece portatore glovanissimo,
conviene ricordare l'accesa polemica che divampava in quel periodo circa V'utilita di studiare la
geometria degli iperspazi. Alcuni sostenevano che la geometria degli iperspazi era solo uno sterile gioco
intellettuale di nessuna utilita per la comprensione della ”vera® geometria che riguardava lo spazio a
due o tre dimensioni. Per contro, gia Veronese e Bertini, e poi Segre, si rendevano perfettamente conto
che, non solo la geometria degli iperspazi gettava una nuova luce chiarificatrice nello studico delle curve
e delle superfici dello spazio ordinario, ma anche, idea modernissima, questi enti potevano essere
riguardati come punti, dipendenti da un certo numero di parametri, di nuove varietd algebriche non

pin, in generale, collocabili nello spazio ordinario.
II primo, forse piti suggestivo, risultato in questa direzione si deve a Veronese([V] p.208):

Ogni curve piana rezionale di ordine n ¢ proiezione di un’unica curva Cy, dello spazio P" a n

dimensiont le cui coordinale(affini) funzioni di un parametro t sono semplicemente

i
) X =t
Cnt {i:l,?,...,n

Cosl, ad esempio, se guardiamo alle cubiche razionali del piano abbiamo tantissime forme
ognuna delle quali & solo una diversa "ombra® della cubica gobba di P*. Per analogia, se ¢i riferiamo al
mito della caverna di Platone, possiamo pensare al plano od allo spazio come alla parete della caverna

che ci riflette le ombre di oggetti che vivono naturalmente negli iperspaszi.

1(3.Segre ¢ nato nel 1863
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Veronese puo facilmente estendere quesio risuliato:
Ogni curva razionale C di ordine n, gobba in P', & proiezione della C,CP™.

In particolare r<n e la Cp sara chiamata da Veronese il medello normale di C. Il fatto che
ogni varietd proiettiva di ordine d XCP" ammetta un ”"modello normale® {o come diremmo oggi
linearmente normale), ciod che la X sia proiezione di una ben definita varietd YCPN di ordine d la
quale non sia piu ottenibile come una proiezione da una varieta del medesimo ordine posta in uno
spazio di piu grande dimensione, era ben chiaro a Segre cosi come era chiara "importanza di calcolare
questa massima dimensione N, problema che riporta, come ben noto, al problema di calcolare la

dimensione H2(X,((1)), cioé al problema di Riemann-Roch.

Una volta determinato questo numero N, Segre si pone 'obiettivo di trovare tutti i modelli
normali delle varieta del tipo consideratc a meno di trasformazioni proiettive dello spazio PN,
Compiuto anche questo secondo passo ogni varieta del tipo considerato sarda 'ombra di tali modelli

normali la cui geometria, e il modo di proiettarli nello spazio P', permettera di prevederne le proprieta.
g P P » P P

§2. Superfici rigate razionali

Segre si cimenta subito (1884) in questo arduo programma nel caso delle superfici rigate

razionali, risolvendo completamente la questione [S1):

Ogni superficie rigata razionale di ordine n che non sia un cono, gobba in P> (o P") ha come
modello normale una delle seguenti superfici chan+1, m:l,?,...,{%], dove la Fry ho equaziont:
gl R
. X =t xm+1+j_ut
Mmoo i=1,2,...m j=0,1,..,n—m
Le superfici Fr, cosi calcolate, oggi dette superfici di Hirzebruch, sono proiettivamente caratterizzate
dall’essere costituite dalle rette che congiungono una Cp, e una Cpmp in corrispondenza poste in due
spazi P™ e P™™ sghembi in ptl,
Vogliamo qui accennare brevemente alla prova di Segre che contiene anche una prova, per il

rango 2, del celebre teorema, noto oggi come teorema di Grothendieck® [Cr], secondo il quale ogni

fibrato algebrico su P! st decompone in somma diretta di fibrati di rango 1.

Se SCP' & la superficie rigata razionale di ordine n la sua sezione iperpiana C=SNH sara una

2questo teorema ha una lunga storia, vedi ad esempio [0SS], ed in forma

algebrica era stato provato anche da Dedekind e Weber [DW].
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curva razionale di ordine n gobba in H, se infatti cosi non fosse potremmeo trovare un iperpiano H' che
contiene C e un punto peS\C, ma allora tale iperplano viene a contenere la fibra r per p { contenendo
p e x=CnNr). Ne segue che H’'NS ha ordine almeno n+1 e quindi H' 58 contro lipotesi. Dal teorema di
Veronese segue allora che n>r—1. La disuguaglianza opposta, cioé il fatto che ogni superficie rigata
razionale in P" di ordine n {r<n+1) pud sempre ottenersi come proiezione di un’analoga superficie

ﬂ’n_H, é data dal Segre come evidenie. A ben guardare a noi ¢ parso che la cosa fosse

rigata posta in
meritevole di una qualche giustificazione anche in relazione al fatto che Bertini, nel suo trattato sulla
geometria degli iperspazi {Ber] da di questo fatto una prova piuttosto complicata che ¢ un adattamento
al caso razionale della dimostrazione dello stesso Segre relativa al caso delle rigate su una curva ellittica

[vedi appendice I.

. . . .. . : . . . mhtl
In ogni caso Segre si riduce a classificare le superfici rigate razionali S di ordine n in P * , che
non siano coni, che risulterebbero allora coni su una Cp. Ora, se C é una unisecante irriducibile di
ordine m<n allora C é normale, cioé genera uno spazio P™. Se infatti fosse in uno spazio P* con g<m
. . . . .
siccome {tutle le generalrici dovrebbero tagliere quella curve, si potrebbe per lo spazio slesso e per
n—p punti della superficie posti fuori di esso e su generatrici diverse far passare un iperpiono il quale
conterrebbe le n—py generatrici passonti per quel punio ed inolire la curva di ordine m e quindi
taglierebbe la superficic in una curva composta di ordine nt+m—p>n il che non puo essere se

guelliperpiano non contiene tutia la superficie®.

Stabilito cid Segre considera la curva Cp; unisecante di minimeo grade m contenuta in S.
Poiché esiste sempre un iperpiano che contiene EHT'H] generairici e la 8 non & un cono, tale iperpiano
segherd ulteriormente la S lungo una curva unisecante dell’ordine Sn—[nTH}. E pertanto mg[%].
Ottenuto cid considera un iperpiano H passante per m generatrici distinte di S e per altri n—2m+1
punti posti su generatrici diverse dalle precedenti. E’ facile vedere che, poiché mg[%], tale iperpiano
esiste e in pit men coniiene altre generaifrici oltre alle m imposte. Infatti se H contenesse m+1
generatrici segherebbe la Cy, in almeno m+1 punti e pertanto la conterrebbe, ma allora conterrebbe
anche le generatrici per gli ‘ulteriori n—2m-+1 punti. In definitiva H conterrebbe la Cp e
m+(n—2m+1)=n—m+1 generatrici ¢ dunque intersecherebbe la S in una curva di ordine n+1
mentre st ¢ supposto la superficie gobba in Pt Ne segue che M taglia S lungo le m generatrici e una

ulteriore curva irriducibile Cp_m di ordine n—m. Da cui ¢ facile concludere che CNCrom=0 e la § &

protetiiva a una Fiy.

Che guesto teorema sia equivalente, in altro linguaggio, al teorema di decomponibilita dei
fibrati risulta immediatamente se noi utilizziamo un semplice dizionario che permette di tradurre il

linguaggio della geometria proiettiva in quello dei fibrati vettoriali e viceversa.
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§3. Un utile dizionario

Una varietad S rigata in P® di genere g contenuta in P" sard da intendersi come definita da un
morfismo di una curva X di genere g nella grassmanniana dei sottospazi di P" di dimensione s
birazionale sull’immagine:

$:X - Gr(P®,P™)
in modo che sia S:U Sy essendo Sy =¢(x) un sottospazio di P" di dimensione s che
XEX

diremo la fibra su x o, con linguaggio pin classico, la generairice su x.

A S si pud associare canonicamente un fibrato olomorfo(algebrico) su X di rango s+1, dato
dall’immagine inversa tramite ¢, del fibrato tautologico sulla grassmanmniana. Pill concretamente tale
fibrato, che denoteremo con Eg e dato dai punti

Bg={(x.y)|y€Ex}CXxC" !

dove abbiamo posto, scelte le coordinate, [F'”:E’(Cn+1) e Sy=P(Fyx), essendo Ex un sottospazio

vettoriale di " di dimensione s+1.

In pit se P"1=P(H) & un iperpianc del P", esso definisce { in modo non canonico) una sezione
olomorfa di E§ o pili canonicamente un elemento di P(T(X,E2)), infatti fissata una base in Cn+1/ H

n+l, Cn+1/H:C e quindi la sezione globale

che é di dimensione uno resta definita la proiezione p:C
sy:X = EF definita da s, (x)(y)=p(y) x€X, yEExCCn+1

che si annulla nei punti x€X tali che ExCH. E’ inoltre immediato vedere che tali sezioni generano la
fibra in ogni punto. Naturalmente se si cambia base per chtt /H, la sezione verra moltiplicata per una
costante non nulla, avendo cosi una inclusione naturale

P™ - P(I(X,ES)) (1)
E’ ora facile verificare che se $§ & proiezione di ' da un punto esterno ad §', cioé se S e S’ hanno lo
stesso ordine, allora Eg é isomorfo ad E ; ed inoltre se E* & un fibrato generato dalle sue sezioni, cioé

]

se esiste un morfismo di fibrati

XxC"t! o g*

suriettivo su ogni fibra allora U IP(EX)CP(Cn+1) defisce una varieta rigata S il eud

xeX
fibrato associato ¢ E. Insomma la S risultera linearmente normale se e solo se la (1} & un isomorfismo e
inoltre, se N & la dimensione dove vive il modello normale, allora N=dim HO(X,EE)—I. Osserviamo
anche che le sezioni sy permettono di calcolare la classe di Chern di Eg, infatti il luoge dove s-+1

sezioni generiche di EF diventano dipendenti corrisponde dualmente all’insierne delle fibre Sy toccate
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dallo spazio P™5%, intersezione degli s+1 iperpiani corrispondenti alle sezioni, e quindi
deg S= deg EZ (2)
Sottovarieta rigate della S corrisponderanno allora a sottofibrati di Eg e viceversa, i cui gradi saranno
ancora legati dalla relazione (2) e in particolare curve unisecanti corrisponderannc a sottofibrati in
rette di E; sezioni iperpiane generiche, che non contengono fibre, corrisponderanno a sottofibrati di E
con quoziente banale, coni in P" con vertice un PX e base una varietd rigata S in pn-k-1

corrisponderanne a fibrati del tipo 1k+16BES (indicando con 1=XxC il fibrato banale); due

sottovarieta rigate Sy e S, di S daranno luogo per addizione fibra per fibra in c"H alla mappa

Fs, ©Fg, - s 3)
che risultera iniettiva(come mappa di fasci), se le fibre Slx e SQx non si incontrano genericamente e

risultera un isomorfismo se Slx e S2x generano S in ogni punto e $;NS,=0.

In particolare se S ¢ una superficie rigata, C; e C, due sue unisecanti distinte ed L,,L, fibrati
in rette associati allora abbiamo
0=+ L;®Ly = Eg=»T—10
ove T ¢ un fascio di torsione con supporto in C;NC,. Si ritrova cosi, calcolando le classi di Chern, la

semplice formula di intersezione, gia nota a Segre:
deg CyNC,y=(deg C;-+deg C,)—deg S (4)

Osserviamo infine che se si proietta SCP" in S'CP™! da un punto peSy o la proiezione Ey in
B!y sara un isomorfismo per x#Xq e in xg avra conucleo di dimensione uno, otteniamo pertanto la

successione esatta(di fasci)

0—Es > B+ 0y, 20 (5)
dove O"o ¢ il fascio concentrato in xg con fibra C; in pili se si proietta con centro una fibra SXO di S sl
otterra

ESJ'QES(XO)
Notiamo che la trasformazione (5) definisce cido che molti autori(ad es. [M],[MN],[T]) chiamano una

trasformazione elementare.
§4. Fibrati su Pl di rango superiore

In un lavoro del 1885-86[S2], Segre considera il caso di fibrati su P! di rango i+1 con
particolare riguardo al caso i=2. Egli da la formula di Riemann-Roch che potremmo enunciare dicendo
che se E ¢ generato dalle sezioni globali ed ¢ di grado n e rango i+1 allora

ho(PLE)—1=n+i

Egli per il caso i=2, con ghi stessi metodi ed argomentazioni usate per il caso i==1, studia le superfici
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rigate razionall di grado minimo contennte nella S e le curve unisecanti di grado minimo nella S e puo
dimostrare che esistono sempre tre curve di gradi m,,m, e my che generano il piano Sy per ogni x da
cui ricaviamo che

Tl caso di rango qualunque che sard oggetio della tesi di lanrea di un suo allievo, il Bellatalla
Bell ¢ gui accennate in questa forma: "¢ ragionementi qui faiti pel caso i=2 si estenderanno
g q g q P
facilmente ad i qualungque e Panalogia permettere di prevederne senz’alire i risuliati, sicché non ne

faro piu oggetto di un nuove lavoro“.

§5. Fibrati di rango due su una curva ellittica

I metodi usati per il caso razionale si applicano ancora con poche modifiche nel caso ellittico
essenzialmente per il fatto che se XCP" & una curva ellittica allora X & non speciale. E’ facile vedere
che se SCZIF’N & una superficie rigata ellittica gobba di ordine n allora anche la sua sezione iperpiana C
sard gobba in ph-1 ¢ quindi, essendo nen speciale, sarda n—1>N—1. D’altra parte non pud essere
n=N, se S non & un cono, infatti in tal caso un generico iperpiano H di PN che contiene una
generatrice taglierebbe la S secondo una ulteriore curva unisecante ellittica C_; di ordine n—1, la
quale generera al pid uno spazio L di dimensione n—2. Ora il fascio di iperpiani per L taglierebbe la
superficie S lungo la C,_; fissa e una retta variabile cosi che S risulterebbe una rigata razionale contro
I"ipotesi. Risulta pertanto N<n—1. D’altra parte Segre riesce a costruire esplicitamente (vedi appendice
I) a partire dalla S in P" (se N<n—1) una nuova rigata ellittica S'cP™1 di ordine n che si proietta

nella S.

Risolto in questo modo il problema di Riemann-Roch Segre comincia a classificare le rigate
ellittiche di ordine n in P™?!, che non sono coni, andando a cercare 1 possibili gradi delle unisecanti di
grado minimo ed il numero di tali unisecanti ed, a partire da questi possibili caratteri fornisce espliciti

esempi di rigate ellittiche con i caratteri assegnati.

Vale la pena di segnalere che questa analisi conduce ad un fatto nuovo, rispette al caso
razionale: esistenza di superfici rigate indecomponibili, cioé tali che ogni coppia di curve unisecanti ha
una intersezione non vuota. Appaiono insomma, crediamo per la prima volle, det fibrali di rengo due
indecomponibili. Per costruire ’esempio piu semplice (e facilmente estendibile) consideriaino una cubica
piana liscia I' e fissiamo su di essa un punto di flesso O elemento neutro di I' pensato come gruppo
algebrico. Sia ora A€ET,A#0 un punto e 7,:T — T la traslazione che associa a P il punto P@®A (dove

con & si ¢ indicata la somma nel gruppo T'). Immergendo due copie del piano di I in P° in modo che
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silano sghembe, possiamo costruire una superficie rigata S AC[F’5 congiungendo con una retta le
immagini in P° dei punti P e 7(P). E’ facile vedere che il fibrato Eg A associato a tale superficie &
decomposto, e anzi
ESA:C‘(—3O)G§O(—-3A)

Inoltre la superficie S5 contiene solo 2 unisecanti cubiche e o0? unisecanti di grado 4 che formano un
sistema algebrico di grado 2 cioé 2 curve generiche del sistema si incontrano trasversalmente in 2 punti.
Proiettando ora la superficie S, in P* da un punto Py scelto per la generatrice per O, fuori dai 2 piani,
otteniamo una superficie S;\C P* di ordine 5 la quale contiene un sistema algebrico ool di unisecanti di
ordine minimo 3 ottenuto proiettando le quartiche di S, che passano per Py. La superficie qu non
contiene coniche le quali sarebbero proiezione o di una conica di Sp(che non esiste) o di una cubica di
S, passante per Py (che non esiste stante la scelta del punto Pgy). La superficie Skche risulta liscia e
normale ¢ pertanto indecomponibile poiché se C; ¢ C, sono due unisecanti di grado n; e n, in s A €Ol

C;NC,=0 risulta(4) n, +n,=>5 e quindi n,oppure n,<2.

E’ anche facile vedere che fissato O, le immersioni dei due piani in P° ed il punto Pg, le
superfici S’A, ottenute al variare di A, non sono proiettive nel loro P* mentre con una scelta opportuna
delle coordinate possiamo fissare arbitrariamente O, i due piani ed il punto P,. Insomma in P4
abbiamo una famiglia S’A Aef\{0} di superfici rigate indecomponibili di ordine 5. Per A=0 la
costruzione precedente degenera ad una superficie decomponibile generata da una cubica piana e una
retta doppia, ma cambiando la scelta dell’elemento neuiro per T' otteniamo che le superfici
indecomponibili sono parametrizzatate dai punti di T, ed ogni altra ¢ proiettiva ad una di queste.
Pertanto, contando i moduli, abbiamo che i fibrati corrispondenti provengono tutti da uno fissato

tensorizzando per un fibrato in rette di grado zero.

Traducendo questo nel lingnaggio moderno il fibrato indecomponibile Ex:=E_, ¢é dato dalla

. Sa
successione
0 0(—30)80(—3A) =+ Ef - 05 >0
da cul ricaviamo, con facili conti, ’estensione
00> EA(—20) > O(3A-20)-0
e da qui vediamo che i fibrati indecomponibili di rango 2 e grado 1 si ottengono tutti come estensioni
del tipo
0 0-7-0(P)=0
per qualche PEC. E’ adesso facile ritrovare il fatto(vedi [H] p.377) che i fibrati suddetti si ottengono

tutti dalla particolare estensione con P=0O tensorizzando per un opportuno fibrato in rette. Questo ¢ in

accordo col corollario a p.434 di [A], dove & trattato anche il caso del rango superiore a 2.
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§6. Le superfici rigate di genere qualunque

11 problema di Riemann-Roch per i fibrati di rango qualunque su una curva di genere p viene
risolto definitivamente dal Segre in una nota Lincea[S5] del 1887 seguendo una nuova strada. Da una
corrispondenza epistolare con Schubert, Segre viene a conoscenza di una interessante formula
enumerativa che unita a una formula di Zeuthen {oggi nota come teorema di Hurwitz) permette di
calcolare il genere di una curva plurisecante v, tracciata su una varieta SCP", rigata in spazi lineari di
dimensione s, parametrizzati da una curva di genere p, in funzione dei caratteri proiettivi della § e
dell’ordine della -, D# tale formula Segre deduce in modo molto ingegnoso{ vedi appendice II) la
dimensione dello spazio proiettivo ove si trova il modello normale della S, che potremmo scrivere

hO(Eg)>n—(s+1)(g—1) (6)
distinguendo i casi (speciale ¢ non speciale) nel quali la (6) é una disuguaglianza o uguaglianza
(h1(E%)#0, hl(Eg):(]). Successivamente la stessa formula del genere, umita al “lemma di
Castelnuovo®, permetterd a Segre di dare una nuova dimostrazione proiettiva ed iperspaziale del

teorema di Riemann-Roch per le curve.

Stabilita la dimensione dello spazic dove vive il modello normale di una superficie rigata di
genere p Segre si propone di studiare tali modelli in una ricerca pubblicata a due riprese in
Mathematische Annalen ([S4](S6]) nel 1887 e nel 1889. Lo studio ¢ i risultati cui Pautore perviene sono
molto profondi anche se spesso, come talora Segre avverte, il rigore delle dimostrazioni pud lasciare
qualche legittimo dubbio tanto che solo in tempi rmolto recenti si & potuto precisare le ipotesi e provare

i suoi risultati con tutto il rigore necessario.

Lo scopo principale della ricerca & quello di determinare, per una superficie rigata SCPN, di
ordine n e genere p (N=n—2p+1) la famiglia Cp, delle sue unisecanti di un fissato ordine m; e poiche
Segre ben vede che, solo in ipotesi di sufficiente generalita sulla superficie S, & possibile descrivere tali
famiglie egli assume che tali ipotesi, non ben precisate, siano verificate. Cosi, posto djy=2m-—n—p+1,

egli puod concludere con le seguenti affermazioni:

se dy>0, dim Cp=dp, )
k14 dm<0, Cmﬁm (8)
Pindice della famiglia Cpy, cioé il numero di curve della famigla (9)

che passano per dm>0 punti generici di S, & 2P
in particolare:
. . P ) .. (ntp—1)
se dn=0 Cp, e costituita da 2" unisecanit del grado minimo —

(10)
Se la superficie non & sufficientemente generale, tali dimensioni dy, possonc in casi particolari

aumentare. Il metodo usato da Segre per costruire rigate normali in PN e per studiare le loro famiglie
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di unisecanti Cp, consiste, come nell’esempio della rigata quintica ellittica di IF’4, nel partire da rigate
decomponobili, facili da studiare, poste in uno spazio |PN+X e prolettare tali rigate in PN da x loro
punti. Una analisi accurata e molto semplice permette di confrontare le unisecanti della rigata di
[F‘N—[_x con quelle della sua proiezione e poiché, nel caso di rigate decomponibili il computo delle
dimensioni diy, si riduce, essenzialmente, al teorema di Riemann-Roch sulla curva base X, se i punti da

cui si proietta sono generici si riesce a descrivere le famiglie €, che interessano. ( Una descrizione

moderna di questo metodo si trova in [Gh]).

Il calcolo dell’indice 2° si basa invece su una formula numerativa di Castelnuove[C] sulla
validita della quale lo stesso Segre non nasconde dei dubbi: La demonstration ingénieuse, que ce
géomeire y donne de cetle importante formule, pourrail laisser sur sa validile absolue des doules, gqui
se reflechiraient sur le n° présent et plus loin sur les »°° 20 et 21 de ces Recherches; cependani les

confirmations qu’on trove de ces résullets me portent & penser qu’ils sont absolument vrais®.

E’ piuttosto strano pensare che questi risultati slano stati completamente ignorati, per quasi
100 anni, fino a quando, dagli anni 1950 in poi, vari autori, come Gunning, Nagata, Maruyama,
Atiyah ed altri ritrovavano in varie forme, e senza saperlo, le stesse cose, o meglio alcune, e neppure le
pil profonde, delle cose trovate da Segre. Cosi ad esempio la (7) implica che, su una superficie rigata di
genere p, 'autointersezione minima di una sua unisecante C, é sempre non piu grande di p:

C3<p
come & subito visto osservando che ’autointersezione di una unisecante C di grado m sulla S di ordine
n & data da
C%=2m-n

E’ in questa forma che Nagata[N] da questo teorema senza citare, né conoscere probabilmente, il lavoro
di Segre. Un’altra formulazione equivalente di questo fatto, nel linguaggio dei fibrati, consiste
nell’affermare che se E ¢ un fibrato di rango 2 e grado n su X di genere p e Ly ¢ il sottofibrato in rette

di E che ha il grado massimo allora risulta
n—p+1
n=ptl)
cosa che, se E, & generato dalle sezioni globali & una immediata conseguenza di (7) e, nel caso contrario,

deg Lo >[

al caso precedente possiamo ridurci tensorizzando per un opportuno fibrato in rette. E’ in questa forma
che ritroviamo in Gunning{Gu] e altri, tra cui Stuhler[St], Lange-Narasimhan[LN],Lange[L1], alla fine
degli anni 70 ’antico risultato di Segre. Lo studio delle famiglia di unisecanti €y, oltre che una
revisione critica dell’insieme dei risultati di Segre, precisando le ipotesi di generalita in cui egli si pone,
pud trovarsi nel lavoro di Ghione[G] dove viene pure calcolato (vedi anche [GhLa)) il numero 2° senza
usare la formula numerativa di Castelnuovo. Questo numero & stato anche ricalcolato da

Hirschowitz[Hi] nel 1984 e da Lange[L2] nel 1985. Notiamo anche che le rigate generali, nel senso di
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Segre, danno luogo a fibrati per i quali il sottofibrato di grado massimo ha il grado [1—1—712)——'_1}
risultando cosi particolari fibrati stabili nel senso di Mumford. Che il fibrato generico sia piu che

stabile o, come dicono alcuni({Hi],[T]), fortemente stabile, cioe tale che per ogni LCE risulti

deg Lsde%#i_l

¢ una nozione che & stata estesa al rango qualunque e utilizzata da vari autori.
Notiamo anche che la famiglia di unisecanti Cp, della superficie S corrisponde, usando il nostro
vocabolario, allo schema(di Grothendieck) dei quozienti di Eg di rango 1 e grado m, schemi dei quali,

in un certo senso, Segre aveva dato la dimensione dy, e per d;; =0 il numero dei punti.

Per concludere vogliamo osservare come 'interesse di Segre allo studio delle varieta rigate fosse
motivato anche dallo studio delle curve algebriche da un punto di vista proiettivo. Infatti una serie
lineare gilt su una curva X CP" definisce una varieia rigata razionale S, costituita dagli spazi lineari
generati dai divisori della serie, che contiene la X come k-secante. Viceversa lesistenza di una tale
varietd S assicura la presenza su X della g;;. E’ partendo da questa osservazione che in tempi recenti
E.Mezzetti e G.Sacchiero [MS] hanno potuto studiare quelle componenti dello schema di Hilbert delle

curve di P" che nascono dalla considerazione delle curve k-gonali.

Alla Iluce di queste osservazioni ci piace riflettere sul come 'andamento irregolare delle mode
matematiche possa, come anche avviene ed & avvenuto in aléri campi della cultura, seppellire per
decenni intere teorie, ottimi risultati ¢ metodi, per vederle poi riaffiorare come una nuova necessita e

senza che, apparentemente, di quelle ci sia I"impronta.
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Appendice I: Riemann-Roch per superfici rigate razionali ed ellitiiche

In questa appendice vogliamo dare la prova del teorema di Riemann-Roch per una superficie
rigata ellittica seguendo le idee di Segre. In realta la costruzione che seguira ¢ relativa al caso razionale
cosi come il Bertini ce la presenta([Ber]pag.356) ma essa € essenzialmente identica a quella fornita da

Segre per il caso ellittico[S3], e con poche modifiche a quella pud estendersi.

Premettiamo alla dimostrazione il seguente lemma: Sia CrCP" la curva di Veronese, O¢C,
un punio fissato ¢ I' ¢ cono di vertice O e diretirice Cy.. Presi n+1 punti di T indipendenti esiste una
curvae razionale normale contenula in I’ che Ii confiene. Siano infatti Py wPpyq i fissati puntidi ', H '
I'iperpiano generato da Py,...,Py e C Pintersezione di I’ con H. Immergiamo ora lo spazio ambiente in

un P! in modo che H sia contenuto in un iperpiano #' di ptt!

non contenente O, che contiene il
modello normale G’ della C, proiezione da un punto O'€H'. Sia I'! il cono di vertice O e direttrice C’.
I’ si proietta da O’ in T e i punti Py,...,P, ., provengono dai punti P,',..P, 41 di I indipendenti

n<41

che generano 1'iperpiano H” di P"™ . H” taglia il cono I'' in una curva razionale di ordine n che si

proietta su IT' nella curva cercata.

Sia dungue S una superficie rigata razionale di ordine n posta in uno spazio Pn+1_k che essa
genera. Vogliamo ora costruire esplicitamente una nuova superficie rigata S’ razionale di ordine n che
genera Uno Spazio P o che si proietta sulla originale 8. Per facilitare il lettore nel seguire questa
costruzione alleghiamo uno schizzo(fig.1) nel quale gli indici indicano la successione ”temporale® dei
vari passi.

P"*1K della S scegliamo un iperpiano gemerico H,=P"* che

1. Nello spazio Hy=
seghera la S lungo una curva Cy irriducibile, razionale di ordine n.

2. La curva C; possiamo sempre ottenerla come proiezione di una curva V,
razionale normale di ordine n posta in un H2=IF°n con centro uno spazio 02=[F°k‘1 che potremmeo
immergere in uno spazio K2:[F‘n+1 generato da Hy e O,. Sia I'; il cono prolettante.

3. Un iperpiano H3:[P"_1 passante per O, e contenuto in H; seghera la V, in n
punti P;,P5,...,Py indipendenti.-

4. Tale Hy si proietterdA in un iperpiano H4:P"'k'1 di H; che seghera la C; nei
punti 1:"'1 ,Pé . oPh proiezione dei precedenti P,P,,...Py

5. Sia ora H5=[F’"'k un iperpiano di Hgy passante per H,, esso incontrera la rigata
hungo la curva Cg che avra in comune con la Cy i detti punti P'l ,P’z . ..,Pﬂ .

6. Costruiamo in K, il cono Ig di vertice O, generato dalla Cg, tale cono di
ordine n generera uno spazio HG=IPn e conterra gli n punti indipendenti P,,...,Py. Scegliamo su

I'g un ulteriore punto generico P, +1 indipendente dagli altri. Per questi n+1 punti possiamo far

passare, visto il lemma precedente, una curva razionale Vg di ordine n che si prolettera pertanto



da O, nella Cq.

Sia ora A un punto di Vo, A' la sua profezione su Cy, BY il punto che gl
corrisponde sulla Cg mediante Ta generatrice della rigata S per Al ¢ I3 il punto che si proietta in
B! da O, Congiungendo A con B mediante una retla nel I(2=Pn+l si oltiene una rigala

razionale di ordine n che genera i} 1, e si proielta in S.

La costruzione si adatta con poche modifiche al caso di genere 1{[S3] n.4).

Fig. 1
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Appendice 11 Riemann-Roch per varieta rigate

La prova di Segre del teorema di Riemann-Rich per varieta rigate in spazi proiettivi su una
curva X di genere p si basa su una formula numerativa che Schubert gli aveva comunicato per lettera.

Una dimostrazione moderna con una analisi delle ipotesi di validita si trova in [GS].

Sia dunque ScPN una varietd di ordine n rigata in spazi proiettivi di dimensione s sulla curva
X di genere p. Sia ¥CS una curva di ordine m k-secante (k>s+1) cioé tale che il morfismo
miyy—X
sia un rivestimento k-plo della base X. Ora in funzione di questi caratteri numerici e di un ulteriore
carattere z, che misura essenzialmente il numero di divisori di grado s+1 contenuti in yx==7MNSx e che

non generano la fibra Sy, in opportune, quanto naturali, ipotesi, il genere della curva v ¢ dato dalla:

[(s41)(m—s)—kn]+kp—Zss

(:7)

Supponiamo ora che sulla S esista una curva 7y (s+1)-secante tale che per tutti gli xeX gli s+1

— k—1
=5+ 1)

punti di 7 sulla fibra S, =P® siano indipendenti. E’ in questo caso z=0 ¢ ja formula del genere fornisce
per la + il valore
g=m+(s+1)(p—H+1-n
E’ chiaro che la S sard normale se e solo se la « sard normale, cioé
371, 04(1) =x(5.05 (1) =x(X,EE)

e applicando allora il teorema di Riemann-Roch alla curva v si ottiene

x(8,04(1))=m—g+1

e sostituendo il valore del genere calcolato

X(8,05(1))=n—(s+1)(p—1)

In definitiva il punto della questione & costruire sulla S la curva v con la proprieta richiesta. Il metodo

escogitato da Segre consiste nell’intersecare la S con un opportuno cono I' di PN del quale ora diamo la

costruzione(vedi fig. 2).

1. Scegliamo in PN uno spazio 01=|PN‘5‘2 in modo che O;NS=# e una curva
razionale normale C; di ordine s+1 posta in uno spazio H]_:IPS'H in PN sghembo con O4.
Costruiamo cosi il cono I’ di vertice O, generato dalla C,. Sara dim [=N-—s.

2 Sia ora Sy=P° una qualunque direttrice della varieta rigata S (x€X) e
consideriamo uno spazio H2:[PS+1 che contiene Sy ma che non interseca il vertice Oy del cono.
Tale spazio esiste poiché O;NSy=0 e quindi O, e Sx generano un iperpiano di PN, Tale o,
intersechera il cono T lungo una curva C, razionale normale di ordine s+1. Ora Sy & un

iperpiano di H, e quindi incontrera la C, in s+1 punti Py,P,,P... indipendenti. Ne segue che
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I'nSy sono {s+1) punti indipendenti per ogni x e quindi T'NS ¢ una curva ¥ con le proprieta

richieste,
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