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Géométriealgébrique/AlgebraicGeometry
t

Critères de scindage pour les fibres vectoriels sur les

grassmanniennes et les quadriques

Giorgio OTTAVIANI

Résumé—Ondonnedesconditionscohomologiquesnécessaireset suffisantespourlescindage
desfibresvectorielssurlesgrassmanniennesetlesquadriques.

Splitting criteria for vector bundles on Grassmannians and quadrics
Abstract—Wegivesomenecessaryandsufficientcohomologicalconditionsforvectorbundleson

Grassmanniansandquadricstobea directsumoflinebundles.

1. INTRODUCTION.—Un critèredû à Horrocks [11]assure qu'un fibre vectorielE sur

un espace projectif complexe est (complètement)décomposable (i.e. est une somm

directede fibres en droites) si et seulementsi les groupes de cohomologieHl(P",E(i)

sont nuls pour 0<i<dim P"= n et pour tout teZ, où E(î) = E ® ^ n^\

Nous étudions ici quelquesgénéralisationsde ce critère aux grassmanniennesGr(k,n)

des fe-variétés linéaires dans P" et aux quadriques Q, dans Pn+1. Comme

Pic(Gr(fc,n))= Pic(Q„)= Z pour n^3, nous gardons la notation E(t), E étant un fibre

vectorielsur une grassmannienneou sur une quadrique. La premièreclassede Chern de

E est alors un entier.

Soit X=Gr(fc, ri)ou X= Q„.Il est d'abord naturel de se demander si l'annulation des

groupesH' (X,E (t))pour 0< i< dimX impliquele scindagede E. La réponseest négative:

si X= Gr (k,ri)n'est pas un espaceprojectifle fibre quotient sur X est un contre-exemple,

et sur X= Q„nous construisonsdes fibres stables de rang 2[(B"1,/2],que nous appelons

fibresspineurs,qui donnent descontre-exemplesdans ce cas.

Pour donner des critèrescohomologiquesde scindagepour un fibre vectorielE il faut

alors analyseraussi le comportementdes produits tensorielsde E avec le fibre quotient

(X= Gr(k,n)) ou les fibres spineurs(X= Q„).
Nous renvoyonsà [15]pour les propriétésqui concernentles fibresvectoriels.

Je remercieV. Ancona, pour m'avoir posé le problèmeet m'avoir beaucoupencouragé

pendant le travail.

2. CRITÈRESDESCINDAGESURLESGRASSMANNIENNES.—Notre résultat principal sur les

grassmanniennesest le suivant:

THÉORÈME1. — Soit E un fibre vectorielsur Gr (k,n). Les conditionssuivantessont

équivalentes:

(a) E se décompose.

NoteprésentéeparPaulMALLIAVIN.
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o
où onpose Q*=fibre dualdufibre quotientQ, AQ*= &Gr,dim Gr (p,q)= 0 sip<0.

Si la grassmannienneest un espaceprojectif, le théorème 1 est le critère de Horrocks.

Pour prouver l'implication(a)=>(b) nous écrivonsGr(k,n) commela variété homogène

complexeSL(n+l)/P, où

et utilisons le théorème de Bott pour les fibres vectorielshomogènes([5], [12]).Pour

appliquer le théorèmede Bott nous devonsd'abord décomposerles représentationsqui
définissentnos fibres vectorielsen représentationsirréductibles,suivant l'algorithme de

Littlewood-Richardsonpour les représentationsde GL(V) ([18],[14],[4],p. 879).

L'implication(b)=>(c)est triviale: si s>k la condition(c) est vide.

La preuve de l'implication(c)=>(a) se fait par récurrenceet suit la démonstrationdu

critère de Horrocks donnéedans [3].
Nous remarquons que Sfc+1Q*(—1) est un facteur direct de Q*®. . . ® Q*(—1)et

k+lfois

H*+1(Gr(fc,n),S*=+1Q*(-1)) = C (d'après le théorèmede Bott), donc la condition (b)
du théorème1 ne peut pas être améliorée.

Nous considérons maintenant le cas particulier rang E= 2. Posons

F =Q®k© (9(l)®n~k~l;c'est un fibreengendrépar sessectionsglobalesdont une section

génériques'annule exactementsur une droite de Gr(k, ri).
On démontre le:

THÉORÈME2. —Soit E un 2-fibrésur Gr(k, ri)(n^3). Soit

(a) Si c1(E)=0, E se décomposesi et seulementsi

(b) Si cx(E)= —1, E se décomposesi et seulementsi
;—i

On démontre d'abord que E est uniforme, et ensuite on utilise la classification([16],

[10])des 2-fibrésuniformessur Gr(k,ri).
Si /c=0 ou k = n—\, la grassmannienneGr(k,ri) est isomorpheà l'espaceprojectif P".

Dans ce cas F* = &(—1)®
"_1 et dans le théorème2 on peut lire &(—1) à la place de

AF*, et alors la condition (a) donne le corollaire 1. 8(i) de [6]et la condition (b) (avec
le théorèmede dualité de Serre)donne le corollaire 1.8 (ii) de [6].

3. CRITÈRESDESCINDAGESURLESQUADRIQUES.—Notons Skla variété des spineursde

dimensionk(k+ l)/2, qui paramétrisela familledes sous-variétéslinéairesde dimension

fc—1sur une quadriquelisseQ2t-i de dimensionimpaire, ou l'une des deux famillesde

sous-variétéslinéairesde dimensionk sur une quadriquelissede dimensionpaire 2/c ([9],
ch. 6). Il est bien connu ([13],p. 16)que Pic(St)= Z et que H°(Sk,&(l)) est un espace
vectorielde dimension2k.

Pour xeQ2k_1, désignonspar (S^^ la variété
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c'est une variétéisomorpheà St_1; et on a un plongementnaturel ix:(Sk_l)x-* Sk.

Pour xeQ2k, considérons la variété {P>keGr(k,2k+ l)\xePk czQ2k}; elle a deux

composantesconnexes,chacune isomorphe à Sk_v On les note (S^^^, (S^J^. On a

des plongementsnaturels

les notations étant évidentes.

PROPOSITION3. — (i) Soit xeQ2k_t, Alors i*&Sk(l)—&(Sk-1)x(^)et l'applicationde

restriction:

est surjective.

(ii) Soit xeQ2k. Alorsj'* (9Sk(l)~&<&_l)x(1),j'x*Os-(1)^&(S^_l)x(1)et les applications

de restriction:

sont surjectives.

D'après la proposition 3, en prenant les duaux des espacesdes sectionson obtient les

plongementsnaturels:

DÉFINITION.—Soit U le fibre universelde rang 2k i sur Gr(2k
*
—1,2*—1).On définit

s*U=S fibrespineursurQ2k_x

Si / est un automorphisme qui échange les deux familles de fc-sous-variétés,alors

f* S'= S", f* S"= S'. Lesfibres spineurssont homogènes.

THÉORÈME4. — (i) Soient S', S" les fibres spineurssur Q2k, et i-Q2k-i-^Q.2k une

sectionhyperplanelisse.Alorsi*S' = i*S" = S est lefibre spineursur Q2k_1.

(h) SoientS lefibre spineursur Q2k+l, et i'Q2k'^Q2k +i une sectionhyperplanelisse.

Alorsi*S= S' © S", où S' et S" sontlesfibres spineurssur Q2k.

(iii) Lesfibres spineurssont stables(au sensde Mumford-Takemoto).

Exemples.—Sur Q4~Gr(l,3) les fibres spineurs sont le fibre universelet le dual du

fibre quotient.
Nous énonçonsle résultat principalconcernant les quadriques.

THÉORÈME5. — Soient E unfibre vectorielsur Q, (nS:3) et S un fibre spineursur Q„.

AlorsE se décomposesi et seulementsi

On prouve d'abord le théorèmepour Q3, et ensuitepar récurrencesur n, en utilisant

une simplegénéralisationdu corollaire1.7 de [7](voir[1]).Sur Q4~Gr(l,3) le théorème

5 donne un critèreun peu plus fort que le théorème 1.
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L'analoguedu théorème2 pour les quadriquesest le suivant:

THÉORÈME6. —SoientE un 2-fibrésur Q, (n2:3), et S unfibre spineursur Q,.

(a) Si c1(E)=0, E se décomposesi et seulementsi H1(Q,, E(—i))
—0pour l^ig[n/2].

(b) Si Cj(E)= —1, E se décomposesi et seulementsi

(c) Si c1(E)= —1, E est uniforme(et se décomposepour n2:5) si et seulementsi

Hi(QJl,E(-i))=0pour 1^/gn-l.
Pour démontrerle théorème6, on utilisela classificationdes 2-fibrésuniformessur les

quadriquesdonnéedans [8].

Notereçuele18mai1987,acceptéele25mai1987.
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