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Géomeétrie algébrique/Algebmié Geometry
:

Critéres de scindage pour les fibrés vectoriels sur les
grassmanniennes et les quadriques

Giorgio OTTAVIANI

Résumé — On donne des conditions cohomologiques nécessaires et suffisantes pour le scindage
des fibrés vectoriels sur les grassmanniennes et les quadriques.

Splitting criteria for vector bundles on Grassmannians and quadrics

Abstract — We give some necessary and sufficient cohomological conditions for vector bundles on
Grassmannians and quadrics to be a direct sum of line bundles.

1. INTRODUCTION. — Un critére dii & Horrocks [11] assure qu’un fibré vectoriel E svr
un espace projectif complexe est (complétement) décomposable (i.e. est une somm:
directe de fibrés en droites) si et seulement si les groupes de cohomologie H'(P", E(t}
sont nuls pour 0<i<dim P"=n et pour tout teZ, ou E(t)=Eg® O (D).

o

Nous étudions ici quelques généralisations de ce critére aux grassmanniennes Gr(k, 7!
des k-variétés linéaires dans P" et aux quadriques Q, dans P"*!. Comme
Pic(Gr (k, n)) =Pic(Q,)=Z pour n2=3, nous gardons la notation E(¢), E étant un fibré
vectoriel sur une grassmannienne ou sur une quadrique. La premiére classe de Chern de
E est alors un entier.

Soit X =Gr (k,n) ou X=Q,. Il est d’abord naturel de se demander si 'annulation des
groupes H (X, E (t)) pour 0<i<dim X implique le scindage de E. La réponse est négative:
si X =Gr(k, n) n’est pas un espace projectif le fibré quotient sur X est un contre-exempile,
et sur X =Q, nous construisons des fibrés stables de rang 2'®~ "], que nous appelons
fibrés spineurs, qui donnent des contre-exemples dans ce cas.

Pour donner des critéres cohomologiques de scindage pour un fibré vectoriel E il faut
alors analyser aussi le comportement des produits tensoriels de E avec le fibré quotient
(X =Gr(k, n)) ou les fibrés spineurs (X =0Q,).

Nous renvoyons a [15] pour les propriétés qui concernent les fibrés vectoriels.

Je remercie V. Ancona, pour m’avoir posé le probléme et m’avoir beaucoup encouragé
pendant le travail

2. CRITERES DE SCINDAGE SUR LES GRASSMANNIENNES, — Notre résultat principal sur les
grassmanniennes est le suivant:

THEOREME 1. — Soit E un fibré vectoriel sur Gr(k,n). Les conditions suivantes sont
equivalentes:

(a) E se décompose.

1 i
(b) H (Gr(k,n), AQ*®...® AQ*QRE(1))=0, Vi, ...,i tels que |
s<k, 0<i,,...,i<n—k, VteZ, Vi:0<i<(k+1)(n—k)=dimGr(k,n)

iy is
(c) H(Gr(k,n), AQ*®... @ AQ*® E())=0, VteZ, Vi,, . . ., I, i tels que

L by

Y i, <i< Y, i,+dimGr(k—s, n—s)

n=1 n=1

Note présentée par Paul MaLLIAVIN.
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0<i, O0Zi,....i.<n—k
0
ou on pose Q* = fibré dual du fibré quotient Q, A Q*=0., dim Gr(p, q)=0 si p<0.
Si la grassmannienne est un espace projectif, le théoréme 1 est le critére de Horrocks.
Pour prouver 'implication (a) = (#) nous écrivons Gr(k, n) comme la variété homogéne
compiexe SL(n+1)/P, ou

Pz{(hl 0 )eSL(n+l)]lz4eGL(k+l)} [17],
hy hy
et utilisons le théoreme de Bott pour les fibrés vectoriels homogenes ([5], [12]). Pour
appliquer le théoréme de Bott nous devons d’abord décomposer les représentations qui
definissent nos fibrés vectoriels en représentations irréductibles, suivant I'algorithme de
Littlewood-Richardson pour les représentations de GL (V) ([18], [14], [4], p. 879).

L’implication (b) = (c) est triviale: si s>k la condition (c) est vide.

La preuve de I'implication (¢) = (a) se fait par récurrence et suit la démonstration du
critere de Horrocks donnée dans [3].

Nous remarquons que S*"!1 Q*(—1) est un facteur direct de Q*®...® Q*(—1) et

k+1 fois
H** 1 (Gr(k,n), S**1 Q*(~1))=C (d’aprés le théoréme de Bott), donc la condition (b)
du théoréme 1 ne peut pas étre améliorée.

Nous considérons maintenant le cas particulier rang E=2. Posons
F=Q®%*@ 0(1)®" %1, ¢’est un fibré engendré par ses sections globales dont une section
générique s’annule exactement sur une droite de Gr (k, n).

- On démontre le:

THEOREME 2. — Soit E un 2-fibré sur Gr(k,n) (n=3). Soit
d=(k+1) (n—k)=dim Gr(k, n).
(a) Sic,(E)=0,E se décompose si et seulement si
i-1
H' (Gr(k,n), A F*QE(—=1)=0pouri=1,...,d—2.
(b) Sic,(E)=—1, E se décompose si et seulement si
i—1

H (Gr(k,n), n F*®E(=1)=0  pour i=1,...,d—1.

On démontre d’abord que E est uniforme, et ensuite on utilise la classification ([16],
[10]) des 2-fibrés uniformes sur Gr(k, n).

Si k=0 ou k=n—1, la grassmannienne Gr(k, n) est isomorphe a ’espace projectif P”.
Dans ce cas F*=@(—1)®""! et dans le théoréme 2 on peut lire @(—1) & la place de

AF*, et alors la condition (a) donne le corollaire 1.8(i) de [6] et la condition (b) (avec
le théoreme de dualité de Serre) donne le corollaire 1.8 (ii) de {6].

3. CRITERES DE SCINDAGE SUR LES QUADRIQUES. — Notons S, la variéte des spineurs de
dimension k (k +1)/2, qui paramétrise la famille des sous-variétés linéaires de dimension
k —1 sur une quadrique lisse Q, ,_, de dimension impaire, ou I'une des deux familles de
sous-variétés linéaires de dimension k sur une quadrique lisse de dimension paire 2 k ([9],
ch. 6). 1l est bien connu ([13], p. 16) que Pic(S,)=7Z et que H°(S,, @ (1)) est un espace
vectoriel de dimension 2%,

Pour xeQ,,_,, désignons par (S,_,), la variéte

(P*1eGr(k—1,2k) | xeP* ' = Q,,_, }



C. R. Acad. Sci. Paris, t. 305, Série 1, p. 257-260, 1987 259

c’est une variété isomorphe a S, _;, et on a un plongement naturel i,:(S;._ ). — Si

Pour xeQ,,, considérons la variété {P*eGr(k,2k+1)|xeP* = Q,,}; elle a deux
composantes connexes, chacune isomorphe a4 S,_,. On les note (S;_,),, (S¢-{),. On a
des plongements naturels

Jet (Sio)e—= 8L JLv (S~ S
les notations étant évidentes.

ProposITION 3. — (i) Soit xeQ,,_;, Alors i 0s(1)~0 ). (1) et Papplication de
restriction : o

H(Sp 0(1) = HO((Se- ) O(1),

est surjective. ‘
(i) Soit x€Q, 4. Alors ji* O (1)~0,_, (1), ji* Os; (1) =0 (1) et les applications
de restriction:

HO (8}, 0(1)) = H°((S;- 1), O(1))
HO(S¢, 0(1)) » H? (S~ 1) 0 (1))

sont surjectives.
D’aprés la proposition 3, en prenant les duaux des espaces des sections on obtient les
plongements naturels:

Qg > Gr{2¥"1—1,25—1)
4

QS Gr(2F 11,25 —1), Q5 Gr(21—1,2¢—1)

DerNTioN. — Soit U le fibré universel de rang 27! sur Gr (2~ ! —1,2¥—1). On définit

s* U=S8fibré spineur sur Q, , _;
s*U=FY, s’*U=8" fibrés spineurssur Q, ;. -

Si f est un automorphisme qui échange les deux familles de k-sous-variétés, alors
*S =8, *S”=8'. Les fibrés spineurs sont homogenes.

THEOREME 4. — (i) Soient S’, S” les fibrés spineurs sur Q,,, et i:Qy,_1 — Q,, une
section hyperplane lisse. Alors i* S’ =i*S"” =S est le fibré spineur sur Q, ,_,.

(ii) Soient S le fibré spineur sur Q, .4, €t i:Q, — Q, 4 une section hyperplane lisse.
Alors i*S=8" @S, ou S et S” sont les fibrés spineurs sur Q,,. -

(ili) Les fibrés spineurs sont stables (au sens de Mumford-Takemoto).

Exemples. — Sur Q,~Gr(1,3) les fibrés spineurs sont le fibré universel et le dual du
fibré quotient.
Nous énongons le résultat principal concernant les quadriques.

THEOREME 5. — Soient E un fibré vectoriel sur Q,(n=3) et S un fibré spineur sur Q,.
Alors E se décompose si et seulement si

H(Q,E(®)=0  pour 2=Zi<n—1
H(Q,.E®S(t)=0  pour 1Zi<n—2, pour tout teZ.

On prouve d’abord le théoréme pour Q,, et ensuite par récurrence sur », en utilisant
une simple généralisation du corollaire 1.7 de [7] (voir [1]). Sur Q, ~Gr(1,3) le théoréme
5 donne un critére un peu plus fort que le théoreme 1.
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L’analogue du théoréme 2 pour les quadriques est le suivant:

THEOREME 6. — Soient E un 2-fibré sur Q,(n=3), et S un fibré spineur sur Q,.
(a) Sic,(E)=0, E se décompose si et seulement si H'(Q,, E(—i)) =0 pour 1<i<[n/2].
(b) Sicy(E)=—1, E se décompose si et seulement si
H(Q,E(—i)=0  pour 1=Zign—2
H(Q,E® S(—i+1))=0 pour 2Zi<n—1

(c) Si ¢, (E)=—1, E est uniforme (et se décompose pour n=5) si et seulement si
H (Q,E(—=1))=0 pour 1Zi<n—1.

Pour démontrer le théoréme 6, on utilise la classification des 2-fibrés uniformes sur les
quadriques donnee dans [§]. '

Note recue le 18 mai 1987, acceptee le 25 mai 1987.
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