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1. GENERALITA SULL’ANELLO DEI POLINOMI

Sia K un campo. Siamo interessati all’anello dei polinomi K[z, ..., z,]. Come esempi
consideriamo K = Q, R, C,Z, (quest’ultimo campo con p primo, p > 0 & molto utilizzato
in computer algebra e puo simulare con maggiore efficienza un campo di caratteristica zero
quando i coeflicienti dei polinomi in gioco sono “piccoli”). Useremo la seguente proprieta,
nota dai corsi di algebra:

Teorema 1.1. (Gauss) K[z1,...,2,] é un dominio a fattorizzazione unica (UFD) cioé
ogni polinomio si decompone in modo unico come prodotto di fattori irriducibili.

1

Ricordiamo che un anello A si dice noetheriano * se ogni suo ideale e finitamente gene-

rato. Questo equivale alla condizione della catena ascendente, cioe ogni catena ascendente
diideali Iy C I, C I3 C ... e stazionaria nel senso che d n tale che [, = I,,41 = 142 = ...
In particolare ogni campo K e noetheriano perché gli unici suoi ideali sono 0 e K.

Teorema della base di Hilbert 1.2. (Basissatz). Sia R un anello.
R e noetheriano = R|z| é noetheriano

Dimostrazione (H. Sarges, 1976) Sia R un anello noetheriano e consideriamo (per
assurdo) un ideale I C R[x] non finitamente generato. Scegliamo f; € I di grado minimo.
Scegliamo poi fy € I'\ (f1) ancora di grado minimo e procedendo in questo modo troviamo
fe €I\ (f1,..., fr—1) di grado minimo. Sia n := deg fi e sia fr = ara™ + ... Abbiamo
ovviamente ny < ny <...e (a1) C (a1,a2) C .... Peripotesi 3 p tale che (aq,...,q,) =
(@1,...,ap+1) e quindi si puod scrivere a,4q1 = Zle b;a; con b; € R. Poniamo g :=
fpt1 = Db a™+17 7D, ;. Quindi il termine di grado massimo di g ¢

P
apyra"PT — E bia; 2"t =0
=1

da cui deg g < npy1. D’altronde g € I e g ¢ (f1,..., fp) (altrimenti f,41 € (f1,... fp))-
Questa ¢ una contraddizione perché f,4; era stato scelto come un polinomio di grado

minimo in I\ (f1,..., fp)-

Corollario 1.3. Sia R un anello.
R é noetheriano = R[x1,...,1,] € noetheriano
Dimostrazione Per induzione su n considerando che
Rlzy,...,2n] = Rlxy, ... xpn_1]2s]

Corollario 1.4. Sia K un campo. Allora K[xy,...,x,] é noetheriano.

La seguente proposizione sara utile in seguito.

! in ricordo di Emmy Noether (1882-1935)
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Proposizione 1.5. Se un ideale I di un anello noetheriano R & generato da (f;)ier
allora si puo estrarre dagli f; un numero finito di generatori f; ,..., fi.

Dimostrazione Scegliamo f;, € I. Se (fi,) Cx I allora scegliamo f;, € I tale che
(fiy) Cx (fiys fin)- Se (fiy»fin) Cx I allora scegliamo f;; € I tale che (fi,, fi,) Cx
(fiy, fis, fis). Cosi procedendo si trova ad un certo punto un numero finito di generatori
oppure si costruisce una catena ascendente di ideali non stazionaria contro 'ipotesi.

Per n = 1 "anello dei polinomi in una variabile gode di un’altra proprieta importante:
¢ un dominio a ideali principali (PID). Infatti per ogni ideale I di K|x| esiste f € KJz]
tale che I = (f). Quest’ultima proprieta permette di risolvere facilmente il seguente

Problema di appartenenza in K[z]. Dato un ideale I in K|z], esiste un algoritmo per
decidere se g € I 7

Infatti basta effettuare la divisione di g per il generatore f dell’ideale I. Abbiamo
g=qf +r condegr <deg f. rsidice il resto. Segue che g € I se e solo se il resto della
divisione di ¢ per f ¢ zero.

E naturale il seguente problema analogo

Problema di appartenenza in K[xy,...,2,]. Dato un ideale I in K[xy,...,x,], esiste
un algoritmo per decidere se g € I 7

Questo secondo problema ¢ complicato dal fatto che 'ideale I non ¢ necessariamente
principale e quindi occorre eseguire una divisione per tutti i suoi generatori fi,..., f.
Vorremmo trovare un’espressione g = ¢1 f1 + ... + qx fx + r e concludere che g € [ se e
solo se r = (. Per fare questo occorre generalizzare 1’algoritmo di divisione al caso di piu
polinomi. Prima di fare questo ¢ allora opportuno approfondire su quali concetti si basa
effettivamente il ben noto algoritmo di divisione per polinomi in una variabile.

L’algoritmo di divisione per polinomi in una variabile.

Dato un polinomio f(x) = apa™ + ap—12"" ' + ... + ag definiamo LT(f) := ana™
(leading term) e LM(f) := 2" (leading monomial). Ovviamente deg (f) = deg(LT(f)).
Per effettuare la divisione di g per f controlliamo se deg (LT(g)) < deg (LT(f)). In

caso affermativo il quoziente ¢ zero ed il resto ¢ uguale a g (¢ = 0- f + ¢g). In caso
. . LT(g) . N . _ LT(g)
negativo sommiamo 7z al quoziente (che ¢ inizialmente nullo), sostituiamo ¢ LT(f)f

al posto di ¢ e continuiamo come sopra. Questo ciclo ha termine perché ad ogni passo

deg <g — é;g% f> < deg g e quindi troviamo una successione strettamente decrescente di
gradi che ad un certo punto diventano minori di deg f.

Il risultato puo essere riassunto cosi:

Teorema 1.6. Dati g, f € K[x] esistono (unici) q, r € KJx] tali che g = fq+1r e
deg r < deg f. In piu esiste un algoritmo che determina q, .

Il lettore & invitato a verificare questo ben noto algoritmo nel caso ¢ = z* + = + 1,

f=222+24+1. Sitrovaq:%xz—ix—é,r:%x—l—%
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L’algoritmo puo essere sintetizzato nel modo seguente:

INPUT(g. f)
q:=0
ri=g

WHILE r#0 AND deg LT(f) <deg LT(r) DO

— LT(r)
4= 9+ I1(p)
— LT(r)
ri=r— T(f)

OUTPUT(q,r)

Osservazione. Il fatto che ogni ideale di K[x] é principale é una conseguenza dell’” algo-
ritmo di divisione. L’algoritmo euclideo per calcolare il MCD di due polinomi e basato
sull” algoritmo di divisione e permette di calcolare il generatore di un ideale se é noto un
insieme di generatori (necessariamente in numero finito per la noetherianita).

Esercizio.
i) Stabilire se 4+ 1e¢€ (:1;2 + x4+ 1).
ii) Stabilire se 3+ 422 +3x—6¢€ (:1;3 —3x 42,2 —1,2°% — 1).

L’algoritmo di divisione per polinomi in piu variabili. Ordini monomiali.

Uno dei fatti essenziali che assicura il successo dell’algoritmo di divisione per polinomi
in una variabile e che dati due leading term uno dei due e sempre divisibile per 'altro. In

m” & una relazione di ordine totale sui monomi in una

altre parole la relazione “z™ divide x
variabile, che si identifica con la relazione di ordine usuale sull’insieme dei numeri naturali.

Inoltre una successione di monomi che e strettamente decrescente sui gradi termina
dopo un numero finito di passi. Infatti I’ordine usuale sui numeri naturali ¢ un buon
ordinamento, cioé ogni sottoinsieme ammette un minimo.

Tra 1 monomi in piu variabili la relazione di divisibilita definisce soltanto un ordine
parziale. Ad esempio x non e divisibile per y e viceversa. Vogliamo definire alcuni or-
dini totali “ragionevoli” tra i monomi in piu variabili. I monomi appartenenti all’anello
K[xq,...,2y] sono in corrispondenza biunivoca con gli elementi di Z%,, infatti possiamo
identificare il monomio #® = x{* ... 2" con la n-pla (aq,...ap) dove a; sono interi non
negativi. Osserviamo che con queste notazioni @ - 2% = %%, Poniamo |a] = ", a;.

Definizione 1.7. Un ordine monomiale in Klxy,...,2,] é una relazione > su Z%, tale

che:

i) > é un ordine totale

ii) > e compatibile con la moltiplicazione, cioé Vo, [3,~ con a > 3 vale o +~v > 4~
iii) > & un buon ordinamento.

Scriveremo indifferentemente o > 3 oppure @ > 2.
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Lemma 1.8. Notiamo che in un qualunque ordine monomiale 1 < % Va.

Dimostrazione Altrimenti sarebbe 1 > % da cui moltiplicando per x® e usando ii)
della def. 1.7 segue 2 > %%, Continuando si trova la catena 1 > % > 22 > ... > 2% >

. in contrasto col fatto che ogni ordine monomiale € un buon ordinamento.

Corollario  1.9. Se z® divide 2” allora in un qualunque ordine monomiale * < z?.
Pertanto ogni ordine monomiale e un raffinamento dell’ordine parziale definito dalla divi-
sibilita.

Dimostrazione Per ipotesi 3 = o+ con v € Z%,. Dal lemma 1 < 27 e quindi dalla
ii) della def. 1.7 segue z® < 2977 = 27,

Osservazione. Dal corollario 1.9 segue che in K|[x] esiste un solo ordine monomiale che
é quello usuale.

E bene sapere subito che alcuni ordini monomiali sono preferibili ad altri dal punto
di vista computazionale, secondo le applicazioni a cui si ¢ interessati.
Ci sono tre ordini monomiali particolarmente importanti:

1 ) LEX ordine lessicografico: si definisce o >, 3 se in a — 3 il primo coefficiente non
nullo da sinistra e positivo. In particolare 1 > x5 > ... > 2, ed un monomio di grado 10
in x; € maggiore di tutti i monomi di grado 9 in 1 e minore di tutti 1 monomi di grado
11 in 4. Se il grado in 7 € uguale si guarda il grado in x2 e cosi via.

2 ) DEGLEX ordine lessicografico graduato: si definisce o >gegies 5 s€ >0 > > f3;
oppure se Y a; = »_ 3; ein a — 3 il primo coefficiente non nullo da sinistra & positivo.

3 ) DEGREVLEX ordine lessicografico inverso graduato: si definisce & >gegrevies 3 s€
da; > > B oppure se Y a; = > 3; ein a — [ il primo coefficiente non nullo da destra e
negativo.

I nomi LEX, DEGLEX, DEGREVLEX sono gl stessi usati dal sistema di calcolo simbolico Cocoa.

Vedremo che LEX & utile per eliminare variabili, (vedi§4) mentre DEGREVLEX &
ottimale per il calcolo delle sizigie.

Un ordine monomiale si dice graduato se +* > 2z quando |a| > |3|. DEGLEX e
DEGREVLEX sono graduati, mentre LEX non lo e.

Esempi.
2 2 2 2
7Y >lex TY Ty >degrevlex Ty
:1;2y22 >lex :1:y32 :1?2y22 <degrevlex $y32
Definizione 1.10. Siafissato un ordine monomiale esia f € Kz, ..., x,]. Il multigrado

di f é la n-pla massima tra quelle corrispondenti ai termini di f con Iordine prescelto e si

indica con MULTIDEG(f). LT(f) é il termine di f corrispondente alla n-pla massima.

Vediamo come possiamo impostare la divisione di f per fi,... fi. Vogliamo scrivere
f=a1fi+...4+apfr +r. Analogamente al caso dei polinomi in una variabile, chiediamo
che LT(r) non divida nessun LT(f;), vedremo pero che questo & troppo poco.
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Procediamo nel modo seguente:
— Poni p:= f (resto ausiliario)
— Dividi LT(p) successivamente per LT(f1),...,LT(fn) e quando questo & possibile
aggiungi LT (p)/LT(f;) all'i-esimo quoziente e sottrai fl%(ﬁ)) dal resto ausiliario p.
Quando LT (p) non é piu divisibile per nessuno tra LT(f1),..., LT(f;) allora aggiungi
LT(p) al resto e continua con p — LT(p) al posto di p.
L’algoritmo ha termine quando il resto ausiliario diventa nullo. Questo accade sempre
perché ad ogni passo il multigrado del resto ausiliario p decresce strettamente e 'ordine

monomiale scelto € un buon ordinamento.

Esempio 1.11. Dividiamo in K[z,y] con DEGLEX 2%y® 4+ 223y* —y + 1 per zy* —z e
y3 — 2. I LT del dividendo & x°y?® che é divisibile per xy*. Dividendo otteniamo x°y come
primo quoziente ed il resto ausiliario & x5y 4+ 22%y* —y 4+ 1 che ha 2%y come LT. 2%y non é
divisibile per nessuno tra i LT dei divisori, pertanto si aggiunge x%y al resto e si continua
a dividere partendo da 2x3y* — y + 1. Continuando otteniamo il seguente schema:

20y + 223y —y 4+ 1 vy — 2 y®> —x RESTO

Eseguiamo la divisione, scrivendo i resti ausiliari e le operazioni svolte sotto il divi-

dendo:

20y + 223y —y 4+ 1 vy — 2 y®> —x RESTO

2Sy® — 2By 25y

2Oy 4+ 223y —y + 1
203y? —y + 1 — z°y



Andando avanti:

20y + 223y —y 4+ 1 vyt — 2 Y3 —x

2Sy® — 2By 25y + 222

2Oy 4+ 223y —y + 1

203y? —y + 1 —

22%y? — 223

203 — y+1

0 —
da cul

2y 4+ 2% —y 4+ 1= (2y + 207 (2y? —

Se scambiamo 'ordine dei divisori otteniamo
20y + 223y —y 4+ 1 y -z  ay?—=x

2Sy3 — a7 x® 22

:1;7—|—2:1;3y2—y—|—1

203y? —y + 1 —

22%y? — 223

203 — y+1

0 —
da cul

RESTO
:1;6y
203 — y+1

:1;)—|—0(y3—:1;)—|—:1;6y—|—2:1;3—y—|—1

RESTO
27
20% — y+1

:1;6y3—|—2:1;3y2 —y—|—1:2:1;2(:1;y2 —:1;)—|—:1;6(y3 —:1;)—|—:1;7—|—2:1;3 —y+1

Quindi scambiando 'ordine dei divisori sia i quozienti che il resto cambiano.

Esercizio. Verificare che dividendo con LEX xy? —x per zy + 1 e y? — 1 otteniamo

vy —r=yley + 1) +0(y> = 1) —y —=

mentre scambiando 'ordine dei divisori:

vy’ — 2 = 0y + 1)+ 2(y? — 1)

Osserviamo dall’esercizio precedente che la condizione

resto della divisione di f per {fi,..., fn} = 0
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¢ una condizione sufficiente ma non necessaria affinché f € (f1,..., fn). Questo ¢ in con-
trasto con quanto accade per polinomi in una variabile. Ovvieremo a questo inconveniente
definendo un insieme opportuno di generatori per 'ideale (f1,..., fr), “adattato” all’ordine
monomiale scelto.

Il diagramma di flusso che descrive ’algoritmo di divisione per polinomi in pid variabili € il seguente:

INPUT(f1,-- s fu, f)

p=0 ? SI  OUTPUT(q,...,qn,7)

NO

Qualcuno tra LT(fl)

divide LT(p) 7

ST NO

se LT(f]) divide LT(p)

poni p=p— LT(p)
qj ::qj-l-%(ﬁ)) ri=r+ LT(p)
LT
p=p— LT((){;)) T



L’algoritmo di divisione per polinomi in pit variabili puo essere descritto in linguaggio strutturato

nel modo seguente:

INPUT(f1,... fn. f)
¢ :=0,...q,:=0,7:=0
p:=1
WHILE p # 0 DO
ii=1
DIV := FALSE
WHILE i <h AND DIV = FALSE DO
IF LT(f;) divide LT(p)THEN

— LT(p)
pi=p—fi* 1002
DIV :=TRUE

FLSEi:=14+1

IF DIV = FALSETHEN
r:=r+ LT(p)
p:=p—LT(p)

OUTPUT(q1,....qn. f)

L’algoritmo di divisione si riassume nel seguente risultato

Teorema 1.12. Sia fissato un ordine monomiale in K[xy,...,x,]. Siano dati

Fofiseoosfn € Klay, ... x,]

Allora esistono

iy qnyr € Klzy, ..., 2p]

tali che

i) f=Xafi+r

ii) nessun termine di r & divisibile per LT(f1),...,LT(f1).
iii) se qif; # 0 vale MULTIDEG f > MULTIDEG (¢; f;).

In pit esiste un algoritmo che determina ¢q,...,qn, 7.



2. IDEALI MONOMIALI E BASI DI GROBNER

Definizione 2.1. Un ideale si dice monomiale se puo essere generato da monomi.

Come corollario della prop. 1.5 abbiamo che ogni ideale monomiale e generato da un
numero finito di monomi (lemma di Dickson).
Con la notazione < f;,7 € I > intendiamo 'ideale generato dagli elementi f;.

Lemma 2.2. Sia I =< 2%, o € A > un ideale monomiale. Abbiamo che
P eI« 2%2” per qualche o € A

Dimostrazione < e ovvia.
er provare = scriviamo z” = 2 A secondo membro ogni termine e divisibile
P = s hia®@. A d b t
per qualche (9 pertanto tale proprieta deve rimanere vera anche a primo membro (dopo

ever effettuato tutte le cancellazioni).

Lemma 2.3. Sia [ un ideale monomiale. Sono equivalenti

i) fel

ii) ogni termine di f appartiene a I.

Dimostrazione ii) = 1) ¢ banale.

Per provare i) = ii) scriviamo f = ). f; (ogni f; ¢ un termine)= E]‘ g;m; (ogni m;
¢ un monomio in I). A secondo membro ogni termine appartiene a I, quindi questo e
vero anche a primo membro che ¢ ottenuto cancellando tra loro alcuni termini a secondo

membro.

Corollario  2.4. Due ideali monomiali sono uguali se e solo se contengono gli stessi

monomi.

Il corollario precedente permette quindi di identificare gli ideali monomiali con dei
sottoinsiemi di Z2,. Ad esempio gli ideali monomiali (2*, 2%y, y®) e (2y) in K[z,y] cor-

rispondono rispettivamente alle parti tratteggiate seguenti:

Da queste rappresentazioniil lettore interessato puo ricavare una dimostrazione diretta
del lemma di Dickson indipendente dal teorema della base di Hilbert (si veda [CLO]).
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Definizione  2.5. Un insieme di monomi B si dice una base minimale per un ideale

monomiale I se 1 monomi di B generano I e se nessun monomio di B divide qualche altro
monomio di B.

La seguente proposizione dovrebbe essere evidente dalle rappresentazioni grafiche de-
scritte sopra.

Proposizione 2.6. Sia [ un ideale monomiale. Allora esiste una unica base minimale
per I.

Dimostrazione L’esistenza di una base minimale segue subito prendendo un insieme di

generatori ed eliminando 1 monomi divisi da qualcun altro. L'unicita e evidente dal lemma
2.2.

Definizione  2.7. Sia I un ideale di K[xy,...,x,] e sia fissato un ordine monomiale.

Poniamo

LT(I) :={LT(H)|f € I}

L’ideale generato da LT(I) si indica con < LT(I) > e risulta allora un ideale mono-
miale.

Osservazione. Se I = (g1,...gx) allora < LT(I) > D (LT(g1),...,LT(gx)) ma puo
valere I'inclusione stretta come mostra il seguente

Esempio. Sia I = (:1;2 +y,z? — y) C K[z,y] con un qualunque ordine monimiale gradu-
ato. Alloray € I da cuiy €< LT(I) > mentre y ¢ (LT(:L'2 +y), LT (2? — y)) = (:1;2>

L’osservazione precedente motiva la seguente

Definizione 2.8. Un insieme (g1,...,9x) di elementi di I si dice una base di Grobner

per I se
< LT(I) >= (LT(gl)v SR 7LT(gk))

Proposizione 2.9. Ogni ideale di K[xy,...,x,]| ammette una base di Grébner.
Dimostrazione E sufficiente estrarre dall’insieme LT(I)un numero finito di generatori

per < LT(I) >. Questo ¢ sempre possibile per noetherianita (si veda la prop.1.5).

La dimostrazione precedente ¢ non costruttiva. Buchberger sviluppé nel 1965 (nella
sua tesi di dottorato) un algoritmo per calcolare effettivamente una base di Grébner a
partire da un insieme di generatori. Vedremo questo algoritmo nel §3

Teorema 2.10. Una base di Grobner per I genera I.

Dimostrazione
Sia ¢1,...,9%r una base di Grobner, pertanto < LT(I) >= (LT(¢1),...,LT(gx)).
Se f € I allora per l'algoritmo di divisione possiamo scrivere f = > a;¢; + r da cul
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r=f—> ag; € I ed in particolare LT(r) € (LT(g1),...,LT(gx)). Se fosse r # 0
allora dal teorema 1.12 LT(r) non e divisibile per nessuno dei LT(g;) e questa ¢ una
contraddizione con il lemma 2.2.

Esempio. Sia I = (:1;2 + 42, xy) C K[z,y] con I'ordine LEX. Una base di Grébner per I
e costituita da almeno tre elementi.

Infatti osserviamo che tutti i monomi di grado 3 appartengono ad I (e quindi anche

a < LT(I) >:

Ne segue che tutti i polinomi omogenei di grado 3 appartengono a < LT(I) >. Siccome
ogni monomio di grado > 3 ¢é divisibile per un monomio di grado 3, segue che ogni monomio
di grado > 3 appartiene a I (e quindi anche a < LT(I) >. Anche 2? e zy appartengono
a < LT(I) > e devono appartenere ad un qualunque insieme di generatori di < LT(I) >.
Infine notiamo che y* ¢ (2%, 2y) e quindi sono necessari almeno tre elementi come asserito.
La rappresentazione grafica di < LT(I) > ¢ la seguente:

Esercizio. Trovare una base di Grébner per I dell’esempio precedente (affronteremo di
nuovo questo problema nell’esercizio 3.2 1). L’utilita delle basi di Grébner e subito illus-
trata dal seguente:

Teorema 2.11. Sia G = ¢y,...,g; una base di Grobner per lideale I C Kxy,..., x,].
Sia f € K[xy,...,x,]. Allora esiste unicor € K[xy,...,x,]| tale che:

i) nessun termine di r é divisibile per qualche LT(g;)

ii) esiste g € I tale che f =g+

In particolare r € il resto della divistone di f per G.

Dimostrazione L'esistenza di r & mostrata dall’algoritmo di divisione (vedi teor. 1.12).
Per provare I'unicita consideriamo f = ¢’ + 1’ = g” +r". Allorar” —r' =¢' — ¢" € I da
cui LT(r" —v") e< LT(I) >= (LT(¢1),..., LT(gx)). Se r"" —r" # 0 allora LT(r" —r')
sarebbe divisibile per qualche LT(g;) e questo ¢ impossibile perché nessun termine di ' o
di " & divisibile per qualche LT(g;).
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Esercizi.

1) Sia I = (g1,92,93) C Rlz,y,z] dove g1 = 2y* — 2z +y, go = vy — 2%, g3 = v — y2*.
Utilizzando LEX, dare un esempio di ¢ € [ tale che LT(g) §7_f< LT(gl), LT(gz), LT(g;;) >.

2) Sia G = {$4y2 - 25, $3y3 -1, $2y4 - 22}. Provare che (G non & una base di Grobner per < G >
rispetto a DEGREVLEX.

3) Sial C I([l‘l N l‘n] un ideale principale. Provare che un sottoinsieme di [ & una base di Grébner

per I se e solo se contiene un generatore di 1.

Corollario  2.12. Quando si divide per una base di Grobner 'algoritmo di divisione
porta sempre allo stesso resto qualunque sia 'ordine dei divisori.

Pertanto secondo il corollario precedente esempi come 1.11 non possono capitare se si

divide per una base di Grobner. Di piu vale

Corollario 2.13. f € I < il resto della divisione di f con una base di Grobner di I ¢
Z€ero

Dimostrazione < & ovvia
= f = f + 0 nel teorema 2.11.

Il corollario precedente risolve quindi il problema di appartenenza posto dopo la prop.

1.5 se si conosce una base di Grobner.

Proposizione 2.14. Il resto della divisione di un polinomio f per una base di Grobner
di I dipende solo da I e non dalla base di Grébner scelta.

Dimostrazione Supponiamo di avere (con ovvie notazioni) f = > a;g;+r = > algi+r'.
Allora come nella dimostrazione del teorema 2.11 abbiamo che LT(r —r') sarebbe divisibile
per qualche LT(g;) ed anche per qualche LT(g;). Nessun termine di r — r’ puo essere
divisibile per qualche LT (g;) e per qualche LT(g; ) il che prova r = r'.

Definizione 2.15. Scriveremo f mod I per indicare il resto della divisione di f per una
base di Grobner di I. f mod I dipende solo dall’ordine monomiale, ed in particolare

fel<— fmodI =0

In Cocoa f mod I ¢ il resto della divisione di f per una base di Grobner di 1.
Esercizio. Sia f = a*y +y® e I = (2* +y?, 2y). Fissato l'ordine LEX, calcolare f mod I.

Osservazione. L’esercizio 3.2, 2) mostra che i quozienti non sono unici: I'unicita del resto
nella divisione e il massimo che si riesce ad ottenere.

Definizione  2.16. Siano f,g € K[x1,...,x,] e sia @7 = m.c.m.(LM(f),LM(g)).
Definiamo la S-coppia:
x’ x’

S ! g
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Notiamo che in S(f,g) i termini di multigrado ~ si cancellano mentre tutti gli altri

termini hanno multigrado < ~. Pertanto
MULTIDEG S(f,¢9) <

Una “ostruzione” a che {fi,..., fr} sia una base di Grébner ¢

T(5(fi, 1)) ¢ (LT(fr), .-, LT(fn))

Vedremo che questa e in sostanza 'unica ostruzione.

Lemma 2.17. Supponiamo di avere una cancellazione tra i LT di un insieme di poli-

. N . . . . t . -
nomi g;. Cioé supponiamo di avere una combinazione ) ., ¢;z%g; con ¢; € K, a; +

MULTIDEG ¢g; = ¢ (se ¢; # 0) e MULTIDEG (> c;x%g;) < 0. Allora, posto x%* :=

m.c.m.(LM(g;), LM (gr)) esistono c;i tali che

o~

t
Zcil'aigi = Z ik’ S (g5, gr)
i=1 k=1
In particolare ogni termine del secondo membro ha multigrado < ¢

Dimostrazione Poniamo LT(g;) := d;z”, quindi

ai+fi =4

Z _

Adesso x‘s_VikS(gj,gk) = 0=k <lﬁjkg,j — “/ﬁjkg’f> = (per (2.1)) = igj

d;x dpzPk

Quindi E - cirig; = El 1 cid; <x 1““) = (ponendo g¢41 = 0)

J j+1
= Ei—l Cidi <Z i <1: djgj -z - gj+1>> = (scambiando le sommatorie)

d.]+1

g1y,
= E j=1 1 €id; <1: T9; 2 , gj+1> = (usando (2.2))
d;

d.]+1
Ej:l i Cid; 20+ S(gj,gj_|_1) c.v.d.
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3. L’ ALGORITMO DI BUCHBERGER

Teorema 3.1. (Criterio di Buchberger, 1965) Sia I un ideale di K[xz,...,x,] generato
da (g1,...,g¢). Sia fissato un ordine monomiale.

il resto della divisione

(glv"'vgt)

s > diS(gi,g5)per (g1, g1)
e una base di Grobner per I

e zero Vi # J

La divisione di S(gi,g]‘) per (gl, .. -gt) puo essere effettuata prendendo g1, ..., ¢ in un ordine qua-
lunque; segue in particolare (vedi cor.2.12) che se il resto € zero in un ordine rimane zero in tutti gli altri
ordini.

Dimostrazione

= e ovvia da S(gi,g]‘) € [ e dal cor.2.13

< Sia f € I, voglio provare che LT(f) e< LT(gl), ce ,LT(gt) >. Per ipotesi abbiamo f =
E higi con multigrado (f) < macz (multigrado(higi)). Sia ¢ il minimo tra tutte le espressioni
f= Z hig; di max (multigrado(higi)). Se multigrado f = ¢ abbiamo concluso. Sia per assurdo
multigrado f < ¢ e poniamo m(@) := multigrado (glhl) Abbiamo:

f= Z hig; = (dove il massimo multigrado a secondo membro e (S)

= Z higi + Z higi = Z LT(hi)g; + Z (hi — LT(hi)) gi + Z higi

m(i)=4 m(i)<d m(i)=4 m(i)=4 m(i)<d

I monomi nella seconda e terza somma hanno multigrado < &. Quindi nella prima somma abbiamo
cancellazioni tra 1 LT dei g; e possiamo applicare il lemma 2.17. Pertanto possiamo riscrivere la prima
somma come combinazione dei S(g]‘,gk). A loro volta questi ultimi polinomi possono essere scritti nella
forma S(g]‘,gk) = Z a;jkg; per lalgoritmo di divisione (I'ipotesi & resto zero!). Siccome MULTI-
DEG (aijkgi) < MULTIDEG S(g]‘,gk) (si veda il teor. 1.12), risostituendo nell’ espressione iniziale
abbiamo f = E h;gl con tutti i multigradi a secondo membro < ¢. Pertanto ¢ non & il minimo. Questa

contraddizione conclude il ragionamento.

Esempio. Proviamo che (:1; — 2ty — 210> e una base di Grobner secondo LEX utilizzando
il criterio di Buchberger. Abbiamo la sola S-coppia S(x—z*,y—2') = Z(z —2z*) - Z—y(y —
A9 = ya —y2t — 2y + 2219 = 2219 — y2*. La divisione porta a:

e yz4 r — 2 Yy — 219 RESTO
p210 _ 14 »10 .

—yz4 L — 0

y24 _ 14
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0 — 0

Il resto & zero e quindi la condizione del criterio di Buchberger e verificata.

Osservazione critica. Nel corso della dimostrazione dell’implicazione < del criterio di
Buchberger abbiamo scritto S(gj,gx) = > aijrg; usando I'algoritmo di divisione. Perché
non si € fatto uso direttamente ndella definizione di S(gj,gx) che lo esprime come combi-

nazione di g; e g 7. Il punto é che la disuguaglianza

MULTIDEG (a;;19:) < MULTIDEG S(g;, gr)

non sarebbe stata soddistatta!
Esercizi 3.2.

1) Provare che G = {l‘ +z,y — Z} € una base di Grobner rispetto a LEX.

2) Dividere xy per * + 7, Yy — 2 (rispetto a LEX, si veda ’eserc. 1). Poi dividere xy per y — z, T + 2.
Nei due casi 1l resto e lo stesso, in accordo con la prop. 2.14, ma 1 quozienti sono differenti. Quindi
questo esercizio mostra che non si riesce ad avere 'unicita dei quozienti, in contrasto col caso dei

polinomi in una sola variabile.
3) Si calcoli S(f, g) rispetto a LEX nei seguenti casi:
a) f = 4dx?z — Ty?, g = xyz? 4 3zt
b) f =aly —2%,9g =322 —y
o) f=a"y?z 4 2ixyz, g =22 ylr +4
d) f=ay+23,9g=2*—32
4) S(f,g) dipende dall’ordine monomiale scelto?

L’algoritmo di Buchberger

Il criterio di Buchberger suggerisce un algoritmo per costruire una base di Grobner. Si considera
F = {fl, ceey fk} insieme di generatori di I. Indichiamo provvisoriamente con f mod F il resto della
divisione di f per gli elementidi F nell’ordine in cui sono scritti. Aggiungiamo ad I stesso tutti gli elementi
[S(fl, f]) mod F] e ripetiamo questa operazione col nuovo insieme F' (piu grande !). Continuando in
questo modo si ottiene corrispondentemente una catena ascendente di ideali monomiali data ad ogni passo
da < LT(F) >. Per Noetherianita la catena diventa stazionaria e questo vuol dire esattamente che dopo
un certo numero di passi [S(fl, f]) mod F] =0 V 1,J equindi per il criterio di Buchberger quando

I’algoritmo ha termine F' & una base di Grébner.

Formalmente abbiamo:

ALGORITMO DI BUCHBERGER (Versione inefficiente)
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INPUT F={f1,..., fx}

G =F
REPEAT
G =G

Y coppia{p, ¢} con p # ¢in G'DO
s := S(p,q) mod G’
IFs#0THEN G:=GU {s}
UNTILG=G
F:=G
OUTPUT F

In Cocoa il comando Gbasis([) calcola una base di Grébner di [ mediante una versione pitt efficiente
dell’algoritmo precedente (si veda [CLO] per approfondimenti). Precisamente viene calcolata la base di

Grobner ridotta (che vedremo nel teorema 3.6).

Esercizi.

1) Si trovi una base di Grobner per Uideale I = (2% + y*, xy) rispetto a LEX utilizzando
lalgoritmo di Buchberger.

2) Sia A = (a;;) una matrice n x m a scala a coefficienti reali e sia J C Rlzy,..., 2]
l'ideale generato dai polinomi E;”:l a;jx; per 1 <1 < n. Provare che i generatori di J
formano una base di Grobner rispetto all’ordine LEX dove le variabili dei pivot sono
maggiori rispetto alle altre.

Come corollario abbiamo il
3.3 Algoritmo per la soluzione del problema di appartenenza in K[xy,..., x,].

Dati f e I = (f1,..., fr) per sapere se f € I e sufficiente eseguire i seguenti passi:
1) Si calcola una base di Grobner G per I con l'algoritmo di Buchberger.
2) Si calcola il resto R della divisione di f per G.
3) Segue che f € I se e solo se R =0.

Esercizi.
1) Determinare se f = xzy® — 2% + y° — 2* appartiene all'ideale I = (—a® + y, 2%y —
Z).Suggerimento: utilizzando DEGREVLEX la base di Grobner di [ é costituita da 3 elementi,
mentre utilizzando LEX o DEGLEX 1 calcoli sono pitd complessi.

3

2) Determinare se f = 2%z — 2y? appartiene all’ideale I = (xz — y, 2y + 222,y — 2).

Definizione 3.4. Una base di Grobner G si dice minimale se
1) Vpe G p=a®+... (termini di multigrado inferiore), cioe se il coefficiente di LT (p)
el.

16



2) Vpe G LT(p) ¢< LT(G\{p}) >

Da ogni base di Grobner e sufficiente togliere elementi e poi normalizzare (dividendo
ogni elemento per il coefficiente del suo LT) per trovare una base minimale. In pratica
basta verificare se ogni LT(p) con p € G & divisibile per qualche LT (g) con g € G\ {p}.

Osservazione. Nel caso di polinomi in una sola variabile, una base minimale dell’ideale
(fi,...,fx) € data dal M.C.D. di fi,...,fr e l'algoritmo di Buchberger si riconduce
all’algoritmo euclideo per il calcolo del M.C.D.

Definizione 3.5. Una base di Grobner G si dice ridotta se
1) Vpe G p=a®+... (termini di multigrado inferiore), cioe se il coefficiente di LT (p)
el.
2) Vp € G nessun termine di p €< LT (G \ {p}) >

Osservazione. Base di Grobner ridotta = Base di Grobner minimale

Teorema 3.6. Sia I # 0 un ideale di K[xq,...,x,]. Sia fissato un ordine monomiale.
Allora esiste una unica base di Grobner ridotta per I ed il procedimento con cui si trova

(descritto nella dimostrazione) é costruttivo.

Dimostrazione

ESISTENZA
Partiamo da una base di Grobner minimale per I (ottenuta con l'algoritmo di Buch-
berger, togliendo poi gli elementi superflui). Chiamiamo un elemento g € G ri-
dotto per G se nessun termine di ¢ €< LT (G\{g}) >. Preso g € G poni-
amo ¢’ := gmod (G \ {g}) e consideriamo G’ := (G \ {¢}) U {¢'}. Osserviamo che
LT(g) = LT(g') perché, nella divisione di g per (G \ {¢}), LT(g) va nel resto essendo
G minimale. Inoltre ¢’ & ridotto per G’ e G’ rimane una base di Grébner minimale. In-
fine se un elemento era ridotto per GG rimane ridotto anche per GG'. Quindi procedendo
in questo modo dopo un numero finito di sostituzioni successive tutti gli elementi di-
ventano ridotti e si ottiene una base di Grobner ridotta (eventualmente dopo avere
normalizzato).

UNICITA
Notiamo subito che se G, G sono due basi di Grébner ridotte (e sufficiente che siano
minimali) allora LT(G) = LT(G) ed in particolare hanno lo stesso numero di elementi
(si veda la prop. 2.6 applicata a LT(I) ). Siano adesso g € G, g € G tali che
LT(g) = LT(g). Vogliamo provare che g = g.
Siccome g—g € I abbiamo g—¢ = 0 mod G. Ma LT(g) e LT(g) si cancellanoin g—g e

tutti gli altri termini non sono divisibili per nessuno degli elementi di LT(G) = LT(G)

perché G e G sono ridotte. Quindi eseguendo la divisione di ¢ — § per G (o per G)
tutti 1 termini vanno nel resto e si ottiene 0 = g — ¢ mod G = g — g c.v.d.

Osservazione. Nel caso di polinomi di grado 1 'algoritmo con cui si trova una base di

Grébner minimale coincide con Ieliminazione di Gauss (si veda [CLO] per i dettagli).
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4. 1L TEOREMA DI ELIMINAZIONE
E I’ INTERSEZIONE DI DUE IDEALI

Definizione 4.1. Sia I un ideale di K|zy,...,x,], si pone
Iy :=INK[xgq1,...,2Tn]
I}, contiene le “conseguenze” dei polinomi di I che coinvolgono solo le variabili xg4q,..., z,.
Teorema 4.2 (di eliminazione). Sia [ un ideale di K[x1,...,x,]. Sia G una base di
Grébner per I rispetto a LEX. Allora Gy, := G N K[xj41,...,2,] ¢ una base di Grobner
per Ii.
Dimostrazione Riordiniamo gli elementi di G = {g1, ..., ¢m } in modo che i primi r ele-

menti {g1,..., g, } formino Gy. Facciamo vedere che {¢g1, ..., g, } generano Ij. Dato f € Iy,
abbiamo che il resto della divisione di f per G & zero. Notiamo che LT(gr41), ..., LT (gm)
contengono termini dove compare qualche z1,..., x5 e quindi hanno multigrado maggiore
(per LEX) di ogni monomio di f. Pertanto ¢,4+1,...¢m non entrano in gioco nella divisione
di f per G erisulta f = >_!_, a;g; come volevamo.

Usiamo il criterio di Buchberger per provare che {g1,...,g,} ¢ una base di Grébner
per Ir. Se 1 < 5.k < r abbiamo S(g;,gx) € Ix. Per quanto visto sopra la divisione di
S(g;,9r) per G coincide con la divisione per Gy, quindi il resto della divisione & zero come
volevamo.

Esercizi.

a) Provare che se [ = (v —y,2? + y*) C K|z, y| allora I; = (y* + ¢?).

b) Provare che se = (—2® +y, 2%y — 2) C K[x,y, 2] allora I} = (y° — 2*) e I = 0.
In Cocoa il comando

Elim(x,I)

restituisce I'ideale ottenuto eliminando la z dall’ideale I. E utile anche la modifica Elim(l‘..y, I) dove
si eliminano tutte le indeterminate dell’anello comprese tra e Y (& necessario che x > y!).

Intersezione di due ideali

Vediamo adesso un algoritmo che permette di calcolare i generatori di (f1,...,fr) N
(91,-..,9s). Questo problema non ¢ banale perché nel caso (f) NI contiene il problema di
appartenenza “f € I ?7. Infatti f € [ < (f) NI = (f).

Siano I, J due ideali di K[zy,...,2,]. Definiamo tI come l'ideale di K[xy,..., a,,1]

generato da tf con f € I. Analogamente si pué6 definire (1 —¢).J. Vale la

Proposizione 4.3.
INJ=tI+(1-t)J)NKlx1,..., 2]
Dimostrazione
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C e ovvia scrivendo f =tf 4+ (1 —t)f
D Sia f(x) € [tI 4+ (1 —t)J]NK[x1,...,xy]. Pertanto f(z) = g(x,t) + h(x,t) con g € tI
e h € (1 —1t)J. In particolare

g(x,0) =0da cui f(z) =h(x,0) € J

h(z,1) =0dacui f(z) =h(z,1) €I
Quindi f € I N J come volevamo.

La proposizione precedente da un algoritmo per calcolare 'intersezione di due ideali.
Infatti se I = (f1,...,fr) e J = (g1,...,9s) allora si puo trovare una base di Grobner (e
quindi un insieme di generatori) di I N .J eliminando ¢ da

(tflv-- tfr’v( )glv--'v(l_t)gs)

utilizzando il teorema 4.2

L’algoritmo per 1l calcolo dell’intersezione di due ideali I e J & implementato in Cocoa come
Intersect(1,.J)

Intersection nelle versioni pit recenti di Cocoa.

Il minimo comune multiplo tra due polinomi f e ¢ si pud trovare come il generatore dell’ideale intersezione

comandi GCD(fl, ceey fk) e LCM(fl, ceey fk), applicabili anche a pit di due polinomi.

MC D e mem possono essere trovati in Cocoa con i

5. COMPLEMENTI SUGLI IDEALI DI UN ANELLO COMMUTATIVO

Sia A un anello commutativo con unita (ad esempio A = Kx1,...,2,]).
Se I,.J sono ideali di A allora I U .J non e un ideale in generale

(z,y €(z)U(y) max+y¢(z)U(y)).

Invece

I+J
InJ
IJ:=<ujliel,jed>
IJ ={a€AlajelVje} (5.1)

sono tutti ideali di A.
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Osservazione. Vale I.J C I N.J e l'inclusione puo essere stretta (esempio: I = J = (x)).

Definizione 5.1. Se X C K" é un sottoinsieme poniamo
I(X):={f e Klr1,....2,]|f(2) =0 Vae X}

E immediato verificare che I & un ideale di Klxy, ..., x,).

Poniamo

VI :={f € A|3n € N tale chef" € I}
VT si dice il radicale di T.
Lemma 5.2. VI & un ideale.

Dimostrazione Siano f € VI,g € K[zy,...,z,. Pertanto 3 n € N tale che f*,¢" €
I. Quindi (fg)" = f"¢™ € I, da cui fg € V/I. Utilizzando lo sviluppo del binomio di
Newton si verifica che (f + ¢)?" € I, da cui f 4+ g € V1.

Abbiamo le ovvie inclusioni:

IcVI (5.2)
IcJ=VIcVJ (5.3)

Esercizio 5.3. Se X C K" provare che \/I(X) = I(X).
Esempi. Se I = (2?) C K[z] allora /I = ().

Se I =< ay?z, 23w’ > allora VI =< ayz, zw >
Se I =< x® >4c4 ¢ un ideale monomiale, allora VI =< 2% > dove

{1seozi7é0
o =

Osea; =0

Esercizio 5.4. Provare che

VI =VInT=VInVJ

VI=VI
Lemma 5.5. Se I & primo allora /I = 1I.

Dimostrazione Sia f € VT e sia n il minimo intero tale che f* € I. Considerando che
f* = f-f* ! abbiamo f € I oppure f*~! € I. Se n > 2 questa & una contraddizione.
Quindin=1e f e l.

L’esempio seguente e particolarmente importante:

20



Esempio 5.6. Sia f: K — K? data da f(t) = (¢,t*,#*) e poniamo V := Im f C K?3.
V si chiama la cubica gobba, ed & parametrizzata dalle espressioniz =t, y =1%, z = 1> .
Adesso vogliamo provare direttamente che

(V)= (y—:z;z,z—:zj3)

cioé che un qualunque polinomio che si annulla su V & combinazione di y — 2% e z — 3.
Dato f € I(V), scegliendo I'ordine LEX con z > y > = ed applicando 'algoritmo di
divisione otteniamo f = (y — 2*)q1 + (2 — 2%)qa + r dove nessun termine di r & divisibile

per LT(y — 2?) =y o per LT(z — 2*) = 2. Pertanto r = r(z) da cui si ricava
0= f(t,t*,t*) =0+ 0+ r(t)

e quindi r = 0 come volevamo.

Esercizio. Sia V' C K? la cubica gobba. Provare che f = 2* — a*y € I(V) e trovare
esplicitamente una scrittura come combinazione lineare di y — 2% e z — 2®. Ripetere

Desercizio con f = z — xy, f = vz — y* (si veda anche 'esercizio seguente).

Esercizio. Provare che y —a? e z —2® costituiscono una base di Grobner di I(V') secondo

lPordine LEX con z > y > x.

Definizione 5.7. Se I ¢ un ideale di K[xy,...,x,] poniamo
V(I):={e e K"|f(x) =0 Vfel}

V(I) si dice una varieta algebrica affine.

Osservazione 5.8. Notiamo subito che se I = (f1,..., f,) allora

V() =A{zr € K"[fi(z) =... fr(x) = 0}
cioe V(I) coincide con il luogo degli zeri dei polinomi f1,..., fr.

Esempi. Se [ é un ideale principale generato da un polinomio f, scriviamo V (I) = V(f).
Queste varieta si chiamano ipersuperfici. Se deg f = 1 si tratta di varieta lineari, se
deg f = 2 allora V(f) si dice una quadrica. Per il teorema della base di Hilbert e
losservazione 5.8 ogni varieta algebrica e intersezione di un numero finito di ipersuperfici.
La cubica gobba dell’esempio 5.6 é una varieta algebrica, infatti coincide con V(I) dove

I=(y—a? z—2a?) (la verifica di questo fatto é immediata).

Osservazione. La cubica gobba C é una varieta algebrica affine. Infatti verifichiamo che
C=V({I)dovel =(y—a*z—2%). Sep=(x,y,2) € C allora 3t tale che p = (t,t*,#*) e
quindi p € V(I). Viceversa se p = (x,y,z) € V(I) alloray —2* =0 e z —2® = 0. Pertanto
posto t := x abbiamo p = (¢,t?,t%).

Approfondiremo lo studio delle varieta descritte da equazioni parametriche nel §8.
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Esercizio 5.9. Se I C J sono due ideali, provare che V(J) C V(I).
Esercizio 5.10. Provare che V(I + J)=V(I)NnV(J).
Esercizio 5.11. Provare che V(I) = V(\/I).

Esercizio 5.12. SiaV C R? la curva parametrizzata da (t,t™,t") per n,m > 2. Provare
che V' é una varieta affine e calcolare I(V').

6. LA TOPOLOGIA DI ZARISKI SU K"

Lemma 6.1.
i) V((1)) =10
0) = K
(fiyeo s fr) N V(g1 y9s) = V(f1,o oo frog1,. oo, gs). In generale V(I) NV (J) =
VI +J) eNaeaVla) =V(2X,cala)
i) V(fi,.. ., ) UV(g1,....95) =V ((..., figj,...)). In generale V(I)UV(J) =V (IJ).

Quinds le varieta algebriche affini soddisfano gli assiomi degli insiemi chiust per una
topologia su K".

Dimostrazione i), ii), iii) seguono subito dalle definizioni. Per provare iv) notiamo
che I,J D IJ e quindi V(I)UV(J) C V(IJ). Viceversa sia x € V(I.J). Se per assurdo
¢ V(I)eax ¢ V(J) allora 3 ¢ € I tale che i(x) #0e 3 j € J tale che j(z) # 0.

Pertanto ij(x) # 0 che ¢ una contraddizione.

Definizione 6.2. La topologia su K™ che ha per chiusi le varieta algebriche affini V (I)
si dice topologia di Zariski.

Esempio. I chiusi della topologia di Zariski in KK sono gli insiemi finiti. Se K é infinito
questa topologia € T'1 ma non di Hausdorft.

Per rendersi conto di quanta cautela occorre lavorando con la topologia di Zariski, il lettore puo
verificare che l’applicazione somma s: R X R — R definita da S(l‘, y) = 2 + Yy non e continua se

definiamo su R la topologia di Zariski e nel dominio di $ la topologia prodotto.

Proposizione 6.3.

VIHuV()y=V({InJ)

Dimostrazione
“C” Abbiamo I, J D INJdacui V(I)UV(J) CcV(INJ)
“D” Abbiamo IJ C INJ dacui V(IJ) D V(INJ). A questo punto e sufficiente utilizzare

il lemma 6.1 iv).
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Esercizio 6.4. Sitrovi I C Rlz,y, 2] tale che V(I) C R? consiste nell’'unione del piano

{z = 0} con l'asse delle z.
Osservazione. Vale X C V(I(X)), infatti se 2 € X allora f(z) =0Vf e I(X).
Lemma 6.5. Se W é una varieta algebrica affine allora W = V (I(W))

Dimostrazione Sia W = V(J). Abbiamo che se f € J allora f(z) =0 Ve € W
e quindi J C I(W). Pertanto W = V(J) D V(I(W)). L’altra inclusione ¢ stata vista
nell’osservazione precedente.

Piu precisamente abbiamo la

Proposizione 6.6. Se S C K" ¢ un sottoinsieme allora V(I(S)) = S (chiusura secondo
la topologia di Zariski)

Dimostrazione Abbiamo gia visto che S C V(I(5)) e quindi S C V(I(S)). Viceversa
consideriamo che I(S) C I(S) e quindi V(I(S)) C V(I(S)) = S per il lemma 6.5.

Corollario 6.7. Sia § C K" con la topologia indotta. Allora ogni catena discendente
di chiusi in S € stazionaria.

Dimostrazione Si pué supporre S = K". Se Cqy D Cy D C5 D ... allora I(Cy) C
I(Cy) C I(C5) C ... e per noetherianita quest’ultima catena é stazionaria. Dal lemma 6.5
segue la tesi.

Uno spazio topologico in cui ogni catena discendente di chiusi é stazionaria si dice noetheriano. Si
potrebbe definire la dimensione di uno spazio noetheriano come la massima lunghezza di una catena di

chiusi irriducibili. Tale definizione perd non é operativa. Riprenderemo la definizione di dimensione nel

§19.

Osservazione 6.8. Se J e un ideale di K[xq,...,x,] vale
J CI(V(J))

infatti se j € J allora j(x) =0 Va € V(J). In questo caso pero l'inclusione puo essere

stretta, come mostrano i due esempi:

J=(2*) CR[z] = I(V(J))=I(origine) = (z) Dx (z*)=J (6.1)
J=(@E+1)CRz] = IVUJ)=I0)=(1)Dx (2> +1)=J (6.2)
Il primo esempio (6.1)porta a considerare che:
Lemma 6.9. Se J ¢ un ideale di K[z, ...,2,] vale VJJ C I(V(J)).

Dimostrazione Dall’osservazione 6.8 J C I(V(J)). Basta applicare (5.3) ed il fatto
che \/I(V(J)) = I(V(J)) (eserc. 5.3).

Il secondo esempio (6.2) & di natura diversa da (6.1) ed e legato al fatto che R non &

algebricamente chiuso. Infatti vale il
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6.10 Teorema degli zeri di Hilbert (Hilbertnullstellensatz). Sia K un campo
algebricamente chiuso e sia J un ideale di K[x1,...,x,]. Allora

VI =I(V(J))

Dimostreremo nel §9 il teorema degli zeri di Hilbert.

Definizione 6.11. Una varieta algebrica affine V-C K" si dice riducibile se V.=V, UV,
con V; sottovarieta proprie. Altrimenti si dice irriducibile.

Teorema 6.12. Sia V una varieta algebrica affine
Ve irriducibile <= I(V')é primo

Dimostrazione

= Sia fg € I(V) e poniamo V; := VN V(f), Vo := VN V(g). Se f ¢ I(V) allora
VA\ V1 # 0. Preso z € V\ Vj abbiamo f(z) # 0 e quindi g(z) = 0, cio¢ « € V. Quindi
V=V,UV; eperlipotesi V=V, dacui VCV(g)egelIlV).

< Sia per assurdo V = V5 UV, con V; sottovarieta algebriche proprie. Pertanto esistono
felIVi)\I(V)yege I(Va)\ I(V) da cui fg si annulla su V3 UV, = V. Quindi
fg € I(V) e per l'ipotesi f € I(V) oppure g € I(V).

Corollario  6.13. Sia K algebricamente chiuso. C’é una corrispondenza biunivoca
naturale tra varietd algebriche ed ideali radicali di K[x1,...,x,] data da W — I(W) con
inversa J — V(J). La corrispondenza porta varieta algebriche irriducibili in ideali primi e

viceversa.

Dimostrazione La prima parte dell’enunciato segue direttamente dal teor.6.12. Se W
é una varietd irriducibile allora I(W') é primo per il teor.6.12 e V/(I(W)) = W per il lemma
6.5. Se J é un ideale primo I(V(J)) = /J = J per il teorema 6.10 ed il lemma 5.7. Quindi
V(J) é irriducibile per il teorema 6.12.
Esercizi.
i) Sia f un monomio. Provare che V(f) é dato dall’'unione di sottovarieta lineari di
codimensione 1.
ii) Descrivere V(I) dove I = (zy,xz) C Klz,y, 2]
iii) Sia I un ideale monimiale. Provare che V(I) é dato dall'unione di sottovarietd lineari.

7. INTERPRETAZIONE GEOMETRICA DI I:J

Vediamo ora a quale varieta corrisponde l'ideale quoziente I:.J. Questo studio ci permet-
tera anche di vedere una delle prime applicazioni del Nullstellensatz.
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Lemma 7.1. Siano I e J ideali in K[xy,...,x,]. Allora
IJCcI(V(DH\V(J]))

Dimostrazione Sia f € I.J e x € V(I)\ V(J). Dobbiamo provare che f(x) = 0. Per
ogni g € J abbiamo fg € I e quindi f(x)g(x) = 0. Siccome x ¢ V(.J) deve esistere g € .J
tale che g(x) # 0 e quindi segue f(z) =0 c.v.d.

Proposizione 7.2. Siano I e J ideali in K[xzy,...,z,]. Allora
V) D V(L) D V(I)\V(J)

Se in pit K ¢ algebricamente chiuso e I = /T allora

V(I:J)=V(DH\V(J])

Dimostrazione Dal lemma 7.1 e dalla proposizione 6.6 considerando V' di entrambi i
membri segue subito V(I:J) D V(I)\ V(J) e quindi la prima parte.
Per provare la seconda parte é sufficiente provare l'inclusione opposta nel lemma 7.1 ed
applicare ancora la prop. 6.6. Sia dunque h € I(V(I)\ V(.J)), per provare che h € I:.J
scegliamo un qualunque g € J. Allora hg si annulla su V/(I) = (V(I)\ V(J)) U V(J)
perché h si annulla su V(I)\ V(J) e g si annulla su V(.J). Pertanto per il Nullstellensatz
6.10 hg € I(V(I)) = /I = I. Ne segue che h € I: J c.v.d.

Teorema 7.3. SianoV e W varieta di K™. Allora
IV I(W)=I(V\W)

Dimostrazione Basta applicareil lemma 7.1 al caso I = I(V) e J = I(W) ed otteniamo
I(V):I(W) C I(V\ W) (si veda anche il lemma 6.5). Viceversa se f € I(V \ W) e
g € I(W) allora fg siannullasu V. C (V\W)UW e quindi fg € I(V)e f e I(V): (W)
per definizione di ideale quoziente.

Il seguente teorema fornisce uno strumento per il calcolo esplicito dei generatori di

I:J.

Teorema 7.4. Sianol e J = (g1,...,9x) due ideali di K[xy,...,x,]. Allora
i) I:.J=nk I:(g:)
hq

ii) Se hy,...,h, é un sistema di generatori per I N (g;) allora YRR ’;—f generano I: (g;).

Dimostrazione
i) segue subito dalle definizioni
ii) Ovviamente % € I:(g;). Prendiamo dunque f € I:(g;). Pertanto fg; € I N (g;) ed
esistono rq,...r, tali che fg; € E§:1 rjh; e dividendo per g; abbiamo la tesi.
Algoritmo per il calcolo di I:J
Se conosciamo I = {f1,...,f,} e J = (¢1,...,¢gx) dalla prop. 4.3 possiamo calcolare
dei generatori per I N (g;), da ii) del teorema 7.4 troviamo dei generatori per I:(g;) ed
usando ancora la prop. 4.3 e i) del teor. 7.4 troviamo dei generatori per I:.J.

L algoritmo per il calcolo di I:.J & implementato in Cocoa e I'ideale I: .J si trova come Colon(1,J).
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Esempio. Sia I = (f,g) = (¢ — 2y,2z — y?) C Rlz,y,z]. Si vede subito che la retta
L ={y = z = 0} é contenuta in V(I) e che V(I) = LN C dove C é la cubica gobba
dell’esempio 5.9. Posto J = (y,z) allora V(I:J) é la cubica gobba C. Su C questo segue
dalla prop.7.2, ma in questo caso il risultato é vero anche su R. La cubica gobba e la retta
L sono un esempio di “varieta legate”.

8. IL RISULTANTE

Sia R un dominio a fattorizzazione unica (UFD). Ricordiamo dai corsi di algebra il teorema
di Gauss per cui

R UFD = R[z] UFD

Teorema 8.1. Siano F,G polinomi in R[x] di gradi rispettivamente f, g > 0.

1 A B digradirisp.g—1,f —1
F. G hanno un fattore irriduc. in comune <=

tali che AF + BG =0

Dimostrazione

=— Sia F' = afy, G = ag;. Poniamo A := g1, B := —f;. Allora abbiamo Af + Bg =
giafi — fragy = 0. Se deg A, deg B sono minori di quanto e richiesto basta moltiplicare
A e B per lo stesso fattore.

<= Per ipotesi AF = —BG. Quindi ogni fattore irriducibile di G divide A oppure
F. Siccome deg A = g — 1 allora esiste un fattore irriducibile di G che divide F', come
volevamo.

Adesso l'introduzione del risultante ¢ semplice. Il problema ¢ di trovare condizioni
per cui due polinomi F, G € R[z] hanno un fattore in comune.

Si considera come incognite: A := agrd 4+ ..+ ag—2% + ag_1 B := boxf=1 4+ ...+
bf_gx + bf_l

e si pone la condizione

AF + BG =0 (8.1)

Questo e un sistema lineare con f + ¢ incognite e f 4+ ¢g equazioni. Il determinante della
matrice di (8.1) e il risultante di F' e G.
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Posto F := fox! + ..., G := gox? + ... il sistema (8.1) diventa:

ao fo+ bo fo =0 coeff. di pft9-1
ao f1 + a1 fo bo f1 + b1 fo =0 coeff. di zft9-2
ag—1 fr+ by_1gy =0 coeff. diz?

e la sua matrice ¢

fo go

f1 fo g1 dgo

fr fo g4 9o
fr g

Per comodita di scrittura si scrive il risultante come il determinante della matrice

trasposta, cioe si pone:

fo fr .. fy
fo

fo fi o Sy
Res(f,g,x) :=det|go ¢1 ... ... gy

go

go g1 g
Teorema 8.2. Sia R un UFD.

fyg € Rlx] hanno un fattore in comune di grado > 1 <= Res(f,g,x) =0

Dimostrazione

— Se fosse Res(f,g,x) # 0 allora consideriamo il sistema (8.1) nel campo dei quozienti
di R. Dalla teoria dei sistemi lineari l'unica soluzione di (8.1) & quella nulla.

<= Nel campo dei quozienti esiste una soluzione di (8.1) non nulla. Moltiplicando per il

denominatore comune si trova una soluzione a coefficienti in R.
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Esempio. Siano
F=2a2>—42+3

G=2>—-6z+5

che hanno a comune il fattore x — 1. Infatti

1 —4 3
1 -4 3
Res(f,g,2) = =0
1 -6 5
1 -6 5

Il risultante di due polinomi F' e (G rispetto alla variabile & & implementato in Cocoa con il comando

Resultant(F, G, x)
Esercizio. Verificare se i polinomi z° + z + 1 e 2* + 2® + 1 hanno una radice in comune.
Definizione 8.3. Discr(f) := Res(f, f',x) si dice il discriminante di f.

Il discriminante del polinomio monico f(x) = «™ + An_12" "V 4 ... 4+ ag é nullo se e
solo se f ha una radice doppia.

Esempi. Se f = ax? 4 bx + ¢ allora Discr(f) = a(4ac — b*). Se f = 2® + px + q allora
Diser(f) = —(4p® + 27¢%)

Teorema 8.4. Dati p,q € R[x] esistono due polinomi A, B € R|[z] tali che Ap + Bq =
Res(p, q, )

Dimostrazione Se Res(p,q,x) = 0 la tesi e ovvia prendendo A = ¢ e B = —p. Se

Res(p,q,x) # 0 scriviamo il sistema lineare (analogo di (8.1)) Ap + Bg = 1 con incognite
0

A, B. Si trova un sistema lineare quadrato di ordine deg p+ deg ¢ con termine noto

0
1

e determinante della matrice dei coeflicienti Res(p,q,x) # 0. Risolvendo il sistema con
la regola di Cramer nel campo dei quozienti di R troviamo A e B soluzioni che hanno a
denominatore Res(p, ¢, x). Posto A = ARes(p,q,x) e B = BRes(p,q,x) si ottiene la tesi.

Teorema 8.5. Siano f,g € K[xzy,...x,] di grado positivo in xy. Allora
i) Res(f,g,21) € (f,9) N K[xa,...,2,] (che si dice il primo ideale di eliminazione)
ii) Res(f,g,x1) =0 <= f, g hanno un fattore a comune di grado positivo in x;

Dimostrazione Consideriamo f,g € K[xa,...x,][x1] . Allora per il teorema 8.4 e-
sistono due polinomi A, B € K[xg,...x,][x1] tali che Af + Bg = Res(f,g,x1). Quindi
Res(f,g.@1) € (f,9) N K2z, ... 2a].
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La seconda parte e esattamente il teorema 8.2.

Osservazione critica 8.6. Il risultante di due polinomi in pit variabili rispetto ad x4
calcolato per un valore assegnato delle variabili rimanenti pud essere diverso dal risultante
che si ottiene sostituendo subito i1 valori assegnati. Infatti nel secondo caso 1 gradi possono
diminuire. Questa osservazione é cruciale per la comprensione della dimostrazione del
teorema di estensione del §9. Ad esempio se F(x1,13) = (2 —5)a1 + 6 e G(x1,22) =
2323 — (g —2)x1 +5x2 allora Res(F(x1,0), G(21,0),21) = —12 e Res(F, G, 21 ){za=0} = 60

Dal teorema 8.5 1) sorge spontanea la domanda se, dati f,¢g € K[z,y], il polinomio in
y Res(f,g,x) & il generatore dell’ideale principale (f,g) N K[y]. L’ esempio seguente da
una risposta negativa.
Esempio.Siano f = 22 +y* — 1, g = 2® + y* — 1, ci si propone di calcolare (f,g) N K|[y]
cioe il primo ideale di eliminazione di f e ¢. Il procedimento “intuitivo” per eliminare la
x e 1l seguente:
21—y mod [
P =1y mod [
e quindi (1 —y?)> — (1 —y ) € I. Infatti esplicitamente
(1 —y?)? — (1 —y?)? [ y?)? — :1;6] — [(1 —y3)? — :1;6]. Sviluppando la prima
parentesi come differenza di 2 cubi e la seconda come differenza di 2 quadrati otteniamo
che 'espressione precedente e uguale a:

(1= —2?] [A=*) +221 =)+ - [(1-¢°) =] [A—¢*) +2°] =

— f [_(1 o y2)2 o 1}2(1 o yZ) o 1}4] —I-g[l o y3 _I_ 1}3]
L’espressione precedente coincide con Res(f, g, ) a meno del segno. (1—y?)%—(1—y*)?
appartiene al primo ideale di eliminazione di f e ¢ ma non e il generatore. Infatti, posto

ply) == 92(293 +2y? —y — 3) = U=y )l:él_y )~ §i trova

(f,9) N Kyl = (p(y)) (8.2)

quando non ¢ affatto evidente dalle espressioni precedenti che p(y) € (f,¢g).
Per provare (8.2) consideriamo 'ordine LEX con @ > y ed utilizziamo 'algoritmo di

Buchberger. Abbiamo:
S(f.g)=af —g=ay’ —v -y’ +1=tc(z,y)

S(fvc) mOd{fvgvc}: (yzf—xc) mod{f,g,c}:yzf—xc—f—yc:
=ay —o+2y" —y' —y+1=d(z,y)
S(C,d) mod {fvgvcvd}: (C—yd) mod {fvgvcvd} :c_yd_d:: _p(y)
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Risostituendo:
ply) = —c+(y+1)d=—c+(y+1) (y'f = (z +yle—f) =

=—(af—-g)+w+1) (W f—(x+y)af—9)—f) =
=flre+w+D =2 —ay— D]+ g1+ (1 +y)(a+y)]

ed adesso ¢ facile verificare che p(y) genera (f,g) N Ky].

Calcolando tutti 1 resti delle restanti S-coppie ed eliminando gli elementi superflui si
determina una base di Grobner ridotta per (f,g) che e data da {f(x,y),d(z,y),p(y)}. Si
puo quindi applicare anche il teor. di eliminazione 4.2.

Osservazione. L’esempio precedente illustra il fatto generale che il calcolo con 'algoritmo
di Buchberger di un base di Grobner a partire da un insieme di generatori da anche le
espressioni degli elementi della base di Grobner come combinazione dei generatori. Questo
algoritmo e analogo all’ algoritmo euclideo, con cui dati due interi a, b si determina
MCD(a,b) = d e si trovano contemporaneamente due interi x, y tali che d = ax + by. (si
veda ad esempio [Chi], I, cap. 3)

Esempio. Un altro esempio analogo al precedente (ma pit semplice) si ha considerando
f=ay—2,g=ay—1. In questo caso Res(f,g,x) = y mentre (f,g)NK[y] = (1). Notiamo
che abbiamo anche Res(f,q,y) = x.

9. IL TEOREMA DI ESTENSIONE
E LA DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA DEGLI ZERI

Notiamo che dati due qualunque polinomi f, ¢ € KJz,y], i punti di coordinate (x,y) ap-
partenenti a V(f, g) hanno la seconda coordinata che annulla ogni polinomio ¢(y) nell’ideale
di eliminazione. E interessante chiedersi il viceversa, cioe ogni radice yo del polinomio gen-
eratore dell’ideale di eliminazione corrisponde a qualche (x0,y0) € V(f,g) 7 Nell’esempio
precedente la risposta e affermativa ma aumentando il numero delle variabili ci vogliono
delle ipotesi opportune. Questo problema va sotto il nome di problema di estensione delle
soluzioni.

L’esistenza di alcune difficolta e illustrata dal seguente esempio in tre variabili.
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Esempio. Siano f =2y — 1,9 := 2z — 1 € K{x,y, z] Eliminando la x troviamo y — z =
—yg+ zf che é un generatore del primo ideale di eliminazione. Preso il punto di coordinate
(y,z) = (a,a) questo si estende a (%, a,a) € V(f,g) se a # 0 ma se a = 0 la soluzione non si
estende! Il motivo e che il coefficiente di « si annulla per (a,a) = (0,0). Geometricamente
la soluzione ¢ andata all’infinito, vedremo infatti che nel proiettivo 'eliminazione ¢ pit
semplice da trattare.

9.1 Teorema di estensione.
(Teorema fondamentale della teoria dell’eliminazione, caso affine).

Sia K un campo algebricamente chiuso. Siano

f1:= gl(:z:g,...,xn)xivl +...

fri= gk(:z:g,...,xn)xiv"“ +...

polinomi in K[xy,...,x,] e sia [ = (f1,...,fr). Posto I := I N K[xg,...,x,], sia
(az,...,a,) € V(I1) “soluzione parziale”. Se (az,...,an) ¢ V(g1,...,9x) allorad a3 € K
tale che (ay,az2,...,a,) € V(I)

Dimostrazione
Possiamo assumere (rinumerando eventualmente f1,..., fr) che ¢1(as,...,a,) # 0. Intro-
duciamo delle nuove indeterminate us, ..., u e consideriamo

Res(fr,usfo+ ...+ urfr,v1) = Aft + Bluafe + ... + urfr) :Zhaua

dove u® =uy?.. . uy* AB € Klug, ... ,up,1,...,2,] ho € Klza,...,2,]
Sviluppando 'ultima uguaglianza si ottiene h, € I e quindi ho(az,...,a,) = 0 V.
Sostituendo eventualmente f con fo := fo + 2 f;i (N > 0) possiamo supporre che
g2(az,...,a,) # 0 e che fy ha grado in x; maggiore di fs,...,f,. Lavoriamo adesso
in K[xy,us,...,ug] sostituendo (x3,...,2,) = (az,...,a,). Allora

Res(fl,u2f2 + ...+ ukfk7 xl)|(1:2,...,1:n)=(a2,...,an) =0 (91)

Siccome 1 leading term in z1 di f1 e di us fo 4. ..+ ug fr non si annullano quando sostituisco
(x2,...,24) = (ag,...,a,) posso dire che l'espressione (9.1) coincide con il risultante tra
T\ (eorzn)=(as,an) € U2f2 + oo T Uk Tk (g, 20)=(as,...,a,) Bell'anello Kz, ua, ... ug] (si
veda l'oss. critica 8.6). Per il teorema 8.5 ii) segue che f1 e uafs + ... + upfr in
Klzy,uz,...,u;] hanno a comune un fattore F di grado positivo in 1. Siccome F|f;
abbiamo F € K[zq] e quindi F divide anche f5,..., fr. Per ipotesi K ¢ algebricamente
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chiuso, quindi esiste a1 € K tale che F(a;) = 0 da cui fi(a1,az2,...,a,) = 0 e quindi

(a1,a3,...,ay) € V(I) come volevamo.

Vediamo ora come utilizzare il teorema di estensione per provare il teorema degli zeri
di Hilbert enunciato in 6.10.

Come passo intermedio, importante di per sé, si prova che il teorema degli zeri equivale
ad una versione “debole” (qui il teorema di estensione ancora non interviene). La versione

debole segue poi facilmente dal teorema di estensione.

9.2 Nullstellensatz debole. Sia K un campo algebricamente chiuso e I un ideale di
Klzy,...,2,]. Abbiamo

V) =0 <= I=Klzy,...,2,]
Proposizione 9.3.

Nullstellensatz<—=> Nullstellensatz debole

Dimostrazione

— 7 Sia V(I) = (), allora per il Nullstellensatz /T = (1) da cui I = (1). Il viceversa &

evidente.

<" Sia f € I(V(f1,...,fs)). Vogliamo provare che esiste m tale che f™ € (f1,..., fs).

Sia I := (fi,.-  fs, 1 —yf) C K[z1,...24,y]. Affermo che V(I) = (. Se per assurdo

esiste Py := (a1,...,an,y0) € V(I) allora in particolare fi(a1,...,a,) = 0, e quindi
(ar,...,an) € V(f1,..., fs) dacul f(a1,...,a,) = 0 Pertanto 1 — yf vale 1 nel punto
Py e questa ¢ una contraddizione.

Per il Nullstellensatz debole segue I = K[xy,...2,,y], da cui

122?1(1'177$nay)fz‘|‘Q($177$nay)(1 _yf)

Sostituendo y = 1/f abbiamo

1= Zpi(:lil,---al'na%)fi

I termini della somma a secondo membro sono funzioni razionali aventi a denominatore
qualche potenza di f. Raccogliendo sotto un unico denominatore si ottiene:

Fr=Y pilar,.. . wa)fi

come volevamo.
Esercizio. Sia J = (:1;2 +yr -1,y — 1) C Rlz,y]. Trovare f € I(V(J)) tale che f ¢ J.

Dimostrazione del Nullstellensatz debole 9.2
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Se n = 1 il teorema e vero perché K é algebricamente chiuso, quindi ragioniamo per
induzione su n. Se V(I) = V((f1,..., fr)) = 0 vogliamo provare che (fi,..., fr) = (1).

Possiamo assumere che

filer, ... an) = cixivi + ...
con ¢; # 0. Infatti consideriamo 'automorfismo ¢ di K|xq,...,z,] definito da

1 = 21

To Hr XTo + agxy

Ty > Ty + AnTy

con dz,...,a, da determinare (I'inversa di ¢ si ottiene cambiando i segni precedenti da +
a —. Abbiamo V($(f1).....6(fi)) = 0 perché 6(f)(zr....20) = F(3(x1).....6(xn)) ed
ovviamente:

I=(1) <= o(l)=(1)
S a

Sia ¢(2%) = galasz, ..., an)x] + ... (termini di grado inferiore in 1) e quindi ¢(f;) =
ci(az,. .. ,an)xivi
in modo che ¢;(as,...,a,) # 0 Adesso possiamo applicare il teorema di estensione 9.1. Se
fosse V(I1) # 0 avrei anche V(I) # ) che ¢ una contraddizione. Quindi V(I;) = 0 e per
I'ipotesi induttiva 1 € Iy C [ c.v.d.

+ ... (termini di grado inferiore in 7). Basta quindi scegliere as, ..., a,

La dimostrazione del teorema degli zeri 6.10 e cosi completa.

Lemma 9.4. La base di Grébuer ridotta dell’ideale (1) e data da {1} per ogni ordina-
mento monomiale.

Dimostrazione L’enunciato € evidente dalla unicita della base di Grobner ridotta.
Dal Nullstellensatz (debole) segue in particolare

9.5 Algoritmo di consistenza. Siano fi,..., fs € K[zy,...,z,] con K algebricamente
chiuso. Vale:

La base di Grobner ridotta
Il sistema fi(x1,...,2,) =0
= dell’ideale (f1,..., fs)
ha una soluzione
non ¢ uguale a {1}

Teorema 9.6. Sia K algebricamente chiuso. Gli ideali massimali di K[x1,...,2y] sono
tutti e soli quelli della forma (x1 — a1,..., &, — ay)
Klz1,...,x5]

Dimostrazione Abbiamo e ~ K e quindi (1 — a1,...,2, — Gy ) € mas-

_a17~~~7xn_an)
simale. Viceversa sia I un ideale massimale. Dal Nullstellensatz debole 9.2 abbiamo che

eSiSte (a17 o 7an) € V(I) Pertanto
IcIV() CI(ar,...an) = (21 —a1,... x5 — ay)
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e per la massimalita vale I'uguaglianza.

Corollario  9.7. Sia K algebricamente chiuso e sia V. C K" una varieta algebrica
affine. Allora gli ideali massimali di K[x1,...,2,]/I(V) sono tutti e soli quelli della forma
(x1 —ay,...,xn —ap) con (ay,...,a,) € V.

Dimostrazione E sufficiente osservare che gli ideali di K[z1, ..., x,]/I(V) sono in cor-
rispondenza biunivoca con gli ideali di K[x1,...,x,] che contengono I(V) e che I(V) C
(x1 —a1,...xq —ap) <= (a1,...,a,) € V.

Esercizi.

1. Si consideri il sistema di equazioni

z? + 2y2 =3
2 +ay+yt =3
Se I ¢ l'ideale generato da queste equazioni, si trovino generatori per I N K[x] e I N KJy].
Si trovino tutte le soluzioni del sistema se X = Q,R o C.
2. Come nell’esercizio 1. per il sistema
z? + 2y2 =2
2 fay+yt =2

3. Trovare generatori per gli ideali di eliminazione I; e I dove I e l'ideale generato da

4yt 4t =4

2?4 2y2 =5
rxz =1
4. Si consideri il sistema di equazioni
1
5
T — =
+ 5 =Y
1
T+ —-—=z
x

Sia I l'ideale in C[z,y, z] determinato da queste equazioni.

a. Trovare una base per Iy C Cly, z] e provare che Iy = 0.

b. Usare il teorema di estensione 9.1 per provare che ogni soluzione parziale ¢ €
V(I3) = C estende ad una soluzione (x¢, yo,¢) € V(I).

c¢. Quali soluzioni parziali (y,z) € V(I;) C R? si estendono a soluzioni in V(I) C
R3? Confrontare la risposta con quanto affermato dal teorema di estensione.

d. Guardando z come “parametro”, risolvere il sistema con x, y funzioni razionali
di z e trovare cosi una parametrizzazione di V(I).
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5. Siano f, g € Clz,y]. Questo esercizio ¢ una guida per provare che
V(f,g) € infinito <= f e g hanno un fattore a comune non costante in Clz, y|

a. Provare che se f & non costante allora V(f) e infinito (ridursi al teorema fonda-
mentale dell’algebra in una variabile) .

b. Provare <= utilizzando il punto a.

c. Provare = mostrando che se f e g non hanno fattori non costanti a comune
allora Res(f,g,x) e Res(f,q,y) sono entrambi non nulli.

6. Sia K algebricamente chiuso e siano y1, . ..,y tutte le radici di Res(f, g, x) e x1,..., 2

f=0

tutte le radici di Res(f,g,y). Provare che tutte le soluzioni del sistema sono
g=70

contenute tra le (z;,y;) per 1 =1,...s, 7 = 1,...,k (e sufficiente quindi eseguire un

numero finito di verifiche per conoscere tutte le soluzioni)

Teorema di chiusura 9.8 (Interpretazione geometrica dell’eliminazione).

Sia V. =V(I) C K™ una varietd algebrica affine e sia I algebricamente chiuso. Sia

KL K=t g proiezione sulle ultime n —t coordinate. Allora

V(I) = m(V)

Dimostrazione Intanto notiamo che =(V) C V(I;). Infatti sia (a1,...,a,) € V e

quindi (@¢41,...,a,) € (V). Se f € I; abbiamo f(a41,...,a,) e quindi
(at—l—h ce ,Cln) € V(It)

Pertanto V(I;) D m(V).

Per 'inclusione opposta affermiamo che
I(m(V)) € VI (9.2)

Se (9.2) & vera allora abbiamo V(I;) = V(VI;) C V(I(m¢(V))) = 7¢(V) (vedi la prop. 6.6)
come volevamo.

Per provare (9.2) prendiamo f € I(m(V)) C K[x¢41,...,2,] C Klz1,...,2,]. Quindi
se (a41,...,0an) € m (V) abbiamo f(ait1,...,a,) = 0. Pertanto f € I(V) e per il
Nullstellensatz f € /I, cioe 3 n tale che f* € INK[x441,...,x,] = Iy, cioe f € VI, c.v.d.

Osservazione. Per verificare che l'ipotesi K algebricamente chiuso é necessaria nel teo-
rema di chiusura é sufficiente considerare I = (2* +y?,22% +y*+1) C R[z,y]. Eliminando
la @ abbiamo V(I) = {—1,1} C R mentre 7 (V) =0

Possiamo risolvere adesso facilmente il problema di appartenenza di un elemento al

radicale /T di un ideale I di K[zy,...,z,].
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Teorema 9.9. Sial = (f1,...,fs) un ideale di K[x1,...,x,]. Allora

[44 b
-

fE\/j<:>1€(f1,...,f5,1—yf)CIX’[:IH,...,:I:n,y]

Dimostrazione
e stata essenzialmente gia vista nella dimostrazione della prop. 9.3. Se abbiamo
1 =Y pi(z,y)fi + g(z,y)(1 — yf) ponendo y = % e semplificando 1 denominatori si
ottiene la tesi.

Sia f™" €I C1I:=(fi,....fs,1 —yf). Per definizione abbiamo anche 1 — yf € I.

Pertanto

L=y" "+ 1 —y"f") =y "+ A=y )L +yf+... +y" " el

c.v.d.

Seguendo 3.3 ed il teorema 9.9 abbiamo quindi un algoritmo per decidere se f € /T

che equivale alla inclusione V(I) C V(f).

Il seguente diagramma schematizza come si possono trovare alcune soluzioni di un

sistema generico di m equazioni polinomiali in n variabili (con m > n) se ad ogni passo

sono verificate le ipotesi del teorema di estensione.

sistema 1n sistema 1n sistema 1n
. elim. . elim. elim. .
7 varlab. — (n — 1) varilab. — — 1 variab.
soluz. in soluz. in soluz. In
. estens. estens. . estens. .
7 varlab. — oo — 2 variab. — 1 variab.

10.

(magari numerica)

PARAMETRIZZAZIONI,

VARIETA RAZIONALI E UNIRAZIONALI
Riflessioni sulle definizioni di varieta algebrica e di varieta differenziabile:

. N . . . . . . . . n N . . .
Una varietd differenziabile nonsingolare X di dimensione k in R™ puo essere introdotta in uno dei

due modi equivalenti:

1) PARAMETRICO

Va € X esiste un intorno aperto ¥ € U C X (con la topologia indotta ), un aperto V' C R* ed
un’applicazione suriettiva C'*° F:V — U C R" di rango k.

i1) IMPLICITO
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Va € X esiste un intorno aperto + € W C R" ed una funzione C>* G: W — R* di rango k
tale che X N W = {y S W|G(y) = 0}

La condizione i) da localmente una parametrizzazione della varieta. La condizione ii) da invece
equazioni implicite.

L’equivalenza delle condizioni i) e ii) segue essenzialmente dal teorema della funzione implicita.

Se al posto di C'™ leggiamo “analitico reale” allora le condizioni i) e ii) sono ancora equivalenti e
definiscono una varieta analitica reale.

Le varieta algebriche nascono sostituendo le funzioni C'® con le funzioni razionali (con denominatore
mai nullo dove sono definite). La condizione ii) definisce allora un aperto di una varieta algebrica affine.
In questo caso la condizione i) implica la ii), ed il procedimento con cui si ottiene la funzione GG va sotto
il nome di eliminazione dei parametri.

La condizione ii) non implica la 1). Questo & mostrato dal seguente

Esempio 10.1. (Le curve di Fermat). Sia C' la curva di R? data dall’equazione
"4yt —-1=0

pern > 3. Allora non esistono funzioni razionali v = x(t), y = y(t) tali che (x(t),y(t)) € C
per t in un aperto di R.

Supponiamo che esistano x(t) = Ok y(t) = O come nell’enunciato con p, ¢, r

polinomi senza fattori comuni.

Abbiamo
pr(t) +4q"(t) —r"(t) =0

da cui p, ¢, r sono primi tra loro a due a due. Derivando rispetto a t otteniamo la relazione

npn—lp/+_nqn—1q/__nrn—lr/::0

Le due relazioni precedenti si riassumono nella forma matriciale:

pn—l
p q - - 0
! ! ! q B
p ¢ —r 0
o

1 n—l)

Quindi il vettore (p" =1 ¢" "1 r risulta proporzionale al vettore dato dai tre minori

2x2 (a segni alterni) della matrice 2 x 3 precedente. Siottengono facilmente le due relazioni

q —r P —r
/ / q" t=- ’ / p" 1
q —r P —r
q —-r P g
/ / rn 1 — / / pn 1
qg —-r P g



da cui le seguenti condizioni di divisibilita:

q —7r
n—1
P ,

q —7r

p —7r
q" !

p/ !
-] p q‘

P

Poniamo deg p = P, deg ¢ = @), deg r = R.
Le tre relazioni precedenti forniscono

(n—1)P<Q+R-1

m—-1)Q<P+R-1
m—1)R<P+Q-1

e sommando

(n—1)(P+Q+R)<2P+Q+R)-3

che & una contraddizione se n > 3.
L’esempio delle curve di Fermat pué essere ripetuto parola per parola in ogni campo K con car I che
non divide 1. Infatti la derivata di un polinomio pué essere definita formalmente in un campo qualunque.

Osservazione.Se n = 2 allora

12 2t

"= V=1,

10.1

& una parametrizzazione razionale della conica 2% +y* —1 = 0.

Se t = % si ricava (eliminando i denominatori) che (p* — ¢2,2pq, p* + ¢*) sono terne
pitagoriche.

Se n =1 si trova la retta * + y — 1 = 0 che ammette la parametrizzazione

=1 y=—-1t+4+1

Parametrizzazioni polinomiali

Sia F: K™ — K™ una funzione polinomiale definita da F' = (f1,..., fn) con f; poli-
nomi in tq,...,tn,.
Abbiamo cosi una parametrizzazione polinomiale di Im F = F(K™). Il teorema

seguente mostra che si possono sempre trovare con un procedimento di eliminazione delle

equazioni per la chiusura di Zariski di F(K™).
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Teorema  10.2. Sia K un campo algebricamente chiuso. Sia F'= (f1,...,fn): K™
K™ una funzione polinomiale. Sia I = (21 — fi(t1,....tm)s- -y @n — fult1, .. tm)) C
Klty,...,tm,@1,..., 25| e sia I, = I N K[ay,...,2,] 'm-esimo ideale di eliminazione.

Allora

Dimostrazione

Consideriamo il diagramma

V() < K™
1/ N T (10.2)

K™ — K"
dove i(t1, ... tm) = (t1, oo tmy fr(t1, ooy tm)s ooy Fn(f1y ooy tm))-
E facile verificare che i(K™) = V(I), che si dice il grafico di F. Pertanto F(K™) =
m(((IK™)) = 7(V(I)) e quindi dal teorema di chiusura 9.8 F(K™) = V(I,,) come
volevamo.
Il teorema precedente & vero se J{ & un qualunque campo infinito, anche non algebricamente chiuso (ad
esempio R). Naturalmente non & possibile applicare il teorema di chiusura e quindi la dimostrazione
va modificata nel modo seguente. Sia K C K (chiusura algebrica). Come sopra abbiamo F(I&’m) =
Fm(V(I)) C V(Im) e quindi F(A’m) C V(Im) Sia adesso V[((gl, e 793) C K" una qualunque
varietd tale che F(I&’m) C V[((gl, ce ,gs). Quindi ¢; 0 F© = 0 come polinomi in #1,...,t,. 1l
principio di identita dei polinomi vale su qualunque campo infinito, quindi g; si annullano su F(Fm), da
cul Vf(gl, ceeyfs) D F(fm) = VK(Im) D Vi (Im) (I uguaglianza per il teorema 10.2) . Quindi

VR'(glv s 798) D VI((Im)

da cui VA(Im) C F(A’m) come volevamo.

Il teorema precedente mostra che eseguendo 'eliminazione da (x1 — f1,...,2n — fn) si
trova la pitt piccola varieta contenente F(K™). In generale F(K) puo essere strettamente
contenuto nella sua chiusura (anche se I é algebricamente chiuso). Ad esempio si prenda
F: K?* — K? definita da F(x,y) = (2y,y). Im F é uguale a {y # 0} U{(0,0)} e Im F =
K?. Im F é un tipico esempio di insieme costruibile, come vedremo nel §16.

Invece con le notazioni del teorema 10.2 F(I) (corrispondente a m = 1) é chiuso.
Cioé vale la

Proposizione 10.3. Sia K algebricamente chiuso. Sia F' = (f1,..., fn): K — K" una
funzione polinomiale. Sia I = (x1 — fi(t),...,xn — fu(t)) C K[t,x1,...,2,] . Allora

F(K) = F(K) = V()

Dimostrazione Seguendo la dimostrazione del teorema 10.2 abbiamo F(IK) = w1 (V(I)).
Adesso se (x1,...,2,) € V(I1) dal teorema 9.1 esiste t tale che (t,21,...,2,) € V(I) e
quindi (21,...,2,) € 71 (V(I)). Pertanto V(I;) = 7 (V(I)) = F(K) e quindi F(K) é

chiuso.
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Esercizio. Trovare un esempio di una parametrizzazione polinomiale F dove K non é
algebricamente chiuso e F(K) non é chiuso.

Suggerimento: F(l‘) =22 su R.
Parametrizzazioni razionali

Esempio 10.4. Consideriamo x = ”72, Yy = %, z = u . Si vede subito che 'immagine di
questa parametrizzazione F (che é definita per u # 0, v # 0) é contenuta in 2%y — 2% = 0
Eliminando 1 denominatori abbiamo I'ideale

I = (ve —u?uy — vz —u) C Klu,v,2,y, 2]

Eliminando u, v si trova I, = <Z($2y — 23)> . Pertanto in questo caso

V(L) =V(z*y — 2*) UV (2) Dz V(z?y — 2°) D F(K?)

Questo esempio mostra che il teorema 10.2 non puo essere generalizzato al caso di
parametrizzazioni razionali semplicemente eliminando i denominatori.
Nel caso generale abbiamo

o fl(tl,...,im)

a1 (tl, ceey
(10.3)

i tn)
gn(tla--- ,tm)

dove f;, g; sono polinomi. In questo caso si dice che abbiamo una parametrizzazione

7

razionale, che ¢ definita dove g; # 0. Precisamente, posto W = V(¢1,...,9,) C K™ le
(10.3) definiscono
F:K™\W — K" (10.4)

dove F = (5—1 e ;—Z) Consideriamo il diagramma (analogo a (10.2))
V(I) c Kntm
1/ N Tm
K™\ W —F K"
Se I:=(g121 — f1,...,gn¥yn — fn) allora ’esempio 10.4 mostra che puo essere
(K™\W) Cx V()

e quindi non si puo ripetere la costruzione del teor. 10.2.

40



Per trattare questo problema 'approccio giusto sta nel definire g 1= g1g2---gn €
considerare il diagramma

W=V(J) c Kvtmt

7/ N Tm
K™\ W —F K"
dove j(¢ tm) = (s, 1 s L1 f—") e dove
JU1,-- 5 tm (i1, )2 oo tmy ey g

J:=(g121 — fi,. s gntn — fus 1 —gy) C K[y, t1, ...y tm, @1, .., Tp]

Lemma 10.5.
JE\W) =V(J)

Dimostrazione
“c” E ovvia dalle definizioni
“D7 Se (y,t1,. -y tm,T1,...,2,) € V(J) allora abbiamo ¢(t1,...,9m)y = 1 da cui

gi(t1, ... tm) #0

e quindi x; = % c.v.d.

7

Teorema  10.6. Se K e un campo infinito allora
FKm\W) =V (Jnt1)

La dimostrazione e analoga al teorema 10.2 ed all’osservazione successiva e viene
lasciata come esercizio.

Ovviamente F(IK™ \ W) pud essere strettamente contenuto nella sua chiusura, anche
se m = 1. Si veda ad esempio le equazioni (10.1) che definiscono tutta la circonferenza
meno il punto (—1,0).

Esercizio. Sia W = V(vy) C K? esia F: K* \ W — K? definita da F(z,y) = (370 722: 7).
Calcolare F(K?2\ W).

Definizione  10.7. Una varieta V C K" immagine di una parametrizzazione razionale
si dice _unirazionale. Cioe se V é unirazionale deve esistere F' come in (10.4) e

FEm\ W)=V

Vedremo che se ' = C una varieta unirazionale per cui esiste una parametrizzazione
razionale F' iniettiva si dice razionale.
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Daremo nella sezione seguente la definizione generale di varieta razionale con la nozione
di applicazione razionale tra varieta.

Ogni varietd razionale é anche unirazionale. Pertanto ’esempio 10.1 mostra che le
curve di Fermat non sono unirazionali se n > 3 mentre sono razionali se n < 2. Un classico
teorema di Luroth afferma che le curve unirazionali sono razionali.

Il teorema 10.6 da un algoritmo per trovare le equazioni di varieta unirazionali.

Nel caso di curve che ammettono una parametrizzazione razionale con un solo parametro
I’algoritmo precedente puo essere semplificato. Il seguente lemma mostra in sostanza che
il fenomeno visto con 'esempio 10.4 non si puo ripetere nel caso di curve.

Lemma 10.8. Sia K un campo infinito. Consideriamo le equazioni x; = % per

i =1,...,n con f;,g; € K[t] polinomi primi tra loro. Sia W := V(g1 ---¢gn) C K, sia
F:K\ W — K" data da F(t) := (fl(t) f"(t)), sia I = (...gi(t)a; — fi(t),...) C

91(1)7 7777 gn ()
K[t, Ty, .. ,:L'n] e sia i: K — K" definita da i(t) := (¢, ;18 ey gzgg) Allora
i) V() =iIK\W)
ii) FIK\W)=V(l)
Dimostrazione Si considera il diagramma
Vi) < K"t
i/ N\ T
K\W —F K"
Per provare i) abbiamo che l'inclusione D & banale. Viceversa sia (f,71,...,3,) € V(I).
Allora g;(t)@; — fi(f) =0 Vi. Se gi(t) = 0 allora anche f;() = 0 e quindi f;, ¢g; sarebbero
divisibili per + — ¢ in contrasto con 'ipotesi. Pertanto t ¢ W e quindi si ricava #; = !J;’—Eg
Adesso ii) segue come nel teorema 10.2
Esempio. Il folium di Cartesio.
Si considera la parametrizzazione razionale
3t
= — 10.
T= T (10.5a)
3t?
= 10.5b
YTy ( )

Con la tecnica del teorema 10.8 occorre per trovare equazioni implicite eliminare la ¢

dall’ideale
(14 #%)2 —3t, (1 + )y — 3¢%) (10.6)

e si ottiene 'equazione

4y =32y =0 (10.7)
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Per il teorema 10.8 ’equazione rappresenta la chiusura del luogo descritto dalla parametriz-
zazione. Quindi F(K \ W) = V(L)

Viceversa ogni punto in C? che soddisfa 1’ equazione (10.7) proviene dalla parametriz-
zazione. Infatti il punto (x,y) = (0,0) viene ottenuto per ¢t = 0, mentre per gli altri valori

di z e y uno dei coefficienti di #* in (10.6) ¢ # 0 e quindi dal teorema di estensione 9.1 si

ha la tesi. Quindi in questo caso F(K \W)=F(K \ W)=V ().

Esercizio. Provare che ogni (z9,y0) € R? appartenente al folium di Cartesio 2® + y* —
3xy = 0 proviene da un ty € R secondo la parametrizzazione (10.5).

Suggerimento: R non é algebricamente chiuso e quindi non si pué applicare il teorema 9.1. Posto
f = (1 + t3)$ —3t, g = (1 + t3)y — 3t?, possiamo supporre T # 0,y0 # 0 ed abbiamo
Res(f(:z;o , Y0, t), g(l‘o, Yo, t), t) = 0. Pertanto f(l‘o, Yo, t) e g(l‘o, Yo, t) hanno un fattore a comune
n R[t] Se questo fattore ha grado due allora si pué scrivere t3$0 —3t+ 29 = (tz + bt + c)(t:z;o — Oz)
e t’yo — 3t + yo = (t* + bt + ¢)(tyo — ) da cui —ac = zg, —fc = yo, S0 = ayo e quindi . . .

11. MORFISMI TRA VARIETA ALGEBRICHE

Siano V. C K™ e W C K" due varieta algebriche affini irriducibili.

Definizione  11.1. Una funzione ¢:V — W si dice un morfismo regolare (tra varieta)

se esistono polinomi fi,..., fn € K[z1,..., 2] tali che

dlar,...,am) = (filar, ... am)y - folar,...,am))

perogni (ai,...,an) €V

Possiamo scrivere ¢ = (f1,..., fu).

Se W = K allora 1 morfismi regolari da V' a K si dicono funzioni regolari e formano

in modo naturale un anello isomorfo a W che si dice anello delle coordinate di V

e si indica con K[V]. K[V] ha in pitt una struttura di K -algebra con unita. In pratica
due funzioni regolari su K" sono uguali nel quoziente K[V] (per V. C K™) quando hanno
lo stesso valore su V. Ad esempio possiamo sommare ad uno qualunque dei polinomi
che definiscono una funzione regolare su V un altro polinomio scelto tra le equazioni che
definiscono V' ed otteniamo ancora la stessa funzione regolare.
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Esercizio. Siano V e W due varieta algebriche affini.
i) Ogni morfismo regolare da V a W é una funzione continua (con la topologia di Zariski)
(suggerimento: provare che la retroimmagine di un chiuso & ancora un chiuso).
ii) Trovare una funzione continua tra due varieta algebriche che non é un morfismo rego-

lare (suggerimento: si prenda V =W = K ...).

Teorema 11.2. Sia V una varieta urriducibile. Sia K algebricamente chiuso e sia
fiV = K tale che Vp € V. 3 U; aperto di V con f = {& su U; con g;,h; polinomi e

hi(x) # 0 se v € U;. Allora f é una funzione regolare.

Dimostrazione Per ipotesi fh; —g; = 0 su U; e per l'irriducibilitéa segue che fh; —g; =0
su tutto V. Consideriamo l'ideale J generato dai denominatori h; e sia V. = V(I) =
V(fi,..., fr). Peripotesi V(I +J) = 0 e quindi per il teorema degli zeri (debole) si ha
I+ J = (1), cioé si pud scrivere 1 = > q;h; + > kjf; (entrambe sono somme finite).
Pertanto in K[V] abbiamo 1 = > ¢;h;. Segue che in K[V]

F=Y ahif =) agi

che é una funzione regolare.

Osservazione. Ricordiamo che se A e B sono due K -algebre con unita allora un morfismo
di K-algebre con unita f: A — B e un morfismo di anelli tale che f(1) = 1 e tale che
flka) = Ef(a)Va € Ak € K. Quindi f(k) = f(k-1) = kf(1) = k Yk € K. Pertanto i
morfismi di K-algebre con unita da K[W] a K[V]| possono essere identificati con i morfismi
di anelli che valgono I'identita sugli elementi di K.

Proposizione 11.3. Un morfismo regolare ¢:V — W tra varieta algebriche affini
induce un morfismo di K-algebre con unita ¢*: K[W]| — K[V] definito da ¢*(f) := fo¢

Questa corrispondenza ¢ funtoriale nel senso che

P ot = (o)t (11.1a)
(1v)* = Tg (11.1b)

(denotiamo con 1 I'isomorfismo identit4)
Dimostrazione ¢* & ben definita perché se f € I(W) allora fo¢ € I(V). Segue
subito dalla definizione che ¢* conserva somme e prodotti come anche le altre affermazioni

dell’enunciato.

Proposizione 11.4. Sia w: K[W] — K[V] un morfismo di K-algebre con unita. Allora
esiste un unico morfismo regolare ¢:V — W tale che ¢* = w.

Dimostrazione Siano yi, ... ,y, coordinate su K™. Pertanto [y;] € K[W] e per ipotesi
esistono polinomi a;(x1,..., 2y ) tali che w([y;]) = [ai(x1,...,2m)]. Definiamo ¢ :=
(a1,...,a,): K™ — K. Dobbiamo provare che ¢(V) C W e che ¢* = w.
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Abbiamo dalla definizione w([y;]) = [yi 0 ¢] e siccome w ¢ un morfismo di K -algebre
w([y?]) = [y? o @], w([y}y;]) = [yPy; o ¢] e quindi per ogni polinomio F € K[y, ..., yy]

w([F]) = [Fod] (11.2)

Pertanto V g € I(W) abbiamo [g o ¢] = w([g]) = w(0) = 0 cioe go ¢ € I(V). Ne segue che
seceVegelIW)vale g(¢(c)) =0 e quindi ¢(c) € V(I(W)) =W, cioe ¢p(V) C W come
volevamo. La formula (11.2) si interpreta allora come ¢* = w.

Rimane da provare che ¢ & unico. Infatti se abbiamo ¢ := (by,...,b,) tale che
Pt =w = ¢" segue [b;] = [y; o ] = P [yi] = O[] = [yi 0 ¢] = [a;]. Quindi b; = a; su 'V,

c.v.d.

Definizione 11.5. Due varieta algebriche V e W si dicono isomorfe se esistono morfismi
regolari a:V — W e b: W — V tali cheaob =1y eboa = 1y.

Teorema  11.6. Due varieta algebriche V e W sono isomorfe se e solo se le K-algebre
con unita K[V] e K[W] sono isomorfe.

Dimostrazione Se aob = ly e boa = 1y allora dalle (11.1) a* 0 b* = g e
b* o a* = 1k, pertanto a* e b* sono isomorfismi (uno inverso dell’altro). Viceversa se
abbiamo w: K[W]| — KI[V] isomorfismo con inversa v: K[V] — K[W] allora dalla prop.
11.4 esistono morfismi regolari a:V — W e b: W — V tali che a* = w e b* = v. Pertanto
(@ob)* =b*0a* =vow = lgm = (lw)*. Dall’'unicita nella prop. 11.4 segue aob = Ly
ed analogamente si prova boa = 1y da cui V e W sono isomorfe.

Il teorema 11.6 chiarisce il corollario 9.7 secondo cui ¢’é una corrispondenza biunivoca
naturale tra punti di V e ideali massimali di K[V].

Esempio. Sia C C R? la cubica gobba (si veda 'esempio 5.6) e W = V(v —u—u?) C R
Allora ¢(z,y, z) = (zy, z + 2%y*) definisce un morfismo regolare da C a W.

Basta verificare che ¢(¢,t%,t%) = (#3,#3 + %) soddisfa all’equazione di W. Infatti
v—u—u? =+ -1 —(t*)?* =0.

Esercizio. Provare che a(z,y,z) = (22 + y*,2% — y® + 322) e b(z,y,z) = (2y + 2z, 3y?)
rappresentano lo stesso morfismo regolare dalla cubica gobba C C R*® a R2.

Esercizio. Provare che ogni ipersuperficie in K" luogo degli zeri di

T — fo1,. .., Tn=1)

(grafico del polinomio f) é isomorfa a K"~1.

Esempio 11.7. Proveremo che la cubica “ellittica” C' = V(y* — 2® +2) C K? dove
K = R oppure C non ¢ isomorfa a K. Infatti consideriamo per assurdo un morfismo
regolare ¢: K — C dato da ¢ = (a(t),b(t)). Abbiamob*—a*+a = 0 e quindi b* = a(a®—1).

I due fattori nel secondo membro sono primi tra loro. Quindi, decomponendo a e b in
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fattori irriducibili, tutti i fattori irriducibili distinti sia di a che di a*> — 1 devono apparire
con esponente pari. Pertanto esiste c¢(t) € K[t], primo con a, tale che ¢* = a* — 1. In
particolare deg a = deg ¢. Se questo grado é positivo derivando otteniamo 2cc’ = 2aa’ e
quindi a divide ¢' che é impossibile per questioni di grado. Pertanto a (e quindi anche b)

deve essere un polinomio costante, che ¢ una contraddizione.

Esempio 11.8. In questo esempio costruiremo un morfismo regolare biunivoco tra
due varieta che non & un isomorfismo. Sia C = V(y* —2*) C R% V & una cubica
razionale cuspidata. ¢(x,y) := y € un morfismo regolare da C' a R ed é facile verificare
che é biunivoco. Se esistesse una inversa ¢ = (c¢(u),d(u)) da R a C allora avremmo
d(u)? = c(u)* Vu € R. Possiamo supporre (eventualmente sostituendo u con u + ug) che

(¢(0),d(0)) = (0,0). Allora, posto
e(u) =cqu+ cou? + ...

d(u) = dyu + dyu® + ...

abbiamo
cru? + 2¢ic0ud + ... = di{)u3 + ...

da cui uguagliando 1 coefficienti con lo stesso grado: ¢; = 0, 2¢1¢o = dy e segue anche
dy = 0. Counsideriamo ora ¢v*: K[C] — K[R] = Ku]. Abbiamo visto in (11.2) che
O*[f] = fle(u),d(w)). Quindi 'immagine di* é costituita dai polinomi in c(u) = cou®+. ..
e d(u) = dyu® + ... e non pud contenere u (basta guardare i gradi). Ne segue che 1* non

puo essere un isomorfismo, come volevamo.

Osservazione. SeV C K" e una varieta irriducibile allora da 6.12 I1(V') e un ideale primo
e quindi K[V] = Klxy,...,2,]/I(V) é un dominio di integrita. Denotiamo con K(V') il
campo delle frazioni di K[V]| per V varieta irriducibile. Pertanto K(V) = {%qb,@/} €
K[V],¢ # 0}. Indichiamo con K(x1,...,xy) il campo delle frazioni di K[xq,..., 2]

Definizione 11.9. Siano V. € K™ e W C K" due varieta affini irriducibili. Un

morfismo razionale da V- a W e una funzione ¢ rappresentata da

filaer, .o am) fn(xl,...,xm)>

gi(x1,.csxm)  gn(Tr, . Tm)

¢(x1,...,xm):<

dove L soddisfano a:

i) 3 © €V tale che x ¢ V(H?:1 g5)
ii) Yo € VA V([]}=, g;) vale ¢(x) € W.
¢ non ¢ una funzione da V a W nel senso usuale del termine e V' \ V(H?:1 g;) viene

ad essere il luogo dove ¢ ¢ definita (luogo dove ¢ é regolare). Per questo motivo si indica
un morfismo razionale da V a W con la notazione:

G V—— =W

46



Due morfismi razionali ¢ e ¥ da V a W si dicono uguali se esiste una sottovarieta
propria V' C V tale che ¢ e ¢ sono entrambe definite su V\ V' e ¢(x) = ¢ (x) Vo € V\ V.
(Per essere precisi dovremmo definire un morfismo razionale da V a W come una classe
di equivalenza tra le coppie (Z,¢) con Z aperto di Zariski non vuoto in Ve ¢: Z — W
rappresentata da quozienti di polinomi dove (Z,¢) & equivalente a (Z',¢') se ¢ = ¢’ su

ZnZ".

Lemma 11.10. Siano ¢, ¢: V—— —W due morfismi razionali rappresentati da

_ é fn? _ h_l hny
o= (Lo m) e ()

Allora ¢ = ¢ <= fik;i — higi € I(V) Vi

Dimostrazione

—> Se ¢ e ¥ sono definiti ed uguali su V' \ V' allora % = Z—z Vi su V\ V. Quindi
fiki — higi si annullano su V\ V', da cui V = V(fik; — hig;) UV’ e per l'irriducibilita
di V abbiamo V = V(fik; — hig;) e pertanto fik; — hig; € I(V)

<= Poniamo Vi := V(g1,...,9n) € V2 := V(k1,..., k). Siccome ¢ e ¢ sono definite in

qualche punto di V abbiamo che V; e V; sono sottovarieta proprie di V. V e irriducibile

e quindi anche V' := V] U V4 & una sottovarieta propria. Quindi ¢ e ¢ sono entrambe
definite su V' \ V' e per ipotesi abbiamo % = % Visu V\ V'

Lemma 11.11. Sia K algebricamente chiuso. Un morfismo razionale definito su tutto
V' é un morfismo regolare.

Dimostrazione (é analoga a quella del teor. 11.2). Sia V = V(I). Con le notazioni
della definizione 11.9 poniamo g = H?:1 g;. Allora V(I 4 (g)) =0 e quindi (1) = I + (g)
cioé in K[V] esiste h tale che gh = 1. Pertanto % = fi Hj;éi g;h.

Corollario  11.12. Sia K algebricamente chiuso. Una funzione razionale definita su

tutto V é una funzione regolare.

Definizione 11.13. Dati ¢: V—— =W e ¢: W—— —Z morfismi razionali diciamo che
Y o ¢ e definita se esiste p € V tale che ¢ & definita in p e ¢ é definita in ¢(p).

Lemma 11.14. Siano ¢:V—— —W et: W—— —Z due morfismi razionali tali che o ¢
é definita. Allora esiste una sottovarieta propria V' C V tale che

i) ¢ é definita su V \ V' e ¢ & definita su ¢(V \ V')

ii) ¥ 0 $:V—— —Z & un morfismo razionale definito su V \ V'.

Dimostrazione Sia

A(x1,. ey m)

filaer, .o am) falzr, .o am)
( )

gi(x1,.csxm)  gn(Tr, . Tm)

s Ym)

(hl(yl,...,ym) hn(yl,...,ym)>

Ei(yi, - yym) ka1, Ym)
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. . . . N h(fl/gl77fn/gn) _ i . . [~
La j-esima coordinata di 1) o ¢ & k;(fl/gl7~~~7‘fn/gn) = ij dove P;, Q; € Klxy,...,2,]

sono ottenuti raccogliendo i termini dell’espressione a primo membro a denominatore co-
mune. Per ipotesi esiste p € V tale che ¢;(p) #0 Vie k;j(fi(p)/g1(p),---, fn(p)/gn(p)) #

N

0 Vj. Pertanto Q;(p) # 0. Poniamo V' := V(Q1,...,Qw ). E immediato verificare che

V' soddisfa alle condizioni dell’enunciato.

Esempio. Se ¢: R—— —R? e ¢: R*—— =R sono definite da

1 x+yz
t)=(t, -, =
o) = (17 bl =
allora v o ¢ non ¢ definita.
Definizione 11.15. Un morfismo razionale ¢:V—— —W si dice dominante se é definito

suV\V"eseap(V\V') édensoinW (con la topologia di Zariski)

La composizione di due morfismi razionali dominanti é ben definita ed é ancora un
morfismo razionale dominante. In particolare le varietda algebriche insieme ai morfismi
razionali dominanti costituiscono una categoria.

Definizione 11.16. Due varieta algebriche Ve W si dicono birazionalmente equivalenti
se esistono morfismi razionali a: V—— —W e b: W—— —V tali cheaob=1y eboa =1y
(come morfismi razionali).

Definizione 11.17. Una varieta si dice razionale se é birazionalmente equivalente a K.
Vedremo al termine del §16 che se K = C questa definizione é equivalente all’esistenza di
una parametrizzazione razionale iniettiva.

Ovviamente varieté isomorfe sono anche birazionalmente equivalenti. L’esempio seguente
mostra che non vale il viceversa.

Esempio. La cubica cuspidata C = V(y* —2*) C R? che abbiamo visto nell’esempio 11.8
non essere isomorfa a R é invece birazionalmente equivalente a R e quindi ¢ razionale.

Infatti si possono definire ¢: C'—— —R dato da ¢(z,y) = £ e p: R—— —C data da (u) =
(u?,u®) ed é facile verificare che ¢ e 1) sono morfismi razionali inversi I'uno dell’altro.
Classicamente lo studio delle varieta algebriche avveniva modulo trasformazioni birazionali, seguendo
il “Programma di Erlangen” di F. Klein secondo cui lo studio della geometria consiste nello studio delle
proprieta invarianti per un gruppo di trasformazioni (quindi con ’azione del gruppo delle isometrie abbiamo

la geometria metrica, con ’azione delle affinita abbiamo la geometria affine e cosi via).

La nozione algebrica corrispondente ai morfismi razionali e illustrata dalla seguente

Proposizione 11.18. Un morfismo razionale dominante ¢:V — W tra varieta al-
gebriche affini induce un omomorfismo di campi ¢*: K(W) — K(V) tale che ¢|*K =1k
definito da ¢*(f) := f o ¢. Questa corrispondenza é funtoriale nel senso che

¢ o = (o)’
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1y = 1r(v)

lg gop
[g] # 0. Se [¢g] # 0 allora {y € V|g(y) = 0} & incluso in una sottovarieta propria di V

Dimostrazione La definizione di ¢* equivale a qb*(%) = {M} dove [f], [g] € K[Y],

e quindi siccome ¢ ¢ dominante esiste @ € V tale che g(¢(x)) # 0. ¢* risulta in modo
naturale un omomorfismo di campi.

Proposizione 11.19. Sia w: K(W) — K(V) un omomorfismo di campi tale che w)y =
1x. Allora esiste un unico morfismo razionale dominante ¢:V — W tale che ¢* = w.

Dimostrazione Siano yy, ... ,y, coordinate su K. Pertanto [y;] € K[W] e per ipotesi
esistono polinomi f;(1,...,2m),gi(T1,..., &) tali che w([y]) = % Definiamo ¢ :=
(&, &

g1’ g : . R .. :
se I'immagine di ¢ fosse contenuta in una sottovarieta propria di W allora esisterebbe
qualche F' € K[W] tale che F(%, e ;—") = 0. Pertanto avremmo F(w[y1],...,w[y,]) =0
e siccome w ¢ un omomorfismo tale che wx = 1x vale w (F(yi,...,yn)) = 0. Ogni

che e un morfismo razionale da V a W. Affermiamo che ¢ ¢ dominante, infatti

omomorfismo tra campi e iniettivo e quindi F(y1,...,y,) =0 in K ().
Quindi possiamo scrivere w([f]/[g]) = [f 0 ¢]/[g 0 ¢] da cui segue ¢* = w ed & facile
verificare analogamente alla dimostrazione di 11.4 che ¢ e unica.

Teorema  11.20. Due varieta algebriche V. e W sono birazionalmente equivalenti se e
solo se i due campi K(V') e K(W) sono due estensioni isomorfe di K.

Dimostrazione La dimostrazione e formalmente analoga a quella del teorema 11.6.

12. IDEALI OMOGENEI E VARIETA PROIETTIVE

Consideriamo lo spazio proiettivo P"(K) sul campo K con coordinate omogenee

(xo,...,xy). Se f(xo,...,xn) = f(x) & un polinomio qualunque non & possibile definire
il luogo degli zeri {# € P"(K)|f(x#) = 0}. Invece se f & un polinomio omogeneo, cioe
se tutti 1 suol termini hanno lo stesso grado allora posto d = deg f vale la relazione

fAzo, Aeq, ..., Axy) = AN f(xo,21,...,2,). Pertanto f(Ax) = 0 se e solo se f(z) = 0.

Quindi é ben definito in P™(K) il luogo degli zeri di un polinomio omogeneo. Abbiamo la:

Definizione  12.1. Se f ¢ un polinomio omogeneo in K, ..., x,] allora
V(f) ={z e P"(K)[f(x) = 0}

si dice una ipersuperficie proiettiva.

Definizione  12.2. Se fy,... f, sono polinomi omogenei in K|zq,...,x,]| allora
V(fi,.. . fp) ={z e P"(K)|fi(z) =... = fp(z) =0}
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si dice una varieta (algebrica) proiettiva.

Notiamo che ogni polinomio e somma delle sue componenti omogenee, cioé se f €
Klzg,...,x,] abbiamo f = E;‘i:o dove f; é omogeneo di grado d.

Vediamo adesso che in termini algebrici le varieta proiettive corrispondono agli ideali
omogenei di K[xg,...,xy,].

Definizione 12.3. Un ideale I di Klxg,...,x,] si dice omogeneo se é generato da
polinomi omogenei.

Lemma 12.4. Sia I un ideale

I e omogeneo <= se g € I anche le sue componenti omogenee g¢g; € I Vi

Dimostrazione

— Siano {fi,..., fp} generatori omogenei di I. Allora esistono a; € K[xzg,...,z,] tali

che
9= 9= a;f (12.1)

Posto a; = > aj; (componenti omogenee), sostituiamo queste espressioni in (12.1) ed
otteniamo Y ¢g; = Y a;i f;. Eguagliando tra loro i termini di ogni grado si ottiene che
ogni g; ¢ combinazione dei f;.

<= Basta prendere le componenti omogenee di un insieme di generatori e si ottiene ancora
un insieme di generatori.

Conviene guardare in questo contesto a § = K|zg, ..., 2] come ad un anello graduato,
cioe posto Sq = {f € Sldeg f = d} si ha S = $4>0S5q (somma diretta di spazi vettoriali)
con la struttura moltiplicativa che soddisfa a Sy - Sy C Sgtqa. Allora il lemma 12.4 si
traduce nel fatto che I ¢ omogeneo se e solo se I = @g>o( N Sq).

Se I & un ideale omogeneo generato da f1, ..., fp allora V(I) = V(fi,..., fp) C P"(K)
e una varieta proiettiva ed ogni varietd proiettiva ha questa forma. Precisamente si pud
definire

V(I)={z € P"|f(x) =0 Vf omogeneo € I}

Analogamente a quanto visto nel caso affine, le varieta proiettive sono gli insiemi chiusi
per la topologia di Zariski su P"(/K) (la dimostrazione che soddisfano agli assiomi per gli
insiemi chiusi é analoga a quella vista nella §6).

P"(K) e ricoperto da n + 1 aperti affini standard U; := {& € P"|x; # 0} ciascuno dei
quali e isomorfo a K. Se V = V(fi,..., fp) € una varieta proiettiva allora V N U; ¢ la
varieta affine V(g1,...,¢gp) C U; dove gj(yo, ... Yir--- yn) = fi(Yo,-- -, 1, yn)
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Proposizione  12.5. Se I ¢ un ideale omogeneo allora \/I ¢ un ideale omogeneo.

Dimostrazione Sia f un elemento di /1. Per il lemma 12.4 ¢ sufficiente provare che
tutte le sue componenti omogenee appartengono ancora a V.

Infatti sia f = > f; e sia fiar la componente omogenea di grado massimo. Abbi-
amo per definizione che 3 n tale che f* € I. Siccome I e omogeneo per il lemma 12.4
(fM)maz € 1. E facile verificare che (FM)maz = (fmaz)™ € quindi frae € VI. Sipud
ripetere il ragionamento per f — f,4, provando cosi che tutte le componenti omogenee di
f appartengono a /1.

Se V.=V(I) C P"(K) e una varieta proiettiva allora ¢ definito il cono affine Cy =
{x € K" f(z) = 0 Vf € I}. Cy & un cono per lorigine perché se x € Cy allora

Ar € Cy VYA € K. In particolare C'y ¢ un insieme finito se e solo se C'y coincide con
lorigine. Questo puo essere espresso nel modo seguente:

V C P"(K) e vuota <= Cy e finito (12.2)
Se V e una varieta proiettiva allora
I(V):={f € K[xo,...,24]|f(a0,...,an) = 0 ¥V n-pladicoord. omogenee (ag,...,a,) € VI

Lemma 12.6. Se K ¢é un campo infinito e V.C P"(K) é una varieta proiettiva allora
I(V) é un ideale omogeneo.

Dimostrazione Sia f € I(V). Allora per ogni (ag,...,a,) € V e per ogni A\ € K
abbiamo f(Mag,...,Aa,) = 0. Se f = > fi (decomposizione nelle componenti omogenee)
'equazione precedente diventa Y A f;(ao,...,a,) =0 VA € K. Dal principio di identita
dei polinomi segue fi(ag,...,a,) =0 Vi e quindi f; € I(V) c.v.d.

Se V. C P"(K) é una varietd proiettiva, 'anello graduato Kxzg,...,x,]/I(V) si dice
I’anello delle coordinate omogeneo di V.

Nella parte restante di questa sezione studieremo le relazioni tra ideali omogenei e
varieta proiettive. Occorre osservare subito che il Nullstellensatz debole non si estende

parola per parola al caso proiettivo. Infatti Kzg,...,z,] contiene l'ideale massimale
omogeneo M = (zg,...,x,) per cul V(M) = 0 (mentre per il Nullstellensatz debole
affine se I # Klzg,...,x,] allora V(I) # (). Considerazioni analoghe possono essere fatte

per il Nullstellensatz forte. Fortunatamente i casi patologici sono tutti della stessa natura
di questo. L’ideale M assume un ruolo speciale nella teoria delle varieta proiettive ed e
chiamato col nome di ideale massimale irrilevante.

Queste considerazioni portano a denotare con simboli diversi gli ideali associati a
varieta proiettive o affini. Quando non é chiaro dal contesto scriviamo V,(I) per denotare
la varieta affine associata a I e I,(V) per denotare 'ideale (generalmente non omogeneo)
associato alla varieta affine V. Notiamo che se I & omogeneo allora V,(I) = C'y (cono).

Si ricava la seguente versione proiettiva del Nullstellensatz debole:
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Teorema 12.7. (Nullstellensatz debole proiettivo). Sia V(I) C P"(K) una varieta
proiettiva con K algebricamente chiuso. Allora

V) =0<=3 r:(zg,...,an) =M"CI

Dimostrazione

= Per ipotesi V,(I) = Cy coincide con lorigine O. Quindi per il Nullstellensatz forte
affine VI = I.(V,(I)) = I,(O) = M. In particolare esiste N tale che 2 € I Vie
quindi MN+D T,

<= Per ipotesi z] € I, quindi Cy = V,(I) coincide con lorigine e pertanto V(I) =0

Teorema  12.8. (Nullstellensatz proiettivo) Sia I un ideale omogeneo in K|xq, ..., &y]
con I algebricamente chiuso. Se P"(K) D V(I) # 0 allora

I(V(I) =VI
Dimostrazione Affermiamo che I,(V,(I)) = I(V(I)). Infatti se f € I,(V,(I)) e x €

V(I) allora ogni espressione di x in coordinate omogenee appartiene a V,(I) e quindi f
si annulla su tutte le coordinate omogenee di . Pertanto f € I(V(I)). Viceversa sia
feI(V(I)). Se0 # « € V,(I) allora « da coordinate omogenee per un punto di V(I)
e quindi f(x) = 0. Rimane da provare che f si annulla nell’origine. Siccome I(V(I)) &
omogeneo, la componente di f di grado zero fy deve appartenere ancora a I(V(I)) e quindi

fo si deve annullare su V(I). Per ipotesi V(I) # 0 e quindi fo = 0.
Quindi usando la versione affine 6.10 abbiamo VI = I,(V,(I)) = I(V(I)), c.v.d.

Osservazione. [l lettore interessato puo ripercorrere i passi dell’algoritmo di divisione
e verificare che quando si divide un polinomio omogeneo f per dei polinomi omogenei
fi,--., fr siottiene f = > a;f; +r dove i quozienti a; ed il resto r sono ancora polinomi
omogenei. In particolare se r # 0 allora deg r = deg f. Se f e g sono omogenei allora la
S-coppia S(f,g) e omogenea. Analizzando I'algoritmo di Buchberger, segue che un ideale
omogeneo ha una base di base di Groebner formata da polinomi omogenei.

Esercizio. Sia I un ideale omogeneo in K, ..., x,]. Provare che I ¢ primo se e solo se

V(I) C P™ e irriducibile.

Vediamo adesso la relazione tra una varieta affine e la sua chiusura proiettiva. Lo

spazio affine K" con coordinate (z1,...,2,) puo essere completato con un “iperpiano
all’oo” ed immerso come aperto in P"(I) con coordinate omogenee (xq,...,&,)
Definizione  12.9. Sia g un polinomio in K[xy,...,x,] di grado d. Allora
h._ d /21 Tn
g i=ajg(—,...,—
Lo Lo
¢ un polinomio omogeneo in K[xg,...,x,] ancora di grado d che si dice I'omogeneizzato
di g.

Esempio. Se g = 21 + x2x3 + 5:1;%:1;3 allora ¢" = :1;(2):1;1 + xgx223 + 5:1;%:1;3.

Lemma 12.10.
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i) g"(1,2qy,...,2n) = g(x1,...,2,) cioé deomogeneizzando si riottiene g
ii) Sia F(xq,...,x,) un polinomio omogeneo e sia x§ la massima potenza di x¢ che divide
F. Se f = F(1,z1,...,2,) & la deomogeneizzazione di F allora F = z& - f*.
iii) (g")™ = (¢g™)* per ogni m € N.
Dimostrazione 1) e iii) sono evidenti dalle definizioni. Per provare ii) osserviamo che
f ha grado d — e e quindi f* = l’g_eF(l, z Ln

ﬁ,...,g) =1, “Flao,x1,...,2).
Definizione  12.11. Sia [ un ideale in Kx1,...,x,]. Definiamo
I" =< ft|f eI >C Klxo, ..., 4]
I" & un ideale omogeneo.

Osservazione. Se fi,..., f, generano I allora puo essere (flh, . ,f:) Cx I". Ad esempio
consideriamo I(C) = (fi1, f2) = (2 — 23,23 — 2}) C Rz, 22, 23] ideale della cubica gobba
(si veda I'esempio 5.6). Allora (flt, f?) = (vqxg — 22, w323 — 23). Abbiamo (f2 — 1 f1)* =
(x3 — $1$2)h = xox3 — x129 € I" ma Iultimo polinomio non é combinazione di flh e fzh
(basta guardare i gradi).

Teorema  12.12. Sia [ un ideale di K[zy,...,z,] e sia G = {¢1,...,9s} una base di

Grébner di I rispetto ad un ordine monomiale graduato. Allora G" = {g%, ..., g"} genera
I".

Dimostrazione Proveremo Ienunciato piti forte che G* & una base di Grébner per I
rispetto ad un conveniente ordine monomiale in K[z, ..., x,] che andiamo a definire. Ogni
monomio in Klzg,...,o,] si puo scrivere come z{' ... 2% zd = z%2d. Allora possiamo
estendere l'ordine graduato > ad un ordine >j in KJzo,...,z,]| dato da

o2l >y 2P2f = 2 > 2Poppure 2 = 2%e d > ¢
E facile verificare che >j & un ordine monomiale e che LM, (f") = LMs(f) Vf €
Klzy,...,2y] (infatti 29 € minore rispetto a >, di qualunque polinomio in 1,...,2, €
quindi LM, () non contiene x¢ ed & un monomio che appariva gia in f).
Dobbiamo provare che < LT, (I") > ¢ generato da LT, (G"). Infatti sia F € I".
Abbiamo F = Eajf]h con f; € I. Allora

f=F(l,a1,...,an) = Za}f;’(l,xl,...,xn) = Za;fj el
(I'ultima uguaglianza per il lemma 12.10) Adesso sempre dal lemma 12.10 abbiamo F =
z& - f* e quindi
LMs,(F) =25 LM, (f") = 2§ - LM~(f)

Siccome G & una base di Grobner per I LM~ (f) ¢ un multiplo di qualche LM~ (g;) =
LM, (%) e quindi anche LM-, (F) & un multiplo di qualche LM-s, (g%) c.v.d.

Confrontando il teorema 12.12 con l'osservazione che lo precede e con 'esempio 5.4 il
lettore puo notare che (v — 2%, 23 — 23) & una base di Grobner per l'ideale della cubica
gobba I(C') con LEX ma non puo esserlo per un ordine graduato.

I comandi di CoCoA relativi all’omogeneizzazione sono Homog(:z;, F) dove I é un polinomio e

Homog(:z;, I) dove I é un ideale (quest’ultimo comando é basato sul teor. 12.12).
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Definizione 12.13. Se W C K" allora la chiusura proiettiva W ¢é la chiusura di W
nella topologia di Zariski di P"(K).

Teorema 12.14. Sia W C K" una varieta affine. Allora
W =V(L(W)")

Dimostrazione

C Proviamo che W C V(I,(W)"). Infatti se + € W e f € I,(W) abbiamo f(x) = 0 da
cui f(z) = 0 e quindi tutti i polinomi di I,(W)" si annullano su x. La tesi segue
prendendo la chiusura di ambo 1 membri.

O Sia W = V(Fy,...,F,). Ogni F; si annulla su W e quindi f; = F;(1,21,...,%,) si
annulla su W. Pertanto f; € I,(W) da cui f* € I,(W)". Abbiamo F; = (vedi 12.10)
zii fl e I,(W)" e quindi (Fy, ..., Fs) C I,(W)" e prendendo V' di ambo i membri si

ha la tesi.

Teorema 12.15. Sia K un campo algebricamente chiuso e sia I C Klxy,...,z,]| un
ideale. Allora
Vo(I) =V(I") Cc P"(K)

Dimostrazione

C Va(I) C (dall’analoga inclusione del teorema precedente) V(Ia(Va(I))h) = (dal Null-
stellensatz) V((\/T)h) C V(Ih)

D Sia V,(I) = V(Fy,...,F,). Come nell’analoga inclusione del teorema precedente
abbiamo (Fy,...,F,) C I,(V.(I))*. Per il Nullstellensatz I'ultimo ideale & uguale a
(\/f)h ed e facile verificare che a sua volta questo ideale ¢ incluso in VIR (occorre usare
il lemma 12.10 iii). Pertanto (Fy,...,Fs) C VI" e prendendo V di ambo i membri si
ottiene m ) V(\/I_h) = V(") cv.d.

Dai teoremi 12.15 e 12.12 si ottiene 'algoritmo per calcolare la chiusura proiettiva di

una varieta affine su un campo algebricamente chiuso. Si procede nel modo seguente:
Se W = V/(I) e una varieta affine si calcola una base di Grobner G di I rispetto ad
un ordine graduato. Allora W & definita in P"(K) da G".

Osservazione. Il teorema 12.15 & falso su R. Ad esempio se I = (2% + 23) C Rlz,y]
allora V,(I) C R? consiste solo dell’origine e quindi la sua chiusura proiettiva é data dal
punto di coordinate omogenee (1,0,0) C P%(R). D’altronde V(I") = V(2k2? + 23) =
(1,0,0) U (0,1,0).

12.16 Algoritmo di consistenza nel proiettivo. Sia fissato un ordine monomiale.

Sia I un ideale omogeneo in Klxg,...,x,] e sia K algebricamente chiuso. Vale
Vl)=0 < Vi 3n; | 2} € LT(I)

Dimostrazione

= Peril teorema 12.7 3r tale che M" C I equindi Vi 2} € [ dacui2/0LT(2}) € LT(I).
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< Posto N = maz{n;} abbiamo MY"*Y) C [ e quindi tutti i monomi di grado >
N(n+1) appartengonoa LT(I) e S = {a®|«“ ¢ LT(I)} é un insieme finito di monomi.
Definiamo Sk come lo spazio vettoriale su K formato dalle combinazioni lineari degli
elementi di S a coefficienti in K. Quindi Sx é un sottospazio di Klxg,...,z,] di

dimensione finita. Definiamo adesso ’applicazione
¢ Klzg,...,xn]/1 — Sk

8(f) = frodl
¢ é ben definita perché se f — f’ € I allora (f — f') mod I = 0 (corollario 2.13). Inoltre

dal teorema 2.11 segue che se r é il resto della divisione di f per una base di Grobner
di I er’ éil resto di f/ allora r + v’ é il resto di f + f’'. Quindi ¢ é un’applicazione
lineare. ¢ é iniettiva perché se (f — f') mod I = 0 allora f — f' € I (ancora per il
corolario 2.13). Pertanto Klxg,...,x,]/] é isomorfo ad un sottospazio di Sk ed ha

anch’esso dimensione finita. Pertanto considerando le classi modulo [

queste devono essere linearmente dipendenti, cioé devono esistere delle costanti ¢; € K,

¢; # 0 tali che ) ij?j € I. Siccome I é omogeneo segue che :L';ii € I per qualche d,.

Quindi Cy = V,(I) é contenuto nell’origine ed abbiamo V(1) = (.

L’algoritmo precedente puo essere pensato come una versione costruttiva del Nullstel-
lensatz debole proiettivo (teor. 12.7). Infatti i generatori di LT'(I) possono essere calcolati
facilmente da una base di Grobner di 1.

Dato un ideale omogeneo I C I([l‘o, ceey xn], con CoCoA si pué verificare se la varietd V(I) cpn
é vuota con il comando LeadingTerm(I) che fornisce una base minimale per LT(I)

Definizione 12.17. Un morfismo razionale tra due varieta proiettive irriducibili X C P"
eY C P™ e un morfismo razionale tra due convenienti parti affini X N K" e Y N K™.

I morfismi razionali sono espressi in coordinate da polinomi omogenei tutti dello stesso
grado.

Spieghiamo nei dettagli questa affermazione. In un conveniente sistema di coordinate
abbiamo (z1,...,z,) coordinate su K™ e (xg,...,2,) coordinate omogenee su P" O X.
Analogamente siano (wi, ..., wy,,) coordinate su K™ e (yo,...,Ym) coordinate omogenee
su P™ DY. Allora un morfismo razionale f da X a Y si esprime in coordinate come

<f1(21,...,zn) fm(zl,...,zn)> B (fl(i—;,...,g—g) fm(——)>

g1(z15- s zn)  gm(Z1, 0 20) gl(i—é,...,xz




dove deg f; = deg §;. Riducendo a denominatore comune si ha

hi(xo,...,xn) P (20, ... 2n)
( )

g(xo,. .y xn) 7 glzo,. .. T0)

con deg h; = deg g e passando a coordinate omogenee 'ultima espressione diventa

(g(x0, - yxn)shi(To, - @)ooy hm(2o,. .. 20))
L’ultima espressione € infatti formata da polinomi omogenei tutti dello stesso grado.

Esempio. ¢:P? — — — P? definito da ¢(xg,21,22) = (2122, 2022, 7071) & un morfismo
razionale definito su tutto P? escluso i tre punti di coordinate (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1). E
interessante verificare che ¢*(xg,21,22) = xox122(20,21,72) € quindi ¢ & un morfismo
birazionale tale che ¢=' = ¢. Una rappresentazione equivalente di ¢ & la seguente:
d(xo, 1, 22) = (1:1_07 ;—1, 1:1—2) ¢ & un esempio di trasformazione quadratica, cioé puo es-
sere rappresentata da polinomi di grado 2. Un teorema classico di Cremona afferma che il
gruppo dei morfismi birazionali di P? é generato dalle trasformazioni quadratiche.

Esempio 12.18(la proiezione da un punto). Se P € P" ha coordinate (0,...,0,1)
allora la proiezione da P sull’iperpiano P"~! definito da x,, = 0 & data da

rp:P"\ P — P!

mp(xo, ... xn) = (20,y. .., Tn_1)
La proiezione da P pud essere considerata come morfismo razionale tp: P™ — — — P71,

Definizione 12.19. Siano X C P" e Y C P™ due varieta proiettive. Una fun-
zione f: X — Y si dice un morfismo regolare in ' € X se esiste un intorno aperto
U di 2’ e polinomi omogenei fo,...,[m dello stesso grado tali che Vo € U abbiamo

(fo(@),..., fm(x)) = f(2)
In particolare deve esistere j tale che f;(z") # 0.

Definizione 12.20. Una funzione f: X — Y si dice un morfismo regolare se é regolare

Ve e X.

In particolare un morfismo razionale pué essere visto come un morfismo regolare in
almeno un punto (e quindi in un aperto). Un morfismo razionale regolare in tutti i punti

é un morfismo regolare.

Osservazione importante. Una collezione di polinomi omogenei tutti dello stesso grado
foyeeosfm con f; € Klxg,...,x,] che non si annullano contemporaneamente su X C P"
definisce un morfismo regolare da X a P™. Esistono peré morfismi regolari che non si

possono definire in questo modo (si veda I'esempio seguente).

Esempio 12.21. Sia X € la conica in P? definita da 2* + y* — 2% ((x,y,z) coordinate
omogenee) allora la proiezione stereografica p: X — P é definita su X \ {(0,1,1)} da
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plx,y,z) = (x,y — z) mentre € definita su X \ {(0,1,—-1)} da p(z,y,z) = (y + z,—x). 1
lettore dovrebbe verificare che la definizione é ben posta nell’intersezione.

Analogamente al caso affine, possiamo definire due varieta proiettive V e W isomorfe
se esistono due morfismi regolari f:V — W e g W — V taliche fog=1lw ego f = 1y.
L’isomorfismo di K-algebre K[V] ~ K[W] é equivalente all’isomorfismo tra i coni affini
Cy e Cyw, che a sua volta implica che V e W sono isomorfe. Non vale peré il viceversa,
ad esempio una conica nonsingolare ed una retta (proiettive) sono isomorfe ma i loro coni
affini non lo sono. Pertanto il teorema 11.6 non si estende al caso proiettivo.

L’isomorfismo tra [ -algebre graduate I&’[V] e I&’[W] é equivalente ad un fatto molto pia forte,
vale a dire che esiste a: P™" — P" proiettivitd tale che Oz(V) = W. Due varietd siffatte si dicono

prolettivamente isomorfe.

Se V é una varietd proiettiva, si pué definire (V') campo delle frazioni graduato di
K[V], che contiene solo elementi del tipo % con deg f = deg g. Gli elementi di (V) si
possono identificare con 1 morfismi razionali V — — — K od anche con 1 morfismi razionali
V — — = PL. Vale che K(V) é isomorfo al campo delle funzioni di una sua parte affine,
cioé a K(VNK™). In particolare V' e W varietd proiettive sono birazionalmente equivalenti

se e solo se K (V) ~ K(W) come estensioni di i (in analogia con il teorema 11.20).

13. CURVE PIANE

Studiamo brevemente le variet date da una singola equazione in K? (curve piane affini) o in
P?(K) (curve piane proiettive). In questo paragrafo supporremo sempre K algebricamente
chiuso. Questo per il

Lemma 13.1. Sia f € K[x,y] e sia C' = V(f) C K? una curva piana affine. Se K é
algebricamente chiuso allora C' consiste di infiniti punti.

Dimostrazione Ricordiamo che ogni campo algebricamente chiuso K ha infiniti ele-

menti. (infatti se X = {kl, ce kp} il polinomio p(l‘) = ];:1(1' - kl) 4 1 non avrebbe radici in
K.) Se f dipende solo da x allora per ogni radice x¢ di f tutti i punti (xg,y) Vy € K
appartengono a C. Se f ha grado positivo in y allora Va' € K 'equazione f(z',y) =0 ha

almeno una soluzione e quindi esistono infiniti punti su C'.

Esempio. Se f = 2% + y* € Rz, y] allora V(f) C R? consiste di un solo punto. Quindi
I'ipotesi che K sia algebricamente chiuso € necessaria nel lemma 13.1.

Proposizione 13.2. Sia f € K[z,y] e sia C = V(f) C K? una curva affine. Allora
V(f") c P3(K) é la chiusura proiettiva di C.

Dimostrazione Dalla definizione segue che se I = (f) allora I" = (f"). La tesi segue
allora dal teorema 12.15 .
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Lemma 13.3. Sia f € K[z,y]. V(f) C K? é irriducibile se e solo se f é irriducibile.

Dimostrazione Per il teorema 6.12 V( f) é irriducibile se e solo se I(V(f)) é primo. Per
il teorema degli zeri di Hilbert 6.10 I(V(f)) = \/m Se f = fi"* -+ i} éladecomposizione
di f in polinomi irriducibili segue facilmente che /(f) = (f1--- fr). Quindi V(f) é
irriducibile se e solo se (f1--- fx) é primo. Abbiamo che (fi--- fr) é primo se solo se
f1 -+ fr € irriducibile, cioé se e solo se f é irriducibile da cui la tesi.

Se f = fi'"* -+ fi* éla decomposizione di f in fattori irriducibili allora V(f) é unione

delle sue componenti irriducibili V(f;). Se poniamo

frid = flfk

allora evidentemente V(f) = V(fria) € \/(f) = (fria)-

Definizione 13.4. Un polinomio f si dice ridotto se f = frq cioé se f é irriducibile
oppure contiene i suoi fattori irriducibili con molteplicita 1.

Lemma 13.5. Sia f € Klzy,...,2,] e sia car K = 0. Allora

f

f”id N MCD(fvfl’mvfl’n)

Dimostrazione Sia f = f'*--- fi* la decomposizione di f in fattori irriducibili. E

sufficiente provare che

MCD(fvfl’mvfl’n) = 1(11_1"' ]?k_l

k

af ay a;— a ay— A — af [
fl’izz , :1;] e Lo = f LI . 1Zaja—;f1"'fk"'fk (13.1)

Quindi 1“1_1 e f,?"“_l divide f e tutte le sue derivate prime f,,. E facile verificare da
(13.1) che ¥y f;J non divide tutte le derivate prime di f e quindi segue la tesi.
Nel resto di questo paragrafo consideriamo sempre curve C = V(f) con f polinomio

ridotto. Il lemma 158.5 mostra che possiamo sempre ricondurci a questo caso (almeno se

car K = 0)

Lemma 13.6. Sia f € K[x,y] di grado totale d. Allora I'intersezione di V(f) con una
retta che non é una sua componente irriducibile consiste al piu di d punti.

Dimostrazione La retta pud essere parametrizzata da © = xg + at, y = yo + bt.
Sostituendo abbiamo 'equazione f(xo + at,yo + bt) = 0 che é un polinomio non nullo di
grado < d nella variabile ¢t e quindi ha al pia d radici.
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Definizione 13.7. Sia P = (xo,yo) un punto di intersezione tra una retta L ed una
curva C = V(f) C K% Sia L parametrizzata da © = xo + at, y = yo + bt, (in modo
che P corrisponde al valore t = 0). La molteplicita della radice t = 0 del polinomio
p(t) = f(xo + at,yo + bt) si dice molteplicita di intersezione di L e C nel punto P.

Studiamo ora come varia la molteplicita di intersezione tra una curva C ed una retta
L in un punto P € C al variare di L tra le rette passanti per P. Se P = (19, y0) abbiamo
che f(xo,yo) = 0 e L é parametrizzata da @ = xg + at, y = yo + bt al variare di (a,b) € P1.

Consideriamo lo sviluppo di Taylor

f(:z;o +at, yo—l—bt) = f(l‘o, yo)—l—[fx(:zjo, yo)a + fy(xo, yo)b] t+... (termini di grado superiore in t)
(13.2)
Ne segue che

1) Se fi(zo,y0) = fy(zo,y0) = 0 allora tutte le rette per P hanno molteplicita di inter-
sezione > 2 con C'in P .

ii) Se (fz(x0,%0), fy(2o,y0)) # (0,0) allora la molteplicitd di intersezione della retta L é
1 se [fe(20,y0)a + fy(x0,y0)b] # 0 mentre é > 2 se [fo(20,y0)a + fy(x0,y0)b] = 0.
Notiamo che 'equazione [f;(zo,y0)a + fy(zo,y0)b] = 0 é risolta da a = fy(xo,y0) €

b= —f.(20,y0). Eliminando il parametro la retta corrispondente ha equazione

fo(zo,y0)(x —x0) + fy(zo,y0)(y —yo) =0

Questa osservazione motiva le seguenti

Definizione  13.8. Un punto P € C = V(f) curva piana affine si dice singolare se
fo(P) = fy(P)=0. Altrimenti P si dice nonsingolare. Una curva si dice nonsingolare (o

liscia) se tutti i suoi punti sono nonsingolari.

Definizione  13.9. In un punto P = (x9,y) € C = V(f) nonsingolare la retta di
equazione

fe(zo,y0)(x — o) + fy(%0,90)(y — yo) =0
si dice la retta tangente.

Algoritmo per la nonsingolarita di una curva. Sia K algebricamente chiuso. Una
curva C = V(f) é nonsingolare se e solo se V(f, fz, fy) = 0, ovvero (dal teorema degli
zeri di Hilbert) se e solo se (f, fz, fy) = (1). Quest’ultima condizione pud essere verificata

calcolando una base di Grobner dell’ideale (f, fo, fy).

Definizione 13.10. Un punto p € V(f) si dice di molteplicita r se tutte le derivate
parziali di f di ordine < r — 1 si annullano in P e se esiste una derivata parziale di ordine
r non nulla in P. Un punto di molteplicita 2,3, ... si dice anche doppio, triplo, .. ..

I punti nonsingolari corrispondono ai punti di molteplicita 1. Calcolando 1 termini
successivi dello sviluppo di Taylor (13.2), otteniamo che in un punto P di molteplicitd r
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tutte le rette per P incontrano C' con molteplicitd di intersezione in P = r escluso un
numero finito, dato dalle soluzioni in (a,b) di

“/r 0 .
> <Z> W(P)ar—lbl =0 (13.3)

=0
Le rette appena menzionate possono essere considerate come rette tangenti in P.

Definizione 13.11. Un punto singolare di molteplicita r(> 2) si dice ordinario se ha
esattamente r tangenti distinte, cio€ se il discriminante del polinomio in (13.3) é non nullo.

Esempi. La curva V(y? — 2%(z + 1)) ha un punto doppio ordinario nell’'origine. La curva
V(y* — 2®) ha un punto doppio non ordinario nell’origine, che si dice cuspide. La curva
V(z* —2* +y?) (il cui grafico reale é un “otto”) ha un punto doppio ordinario nell’origine.

Teorema 13.12 Forma debole del Teorema di Bezout. SianoC =V (f)eD = V(g)
due curve senza componenti comuni con f, g di gradi rispettivamente d, e. Allora C' N D
consiste al pit in de punti.

Dimostrazione Se uno dei due polinomi f, ¢ dipende solo da = o solo da y allora la
curva corrispondente é data da una unione di rette, ed in questo caso il risultato é evidente.
Altrimenti le coordinate dei punti di intersezione devono soddisfare le due equazioni non
nulle Res(f,g,2) = 0 (in y) e Res(f,g,y) = 0 (in x) e quindi i punti di intersezione
sono in numero finito che denotiamo con {Py,..., Pr}. Sia L;; la retta per P; e P;. Per
valutare il numero dei punti conviene scegliere un nuovo sistema di coordinate (con un
cambiamento affine) dove gli assi coordinati non sono paralleli alle rette L;; per 1 <1 <
J < k. Osserviamo che un cambiamento di coordinate affine non altera i gradi dei polinomi,
che chiamiamo ancora con f e g. Adesso per ogni radice x; del polinomio Res(f, g,y) esiste

al pitt un valore y; tale che (x;,y;) € C N D. Quindi é sufficiente osservare che il grado

di Res(f,g,y) é < de. Infatti scriviamo f = E;‘i:o ai(2)yt=te g ="

i=0 bi(x)y®~’ con

deg a; <1 e deg b; < j e calcoliamo

ag aq Ce ad
ap
ag aq Ce ad
det bo bl Ce Ce be
bo
bo b be
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Il determinante é una somma di tanti monomi in a;(y) e b;(y). Il monomio corrispondente
alla diagonale é di grado < de. Tutti gli altri monomi si ottengono con permutazioni
da questo ed é facile vedere che il grado rimane < de (conviene pensare di riempire i
coefficienti nulli con a_1,a_9,...ag41,a442,...1n modo che i gradi siano sempre crescenti
di una unitd andando verso destra).

Definizione 13.13. Un punto P € V(f) = C nonsingolare si dice un flesso se la tangente
in P ha molteplicita di intersezione > 3 con C in P.

Esempi. (€ istruttivo negli esempi seguenti disegnare il grafico reale)
i) L’origine é un flesso per la curva y — 2® = 0.
ii) La curva
2at — 32y +yt -2 +yt =0

ha molteplicita 2 nell’origine. La molteplicita di intersezione della tangente (general-
izzata) y = 0 nell’origine é 4. L’origine si dice un tacnodo.
iii) La curva
(1}2 + y2)2 + 3:1;2y _ y3 =0
ha un punto triplo ordinario nell’origine.
iv) La curva
(1}2 + y2)3 o 4$2y2 =0
( “quadrifoglio”) ha un punto quadruplo non ordinario nell’origine.

Proposizione 13.14. Un punto P nonsingolare per V(f) é un flesso se e solo se
0 fo fy
det| fo  fea Jfoy|=0 (13.4)

fy fl’y fyy

Dimostrazione Sostituendo (a,b) = (—f,, fz) all’equazione (13.3) afy, + 2abfey +
b? f,y = 0 si ottiene esattamente la (13.4).

Osservazione. Una curva differenziabile in R* di equazione implicita f(x,y) = 0 ha
curvatura nei punti nonsingolari uguale a

0 fo fy
det fx fxx fxy

_ fy fxy fyy
FEE T Ry

Pertanto i punti di flesso corrispondono ai punti di curvatura nulla.

Sia ora F' € Klz,y,z] un polinomio omogeneo. Consideriamo la curva proiettiva

V(F) C P? che ha parte affine definita da f(x,y) = F(z,y,1).
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Possiamo definire un punto P € V(F') di molteplicitd r se per un aperto affine standard
K? C P? contenente P abbiamo che P é di molteplicita r per la curva affine V(F) N K2.
Analogamente possiamo definire la molteplicita di intersezione con una retta e la retta
tangente. I punti singolari sono quelli di molteplicita > 2.

Lemma 13.15. Un punto P é singolare per la curva V(F) C P? se e solo se F,(P) =
F,(P)=F.(P)=0.

Dimostrazione La relazione di Eulero (deg F)F = «F, + yF, + zF. mostra che le
equazioni Fp(P) = F,(P) = F.(P) = 0 implicano F(P) = 0. Sia P = (z0,Yo0,%0)-
Possiamo supporre (a meno di cambiare nome alle coordinate) che zo # 0. Allora poniamo
flz,y) = F(z,y,1), da cul f; = F,, fy = Fy e la tesi segue dalla definizione.

13.16 Algoritmo per la nonsingolarita di una curva proiettiva. SiaC = V(F) C
P? con F polinomio omogeneo in K|x,y,z] e K algebricamente chiuso. Per verificare se
C € nonsingolare si procede nel modo seguente:

i) Si sostituisce F' con F,;q mediante 13.5.

ii) Si calcola una base di Grobner G per 'ideale generato da Fy, Fy, F..
iii) Si applica 12.16. Se esistono tre interi a, b, c tali che %, y® e ¢ appartengono a LT(I)
allora C' é nonsingolare (e viceversa).

Esercizi.
a) Verificare che la curva 2? + y?> — 1 = 0 é nonsingolare e la sua chiusura proiettiva
rimane nonsingolare.
b) Verificare che la curva y — 2 = 0 é nonsingolare mentre la sua chiusura proiettiva ha
un punto singolare ( “acquista una singolarita all’ infinito”).
c¢) Per quali valori di A € K la curva

:1;3—|—y3—|—z3—|—3/\:1;yz::0

é nonsingolare in Pz(f&’) ? Soluzione: per A #= —1, —p, —,02 (p radice cubica dell’unitd) e nei
casi esclusi si spezza in 3 rette.

d) Per quali valori di A € K la curva
:1;3—|—y3—|—z3—|—/\(:1;—|—y—|—2)3 =0
é nonsingolare in Pz(f&’) ? Soluzione: per A 75 —1/97 -1

Per curve proiettive la nonsingolarita pud essere espressa anche attraverso alcuni “in-

.. . . . 2
varianti”. Ad esempio é ben noto che la conica definita da ) ; i=0
=

simmetrica 3 X 3 é nonsingolare se e solo se det a;; # 0. In generale una curva di grado

a;jxT;r; con a;; matrice

d é nonsingolare se un certo polinomio omogeneo di grado 3(d — 1)? nei coefficienti della
curva (detto discriminante) é # 0 (vedi F. Enriques, O. Chisini, Lezioni. .. III pag. 166).
Se F, G € Klz,y,z] sono due polinomi omogenei di gradi d, e allora vale I’analogo

del teorema 13.12: il numero dei punti di intersezione é < de (per dimostrarlo é sufficiente
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prendere un piano affine che contiene tutti i punti di intersezione). In ambito proiettivo
il teorema di Bezout si pud enunciare in modo pil preciso. Infatti si pud definire la
molteplicita di intersezione di due curve in un punto ed il numero dei punti di intersezione
di V(F) e V(G) in P? é dato esattamente da de se ogni punto é contato con la sua
molteplicita.

Gli esercizi seguenti estendono alcuni dei concetti precedenti al caso proiettivo.

Esercizio. Provare che la retta tangente alla curva F(x,y,z) C P? nel punto nonsingolare

P ¢ data da
tFy(P)+ yF,(P)+ zF.(P)=0

Esercizio. Sia K algebricamente chiuso. Provare che 2 curve piane in P?(K) si incontrano
almeno in un punto.

Esercizio. Provare che un punto nonsingolare P € V(F) C P? é un flesso se e solo se

Fxx ny sz
H(F) = det|F,, F,, F.| = 0
sz Fyz Fzz

Dedurre che se deg F = d allora V(F') ha al pii 3d(d — 2) flessi.

Una cubica ha al pid 9 flessi (sono esattamente 9 se contati in modo opportuno).
Un celebre teorema di Newton afferma che la retta congiungente due flessi di una cubica
incontra la cubica ancora in un punto di flesso.

14. MORFISMI DI SEGRE E SCOPPIAMENTI

Studiamo adesso gli spazi prodotto K™ x K™, K" x P™(K), P"(K) x P"(K).

Definizione  14.1. In K" x K™ definiamo una topologia che ha per insiemi chiusi
V(fi,...,fn) con fi € K[x1, ..., Tn Y1y s Ym]

Questo equivale a considerare K™ x K™ ~ K" ™™ e prendere la topologia di Zariski su
quest’ultimo spazio. La topologia che si ottiene non e la topologia prodotto tra le topologie
di Zariski di K™ e K™. Ad esempio 1 chiusi per la topologia prodotto in A x K sono dati
dall’unione di un numero finito di punti e di rette “orizzontali” o “verticali”.
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Definizione 14.2. Se X C K" e Y C K™ sono varieta algebriche allora il prodotto
X xY Cc K" x K™ ~ K"™t™ risulta una varieta algebrica le cui equazioni sono date
dall’'unione delle equazioni che definiscono X eY.

Grafico di un morfismo regolare 14.3. Se V. C K" e W C K™ sono varieta
irriducibili e f: V' — W é un morfismo regolare allora G(f) = {(x, f(z))|Jx e V} CV x W
€ una varietd algebrica isomorfa a V che si dice il grafico di f. G(f) é definito dalle
equazioni (con ovvie notazioni) y; — fi(x1,...,2,) (si veda il teorema 10.2).

Esercizio  14.4. Consideriamo il morfismo regolare K™ X KLy kmm definito da

fler, oo zn, vty ym) = (o, 23y, - )

Chiamando z;; le coordinate di K™™, f e definito dalle equazioni z;; = x;y;. Provare che
i) I'immagine di f é una varieta algebrica che si puo identificare con le matrici Z = (z;;)
di rango < 1.
ii) Sep € Im(f) allora f~'(p) 2 K* sep#0e f~1(0) = [K™ x 0]U [0 x K™].

Definizione 14.5. In K" x P™ definiamo una topologia che ha per insiemi chiusi
V(fi,....fn) con fi € K[z1,...,%0,Y1,...,Ym| omogenei nelle y;, cioé f; é una somma
an ,,bo

0

di monomi del tipo cz{' -+ xiny® ... ybm dove Z;‘n:o b; é costante.

K™ x P™ non ¢ una varieta affine né proiettiva. E un aperto di una varieta proiettiva
(che definiremo al punto seguente). Gli aperti di varieta proiettive si dicono varieta quasi-

proiettive.

Definizione 14.6. In P" x P™ definiamo una topologia che ha per insiemi chiusi
V(fi,...,fn) con f; € Klxo,...,%n,¥1,-..,Ym] omogenei separatemente nelle x; e nelle
y;, cioe f; & una somma di monomi del tipo cxy®---xl» ygo eyl dove Yorga; =de

™ b, = d' sono costanti. f si dice biomogeneo di grado d nelle z; e di grado d' nelle y;.
j=0"7 g g & J
Abbiamo f(Ax,uy) = /\d/,Ld/f(:Jc,y)‘v’ A\, € K, quest’ultima equazione pué essere presa

come definizione equivalente di polinomio biomogeneo.

Dalle definizioni precedenti segue la catena di inclusioni continue ed aperte:

K'"x K" CK"xP™CP"xP™
Teorema 14.7. (C. Segre) P™ x P™ & una varieta proiettiva.

Dimostrazione La dimostrazione di questo teorema ¢ importante quanto 1’enunciato.
Infatti si tratta di costruire il morfismo di Segre s: P x P™ — P(n+Dm+D=1 o hrovare
che & un omeomorfismo sull’ immagine (immersione). La tecnica ¢ analoga a quella
dell’esercizio 14.4. Poniamo zg,...,x, coordinate omogenee su P", yq,...,y,, coordi-
nate omogenee su P™ e z;; con 0 < ¢ < n, 0 < 57 < m coordinate omogenee su

P+ =1 Definiamo s(z,y) = (..., zyj,...) cioe s & dato dalle equazioni z;; = x;y;.
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Sia I C KJ[...,zj,...] I'ideale omogeneo definito dai minori 2 x 2 della matrice Z = (z;;),
cioe [ e generato da
ZijZkl — ZilZkj

Vi, j,k,l. E immediato verificare che Im(s) C V(I), infatti a;y;2ry; — ziyiery; = 0 (in

modo piu elegante (z;y;) ha rango 1). Viceversa se (...,z;j,...) € V(I) allora sia z;;,
una coordinata # 0. Posto

~ijo Fiog

Zig o Zi0jo
allora z;y; = ZZ?OZOJ = Zi’)jo (I'ultima uguaglianza dalle equazioni di V(I)). Quindi s(z, y)
e (...,%ij,...) hanno le stesse coordinate omogenee e segue I'm(s) = V(I).

Per provare che s ¢ iniettiva supponiamo s(z,y) = s(2’,y’), quindi 3 X # 0 tale che
Ty = /\x;y} Vi, 7. Adesso per qualche ig, jo abbiamo z;, # 0, y;, # 0, da cui :L'goy}o # 0

Yio

e quindi x}, # 0, yj, # 0. Pertanto posto ¢ := w abbiamo ¢ # 0 e dall’equazione

TiYj, = Arjy;  Visiricava x; = cr{ Vie quindiz = Cj%'/ in P"(K). Analogamente y = y'.
Per provare che s € un omeomorfismo sull’immagine ricordiamo che una base per gli aperti
in P?"xP™ e data da {(x,y)|f(z,y) # 0, f biomogeneo di grado d in « e d’ in y} al variare
di f,d,d. E sufficiente prendere gli aperti precedenti con d = d’ per avere una base. Infatti

se ad esempio d > d' allora {(z,y)|f(x,y) # 0} = Uﬁo{(x,y)|y?_d/f(x,y) # 0}. Inoltre

ogni polinomio f in (x,y) biomogeneo di grado d sia in = che in y si puo scrivere come
un polinomio F' in x;y;. Pertanto s({(z,y) € P" x P™|f(z,y) #0}) = V(I) N {(2;;) €
P+ =1 p(2.) £ 0} e quindi s & un omeomorfismo, c.v.d.

Osservazione. Si puo provare che 'ideale I definito nella dimostrazione del teor. 14.7 ¢
primo.

Osservazione. [l lettore avra notato che la definizione 14.6 € stata fatta esattamente per
far valere il teorema 14.7. Equivalentemente si pué definire la topologia in P™ x P™ come
la topologia indotta da quella di Zariski sull'immagine s(P™ x P™) c P(n+D(m+1)—1,

Esercizio. Provare che P"™ x P™ ¢é un varieta razionale.

Definizione 14.8. Se X C P"(K) e Y C P™(K) sono due varieta proiettive definite
rispettivamente dai polinomi fi(zg,...,%n) € gj(Yo,...,ym) per1 <i < T el <j < J
allora il prodotto X x Y C P" x P™ ¢ PrtOm+D=1 & yna varieta proiettiva definita
dai polinomi fi(z0k,--.,%nk) € gj(Zpo,---s2pm) per 1 <1 < I, 0 <k <m, 1 <j < J,
0<p<n

Lemma 14.9. Se f: X — Y é un morfismo regolare tra varietd proiettive (irriducibili)
allora il grafico G(f) C X XY € una sottovarietd di X x Y isomorfa a X.

Dimostrazione Con ovvie notazioni le equazioni del grafico in X X Y sono date da
yifj(x07 ey ) — y]‘fi(:lio, Ceey )

al variare degli aperti su cui é definita f (si veda 'esempio seguente).
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Esempio. Sia X la conica in P? definita da z* +y? —2? = 0 e sia p: X — P! la proiezione
stereografica (si veda I'esempio 12.21 ). Se (wg,w;) sono coordinate omogenee in P! le
equazioni del grafico G(p) in X x P! sono date da

wo(y — z) = wrx

—woxr = w1 (y + 2)
:1;2—|—y2—22 =0

Lo scoppiamento(blow-up) in un punto
Siano (xg,...,%y) coordinate omogenee in P™ e (yo,...,yn—1) coordinate omogenee
in P"7!. Definiamo Z = V(...,2;yj — ¥i,...)o<ij<n—1 C P" x P"7L.
Z & definita equivalentemente tagliando 'immagine del morfismo di Segre (vedi la
dimostrazione del teorema 14.7) con gli iperpiani z;; — z;; = 0 per 0 < 1,5 <n — 1.
Consideriamo la proiezione sul primo fattore p;: P* x P"™1 — P" e sia o = py 172 L —
P". Sia P € P" il punto di coordinate (0,...0,1). Allora vale:
i) o7 (P)=P xPr 1 P71
Infatti & immediato verificare che P x P*"~! C Z
ii) se Q € P", Q # P allora 0~1(Q) & dato da uno e un solo punto di Z. In particolare
o é suriettivo.
Infatti se @ = (xg,...,2,) con x; # 0 per qualche ¢ compreso tra 0 e n — 1 allora
y; = i—j determina l'unico punto (z,y) € Z tale che o(x,y) = Q. Geometricamente P, Q)

e (Yo,---,Yn—1,0) sono allineati.

Definizione 14.10. Z insieme a 0:Z — P" si dice lo scoppiamento di P™ nel punto P
di coordinate (0,...,0,1).

E utile osservare che la proiezione sul secondo fattore p:Z — P"~1 si fattorizza nel

diagramma

la N\ P
P — —» P!

TP
e quindi p puo essere pensata come un’applicazione che risolve 7mp (si veda l'esempio
12.18) nel punto P dove wp non e definita.

E:=0c71(P) =P xP" ! sidice il divisore eccezionale dello scoppiamento.
Lemma 14.11. Z e irriducibile.

Dimostrazione Z \ E ¢ irriducibile perché isomorfo a P™ \ P. Quindi ¢ sufficiente
provare che E C Z \ E. Pensiamo P"~! immerso in P" come l'iperpiano x¢ = 0. Per
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ogni y € P" ! sia £, la retta in P" per y e P. Allora (£, \ P) x {y} C Z \ E. Infatti se

= (z9,...,%,) € allineato con y e P allora si annullano i minori 3 x 3 della matrice
o Ce Tn—1 Tn
Yo oo Yno1 O
0o ... 0 1

Tali minori corrispondono ai minori 2 x 2 della matrice

cioé alle equazioni di Z.
Quindi (P,y) € (£y) x{y} CZ\ E cv.d.

In seguito utilizzeremo anche la seguente
Proposizione 14.12. SiaU; = P" 1\ {y; =0} ~ K"~ '. Allora p='(U;) ~ U; x P!

Dimostrazione Se (yo,...,1,...,yn—1) sono coordinate su U; allora possiamo costruire
I'isomorfismo f;: U; x Pt — ,o_l(Ui) C ZcCcP"x P! dato da

Fioyeo oy Lo Un—13 iy @) = (TilY0, i1y e o s Tigee ey TilYn—1, T3 Y0s ey Lyneey Yn—_1)

\
E facile verificare che f; ammette inversa.

Lo scoppiamento si rivela uno strumento molto potente per studiare le singolaritd. Se X C P”
possiamo definire X C Z come 0! (X \ {P}) X sidice la trasformata propria di X. Se X é una

curva con un nodo in P a tangenti distinte allora X incontra il divisore eccezionale F in 2 punti distinti

corrispondenti alle due tangenti (si dice che i 2 rami di X si sono separati).
Ziﬂ)n_l ha tutte le fibre isomorfe a P! e si dice un P!-fibrato che proviene da un fibrato di
rango 2 su Pl si pué provare che Z non é isomorfo a P! x Pn_l, che corrisponde al fibrato banale.

I fibrati hanno numerose applicazioni in matematica e in fisica.

15. IL TEOREMA FONDAMENTALE

DELLA TEORIA DELL’ELIMINAZIONE

Il lemma seguente mostra che il risultante é in modo naturale un oggetto proiettivo.
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. d . o d’ iod — . .
Lemma 15.1. Siano f =) ., aizhr{™ e g = Ej:o bjzdx] ~’ due polinomi (vo,x1)-
omogenel a coefficienti in un campo K. Poniamo

ag aq Ce ad
aog
ag aq Ce ad
Res(f,g):=det|by by ... ... by
bo
bo by b

Allora

i) Res(f,g) =0 <= f e g hanno a comune un fattore irriducibile in K|z, ©1]
ii) Se K é algebricamente chiuso

Res(f,g) =0 <= f,g si annullano in un punto comune di P*

Dimostrazione Proviamo ii) (i) segue con piccole modifiche). Poniamo f = z§f' e
g = :L'gg’ con f', ¢" non divisibili per 9. Se o # 0, 3 # 0 allora (zg,21) = (0,1) € P!
é una soluzione comune e corrispondentemente Res(f,g) = 0 perché la prima colonna é

nulla. Se o = 8 = 0 allora Res(f,g) = Res(f(1,21),9(1,21),21) ed il risultato segue dal

teorema 8.2. Se « =0 e 3 # 0 allora ag # 0 e Res(f,g) = agRes(f,g’) e ci si riconduce al
caso precedente. Analogamente se a # 0 e § = 0.

Teorema 15.2. (Main theorem of elimination theory, versione proiettiva) Sia K alge-
bricamente chiuso. Allora la proiezione

P (K)xP™"(K)—P"(K)
e chiusa.

Dimostrazione
1) Il teorema equivale alla versione locale
Consideriamo il diagramma

P"(K)x K™ C P"(K)xP™(K)

» K

K™ C P™



Le inclusioni del diagramma sono continue. Quindi se p e chiusa anche p’ & chiusa
(prendendo la chiusura proiettiva). Viceversa se p’ ¢ chiusa per ogni aperto affine K™ C
P™ allora anche p e chiusa (basta osservare che un insieme C in P™ tale che C' N K™
e chiuso per ogni aperto affine standard K™ C P™ ha complementare aperto e quindi e
anch’esso chiuso.)

2) Il teorema é vero se n =1

Per il primo punto & sufficiente considerare p’: P! x K™ — K™, Sia § C P! x K™

esia I(S) C K[z1,...,%m, 20, 21] 'ideale generato da tutti i polinomi (zq,x;)—omogenei

che si annullano su S. E sufficiente provare che
(21,...,2m) € P'(S) <= Vf,g € I(S) (x0,21) — omogenei si ha R(f,q)(#1,...,2m) =0

= Infatti f(z1,...,2m,%0,21) € g(21,.. ., Zm, To, ¢1) hanno una soluzione a comune
come polinomi omogenei in (xg,x1) (si veda il lemma 15.1).

<= Sia per assurdo (z1,...,2m) ¢ p'(S). Sia f € I(S) e siano P; = (x(()i),xgi)) per
i = 1,...N gli zeri del polinomio f(z1,...,2m,x0,21). Pertanto per i = 1,... N
esistono ¢; € I(S) tali che ¢;(P;) # 0 (altrimenti 3P; tale che P; € V(I(5)) = S=S5
e sarebbe (z1,...,2m) € p'(S)). Posto g :=1— vazl <1 — gi?—;’i)> € I(S) (svolgendo
il prodotto il termine 1 si semplifica) segue g(P;) =1 per j = 1,... N e quindi per il
lemma 15.1 R(f,9)(z1,...,2m) # 0 contro I'ipotesi.

3) Il teorema é vero in generale
Si dimostra per induzione su n. Sia Z lo scoppiamento di P lungo un punto. Con-

sideriamo il diagramma commutativo

Z x K™
a/ N b
P" x K™ Pl x K™
PN\ v
Km

a & suriettiva e continua , quindi abbiamo p'(S) = p’ caoa 1 (S) = coboa™(S). Per
induzione ¢ e chiusa ed ¢ sufficiente provare che b ¢ chiusa. A questo proposito osserviamo
che in modo analogo al punto 1) & sufficiente provare che per un ricoprimento U; ~ K"~}
di aperti affini di P"~! vale che il morfismo b~ (U; x Km)—b>Ui x K™ ¢ chiuso. Questo
ultimo fatto segue dalla proposizione 14.12 e dal punto 2).

Corollario 15.3. Sia V una varieta (affine o proiettiva) e sia K algebricamente chiuso.
Allora la proiezione P"(I) x V. — V é chiusa.

Definizione 15.4. Una varieta X tale che per ogni varieta affine o (equivalentemente)
proiettiva V' la proiezione X x V — V é chiusa si dice completa.
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Il corollario 15.3 prova che P"(K) con K algebricamente chiuso é uno spazio completo.
La completezza sostituisce nell’ambito algebrico la compattezza. Si ricordi infatti che uno
spazio topologico X é compatto se e solo se per ogni spazio topologico V la proiezione
X xV — V é chiusa (prendendo la topologia prodotto!) ([N. Bourbaki, Elements de
Math., livre III] nel caso Hausdortt).

Corollario 15.5. Ogni varieta proiettiva definita su K algebricamente chiuso € completa.

Corollario  15.6. Sia X una varieta proiettiva definita su I algebricamente chiuso e
sia f: X — P™(K) un morfismo regolare. Allora f(X) € una varieta.

Dimostrazione Basta applicare il corollario 15.5 alla proiezione X x P™ — P™ e
considerare 'immagine del grafico G(f) (si veda 14.3).

Corollario 15.7. Sia K algebricamente chiuso e sia

mp:P"\ P — P!
la proiezione da P (si veda I'esempiol2.18). Se X C P™ é una varieta non contenente P
allora 7p(X) é una varietd in P"~! e le fibre di wp sono finite.

Il corollario 15.6 é una versione algebrica del celebre (e molto pit difficile) Proper Mapping Theorem

di Remmert che vale in ambito analitico.

Lemma 15.8. Sia f: X — Y un morfismo regolare dominante. Se X ¢ irriducibile
allora Y € irriducibile.

Dimostrazione Se Y = V3 U Vy allora X = f~4V1) U f~1(V3). Per lipotesi sard

X=f1YV)dacu f(X)CViequndi¥Y = f(X) C V;.

Teorema 15.9. Sia X una varieta proiettiva irriducibile e sia K algebricamente chiuso.
Allora ogni morfismo regolare f: X — K" € costante.

Dimostrazione E sufficiente provare che una funzione regolare f: X — K é costante.
Sia i: K — P! I'immersione naturale. Dal corollario 15.6 e dal lemma 15.8 segue che

(i o f)(X) é una varietd irriducibile propria di P! e quindi é un punto.

In ambito analitico (/X = C) il teorema 15.9 segue dal principio di massimo.
E possibile dare una versione costruttiva del teorema 15.2. In particolare si pué ottenere come

conseguenza anche un algoritmo per il calcolo dell’immagine di una varieta proiettiva.

Definizione 15.10. Dato un ideale I C Klzg,...,%n,Y1,- -, Ym] generato da polinomi
(z0,...,2,)— omogenei allora I'ideale di eliminazione proiettivo é

I'={feK[y,....,ym][V0<i<n 3Fe tale che zi'f el}

Definizione 15.11. Dato un ideale I C Kxg,...,%n,Y0,---,Yn| generato da polinomi
biomogenei (si veda la def.14.6) allora I'ideale di eliminazione proiettivo &

I:=<feKlyo,...,ym|omogeneolV 0<i<n 3Ie; tale che ziifell >

I & in ogni caso un ideale, questo & mostrato anche dalla seguente
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Proposizione 15.12.
i) Dato un ideale I C K[xg,...,Tn,Y1,-..,Yn] generato da polinomi (xq,...,x,)— omo-
genei allora per tutti gli interi e sufficientemente grandi si ottiene

~

I:: (I<$87,$2 >)ﬂ]&’[y177ym]

ii) Dato un ideale I C Klzg,...,%n,Y0,--.,Yn] generato da polinomi biomogener allora
per tutts gli intert e sufficientemente grandi si ottiene

~

I=(I:<af,....x;, >)N Klyo, ..., Ym]

Dimostrazione Dimostriamo solo i) essendo ii) completamente analoga. L’inclusione

D e evidente. Poi si considera la catena ascendente di ideali I: < xg,...,2, >C I:<
23,...,2% >C .... Questa catena ¢ stazionaria e quindi esiste un intero e tale che
L<al ol >=L<ag,... 28> (15.1)

per ogni d > e. Se f € I allora Vi 3 ¢, tale che xi'f € I. Posto d := max{e;} allora
2lf € I Viequindi f € I:(2d,...,2%). Per (15.1) abbiamo f € (I: < z§,...,25 >) N

n
Kly1,...,Yym] come volevamo.

Teorema 15.13. (Main theorem of elimination theory, versione proiettiva “costruttiva”)
Sia K algebricamente chiuso.

i) Sia I unideale generato da polinomi (zg, ..., 2, )—omogeneiin K[xg, ..., Tn, Y1, -, Yn]l]
e sia p: P"(IK) x K™ — K™ la proiezione. Allora

p(V(D)) = V()

(si veda la def.15.10)
ii) Sia I un ideale generato da polinomi biomogenei in Kltg,...,&n,Y0,...,Yn] € sia

p:P?(K) x P"(K) — P™(K) la proiezione. Allora
p(V(I)) = V(I)

(si veda la def.15.11)
Dimostrazione Dimostriamo solo 1) essendo ii) completamente analoga.

C Sia (ag,...,ap,b1,...,by) € V(I) e f € I. Occorre provare che flby,....bn) = 0.
Per ipotesi Vi Je; tale che 2{' f € I e quindi

a; f(by,...,bm) =0
Inoltre 3¢ tale che a; # 0 da cui la tesi.
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D Cominciamo col provare che

IpvV() c Vi (15.2)

Se f € I(p(V(I) C Kly1,---+Ym] C Klzo,...,Tn,Y0,--.,yn] € se (b1,...,bn) €
p(V(I)) allora f siannulla su (by,...,by). Pertanto se (ag, ..., an,b1,...,bp) € Vo(I)
abbiamo che f e quindi anche x;f si annulla su (ag,...,an,b1,...,bn). Segue dal
Nullstellensatz che per qualche n vale 2 f* € IV 1 e quindi f" € I, il che prova
(15.2). Adesso applicando V a (15.2) si ottiene

V(I = V(VE C VIV (1) = (V1)) = p(V (1))

dove l'ultima uguaglianza segue dal teorema 15.2.

Osservazione. [l lettore interessato puo elaborare un algoritmo che calcola I quando sono
noti 1 generatori di I. Infatti é un utile esercizio provare che se

i< al,. .08 >=T<aft oo 2ttt >

allora
L<al,... a8 >=L<al .zt >

per ogni d > e. Si pué quindi trovare I'intero e e poi calcolare I con lalgoritmo visto nel

§7.

16. IL TEOREMA DI CHEVALLEY

Abbiamo visto che 'immagine di una varieta proiettiva mediante un morfismo regolare é
ancora una varietd proiettiva (corollario 15.6) mentre 'immagine di una varieta affine pué
non essere una varieta (esempio dopo il teorema 10.2). Proveremo in questo paragrafo che
I'immagine di una varieta é sempre un insieme costruibile.

Definizione 16.1. X sottoinsieme di uno spazio topologico si dice costruibile se X si
ottiene dagli insiemi aperti e chiusi dopo aver effetuato un numero finito di operazioni di
unione e intersezione. Equivalentemente X = Ule(Ai N C;) con A; aperti e C; chiusi.

Complementari, unioni e intersezioni finite di costruibili sono ancora costruibili. Se
f: X =Y é continua e V C Y é costruibile allora f~1(V') é costruibile.

Saremo interessati agli insiemi costruibili in A" e in P con le rispettive topologie di

Zariski.
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Lemma 16.2. Sia Z un insieme costruibile in K™ o in P" tale che Z é irriducibile.

Allora Z é localmente chiuso, cioé esiste un aperto A tale che Z = Z N A.

Dimostrazione Sia Z = UI(A; N C;) con A; aperti, C; chiusi irriducibili distinti (qui
é sufficiente utilizzare il fatto che ogni chiuso é unione finita di chiusi irriducibili). Allora
per lirriducibilitd A; N C; = C; e Z = U(A; N C;) = UC;. Quindi r = 1 da cui la tesi.

Proposizione 16.3. Sia Z un insieme costruibile in K™ o in P". Allora
Z=Ci\(C2\(Cs\ (... \ Cy)))

con chiusi C, Cx Cp_q Cx ... Cx Cy taliche C;\ Ciy1 =C; e C1 \Cy =Cy = Z.

Dimostrazione Poniamo C; = Z = UF; (componenti irriducibili). Abbiamo Z =
Cy \ Hy con Hy C C; costruibile. Poniamo quindi Cy = H,. Affermiamo che

Cy N F; C+ F; (16.1)

Altrimenti vale Cy N F; = F;. In questo caso se x € F; allora ¢ € Z e v € (5 ed ogni
intorno di = incontra Z e Cy. Pertanto Z N F; = F; e H; N F; = F;. Dal lemma 16.2 ZNF;
e Hi N F; sono aperti disgiunti in F; e questo contraddice l'irriducibilita di F;. Quindi
abbiamo provato (16.1). In particolare Cy Cx C;. Adesso considera che

4 \ Cy = Ui(Fi \ (02 N Fl)) =U; F; = C4

A questo punto poniamo Hy = Cy\ Hy con Hy C Cy costruibile e possiamo procedere come
sopra. La catena discendente dei C; cosi costruiti deve arrivare a () per noetherianit4.

Corollario 16.4. Sia Z un insieme costruibile in K™ o in P™. Allora esiste 0 £V C Z
tale che V é un aperto in Z. Inoltre V = Z.

Dimostrazione Basta prendere V = Z \ Cy nella prop. 16.3.

Corollario 16.5. Sia Z un insieme costruibile in K™ o in P". Allora Z = U!_, G, dove
i Gj sono insiemi localmente chiusi disgiunti tra loro tali che G D Gt

Dimostrazione Basta prendere G; = Cy \ Cy, Gy = C3 \ Cy, ... nella prop. 16.3.

Lemma 16.6. Sia X C P" con coordinate omogenee (xq,...,x,). Sia K" = {x; # 0}
un aperto affine standard. Le due proprieta seguenti sono equivalenti:

i) X € costruibile

ii) X N K é costruibile per 1 =0,...,n.

z

Dimostrazione 1)=>ii) é ovvia. Per provare ii)=-1) basta considerare che X N K é
costruibile anche in P" e quindi X = U [X N K] é costruibile perché unione finita di
costruibili.
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Teorema 16.7. (Chevalley). Sia K algebricamente chiuso. Sia X C K" un insieme
costruibile e f: X — P™ un morfismo regolare. Allora f(X) € costruibile.

Corollario 16.8. Sia K algebricamente chiuso. Sia X C K" una varietda e f: X — P™
un morfismo regolare. Allora f(X) é costruibile.

Dimostrazione del teorema di Chevalley Per il lemma 16.6 possiamo supporre che
Iimmagine di f sia in K™. Considerando il grafico di f, vedi (14.3), possiamo supporre
che S C K™ x K™ e se m: K™ x K™ — K™ é la proiezione dobbiamo provare che 7(5)
¢é costruibile. Prendendo successive proiezioni possiamo supporre n = 1. Facciamo la

seguente affermazione:

se U C K x K™ é costruibile allora 3V C #(U) aperto non vuoto in 7(U) (16.2)

Supponiamo dapprima che (16.2) sia vera. In particolare V = m N A per qualche
A aperto e quindi V' é costruibile. Inoltre V' = n(U) N A e quindi V é aperto anche in
m(U). SiaU; = UN(X\ 7 1(V)) (chiuso in U) da cui #(U) = #(U;)UV e quindi se 7(U;)
é costruibile anche 7(U) é costruibile. Notiamo che siccome V # () abbiamo Uy Cx U.
Se Uy # () per (16.2) allora esiste V; # 0 tale che Vi C «(Uy) e Vi é aperto in #(Uy).
Posto Uy = Uy N (X \ #7(V1)) (chiuso in Uy e quindi in U) abbiamo Uy Cx Uy Cx U
e m(Uy) = m(Uz) UV; da cui se w(Usy) é costruibile anche w(Uy) é costruibile. Se Uy # ()
possiamo trovare Us e continuando troviamo una catena U Dx Uy D« ... con U; chiusi in
U. Per il corollario 6.7 esiste j tale che U; = () da cui #(Uj—1) = n(U;) U V1 = V1 é
costruibile. Pertanto anche #(U) é costruibile come volevamo.

Rimane da provare (16.2). Possiamo sostituire K™ con Y = m e K x K™ con
7~ 1Y) =Y x K. Possiamo considerare U =C Y x P! | m:Y x P! =Y con 7(U) denso
in Y e dobbiamo provare che n(U) contiene un aperto di Y. Dal corollario 16.4 abbiamo
che U contiene V localmente chiuso tale che V = U. Inoltre Y = #(U) = #(U) (Iultima
uguaglianza perché 7 é chiusa per il corollario 14.5) da cui 7(V') é denso in Y e quindi per
provare (16.2) possiamo supporre U = AN C localmente chiuso.

Sia T il complementare di A. Se C' =Y x P! la tesi é vera perché il luogo dei punti
p di Y tali che T D {p} x P! é una sottovarietd di Y. Pertanto C' Cx Y x Pl. Per il
corollariol5.3 7(C') e 7(C'NT) sono chiusi. Siccome 7(C) D n(U) = Y é sufficiente provare
che 7(C NT) Cx Y. Possiamo supporre che C sia irriducibile. Gli ideali di C' e di T sono

generati da polinomi F' della forma
F(z,w) = aoz® +ar2F w4+ ..+ apw®

con a; € K[Y] e (z,w) coordinate omogenee su P!. Sia F' € I(C') un polinomio irriducibile.
Esiste G € I(T) che non contiene F' come fattore irriducibile. In particolare per il lemma
15.1 Res(F,G) € K[Y] é non nullo (si possono considerare i polinomi a coefficienti nel
campo dei quozienti K(Y')). Quindi #(C N T') é contenuto nella sottovarietd propria di
Y definita dall’annullarsi di Res(F,G). La dimostrazione del teorema di Chevalley é cosi

completa.
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Osservazione. Una applicazione del teorema di Chevalley ¢ collegata al teorema di chiusurall
del cap. 9. Infatti con le notazioni del cap. 9 dal teorema di Chevalley segue m(V') contiene

V(I;)\ W dove W é un chiuso di Zariski.

Teorema 16.9. Sia f: X — Y un morfismo razionale dominante di varieta (affini o
proiettive) e sia f*: K(Y') — K(X) l'inclusione indotta. Denotiamo con [K(X): K(Y')] il
grado dell’estensione. Sono equivalenti le tre proprieta seguenti:

1) [IK(X): K(Y)] é finito

ii) Per ogni sottovarietd C' Cx X siha f(C) Cx Y

iii) AU C Y aperto # () tale che Vy € U f~!(y) é finito

Cenno di dimostrazioneSiccome 'enunciato riguarda morfismi razionali possiamo sos-

tituire X e Y con degli aperti di varieta affini dove f é definita. Considerando il grafico di
f (si veda 14.3) ci riconduciamo al caso in cul f é la restrizione ad un sottoinsieme X di
K™ (aperto di una varietd) di una proiezione da K™ a K™. Proveremo che ¢) <ii) e poi
che i)&iii). Consideriamo per induzione la composizione di proiezioni

KLy fomett L2y pem
e poniamo X1 = f1(X). Segue dal teorema di Chevalley che fi(X) contiene un aperto in
X;. E facile vedere che é sufficiente dimostrare il teorema nel caso in cui n = m + 1.
D)=ii) Sia p(2,y1,.-,ym) = p(2,y) = 2F + ax_1(y)z*"1 + ... ap(y) il polinomio minimo di
K(X)suK(Y) con a;(y) € K(Y). Sia g(z,y)
R(y) = Res(p,g,z). Se fosse R(y) = 0 in K(Y) allora p e g avrebbero un fattore in

una equazione che si annulla su C' e sia

comune in K(Y)[z]. Ma K(X;) ~ K(Y)[z]/(p) da cui (p) é massimale, quindi primo
e p é irriducibile. Pertanto R non é nullo, abbiamo R = ap + g con o, f € K(Y) e
togliendo i denominatori tR = o'p+ 'g con t,a’, 3" € K[Y]. Segue f(C) C {tR = 0}.
ii)=1) Siano (z,y1,...,Ym) coordinate in K™ e pensiamo z € I (X). Se z é trascendente su
K(Y) allora per ogni h € I(X) scritto come h(z,y) = aa(y)z? +aq—1(y)z¢=1 4. .. deve
essere a; nullo su Y e quindi h si annulla su f~1(y) per ogni y € Y, cioé f~1(y) C
V(I(X)) = X e quindi X é un aperto di ¥ x K C X. Il complementare di X in
Y x K pud contenere solo un numero finito di fibre Y x {k} al variare di k € K. Sia

ko € K tale che Y x {ko} non é contenuto nel complementare di X. Pertanto posto

C =Y x{ko}NX segue f(C)=Y.

i)= iii) Se z é algebrico su K(Y) consideriamo sempre il polinomio minimo p(z,y) = z* +
ap—1(y)z* 1+, ao(y) di z su K(Y). Fuori dal luogo dove si annullano i denominatori
di a; € K(Y') abbiamo che le fibre di f sono finite.

iii)= 1) Se z é trascendente su K (Y) allora come nel punto ii)=-1) abbiamo che X é un aperto

diY x K cX.

Definizione  16.10. Se una delle condizioni equivalenti del teorema 16.9 é soddisfatta
allora f si dice genericamente finito.
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Proposizione 16.11. Sia f: X — Y un morfismo (razionale dominante) genericamente
finito. Se K ¢é algebricamente chiuso e se car K = 0 allora

[K(X):K(Y)] =4{f ()} per yeU

Dimostrazione

Con le stesse considerazioni fatte nella dimostrazione del teorema 16.10 possiamo
considerare il polinomio minimo p(z,y). Togliendo i denominatori possiamo supporre
p(z,y) = ar(y)z® + ar_1(y)z*"1 + ... con a; regolari su' Y e k = [K(X):K(Y)]. Sia
A € K[Y] il discriminante di p come polinomio in z. Se A = 0 allora p e % avrebbero
un fattore in comune (qui gioca car K = 0) contro U'irriducibilita di p. Pertanto A é non
nullo e nel complementare di V(agA) la fibra consiste esattamente di d punti.

Corollario  16.12. Sia K algebricamente chiuso e car K = 0. Se f: X —— = Y €
un morfismo razionale dominante (genericamente finito) iniettivo su un aperto U allora é
un’equivalenza birazionale.

Dimostrazione Dal teorema 16.9 e dalla prop. 16.11 abbiamo [K(U): K(Y)] = [K(X): K(Y)] =}
1 e quindi K(X) ~ K(Y). La tesi segue allora dal teorema 11.20.

Il corollario precedente chiarisce la differenza tra varieta razionali e unirazionali.

Esistono esempi di varieta nonsingolari di dimensione 3 su C unirazionali ma non
razionali.

Esercizio. Sia (),,—; C K" una ipersuperficie quadrica e P € (),,—1 un punto che non é un
vertice di (). Se car K = 0 e K é algebricamente chiuso provare che tp: Q1 —— — K"!
é un’equivalenza birazionale.

17. FUNZIONE E POLINOMIO DI HILBERT

Sia K[z1,...,zn]<slo spazio vettoriale dei polinomi di grado < s. In particolare
. - n—+s
dim Klzy,...,24]<s = ( ) )

(conviene pensare ai polinomi omogenei di grado s in n + 1 variabili). Definiamo

ISS =71N I&’[$1,---,$n]<s

, esso contiene 1 polinomi di I di grado < s.

Definizione 17.1 La funzione di Hilbert di un ideale I C K[zy,...,z,] ¢
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Fr(s) :==dimKlzy, ..., 20]<s/I<s

Fr(s) & una funzione non decrescente definita sugli interi > 0 che assume valori interi > 0.
Una delle scoperte fondamentali compiute da Hilbert nel suo celebre lavoro pubblicato su
Mathematische Annalen del 1890 fu il comportamento polinomiale di Fr(s) per s > 0. Il
grado di questo polinomio ¢ uguale alla dimensione di V(I).

Ricordiamo che un ordine monomiale si dice graduato se z® < 2z quando Y a; <
> B3i In particolare DEGLEX e DEGREVLEX sono ordini monomiali graduati, mentre
LEX non lo e. Il passo fondamentale per il calcolo esplicito della funzione di Hilbert fu
compiuto da Macaulay nel 1927.

Teorema 17.2 (Macaulay) Fissiamo un ordine monomiale graduato. Allora I e
LT(I) hanno la stessa funzione di Hilbert.

Dimostrazione Dobbiamo provare che dimy I<, = dimg LT(I)<s. Fissato s > 0

abbiamo {LM(f)|f € I<s} = {LM(f1),...,LM(fm)} dove LM(f1) > LM(f2) > ... >
LM(fm). Affermiamo che {fi,..., fm} formano una base di I<, come spazio vettoriale
su K. Infatti se Y ajfi = 0 con ¢; € K pesi non nulli, poniamo i = min{j|a; # 0}.
Allora a; LT( fi) non puo essere cancellato nella somma precedente, quindi fi,..., fm sono
linearmente indipendenti. Poniamo ora W =< fi,..., fu >. Se per assurdo W # I,
scegliamo f € I<,\W con LM(f) minimo. Allora 3\ € K,7 > 0 tali che LM(f — \fi) <
LM(f) ed anche f — \fi € I<,\W, da cui una contraddizione.
Affermiamo anche che {LM (f1),..., LM(fn)} formano una base di LT (I)<,. Ovviamente
gli elementi sono indipendenti. Inoltre LT (I)<s =< LM(f)|f € I,LM(f)ha grado <
s >. Per ipotesi 'ordine e graduato, quindi degf = degLM(f), pertanto LT ([)<s =<
LM(f)|f € I<s >=< LM(f1),...,LM(fm) > come volevamo.

Definizione 17.3 Un polinomio p(t) € Q[t] si dice un polinomio numerico se
p(t) € Zpert>0,t€Z.

Esempio 17.4<t"17i> = (t+i)(t+i;1)“'(t+l) e un polinomio numerico se ¢ > 0,

dove (é ) = 1. Secondo questa definizione ( t"ifi ) # 0 per t < 0, a differenza dell’'usuale

coefficiente binomiale.

2

I due insiemi {1,#,#%,...,t%} e {1,(t + 1), <t+2>,..., (t"gd>} sono due basi dello

spazio vettoriale Q[t]<4. La seconda base ¢ piu conveniente per scrivere i polinomi nu-
merici.Il sistema CoCoA é dotato di alcuni comandi che permettono di passare da una
base all’altra.

d .
Teorema 17.5 P(¢) ¢ un polinomio numerico di grado d & P(t) = > a; ( t?)
=0
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cona; € Z

Dimostrazione <= € ovvia
= si prova per induzione su d. Per d = 0 il risultato ¢ banale. In generale abbiamo che

P(t)—P(t—1) & un polinomio numerico di grado d—1 e per ipotesi induttiva P(¢)—P(t—1) =
d—1 . d .
pRE ( t?) con ¢ € Z. Poniamo P(t) = > a ( t?) con a; da determinare. Allora

d . . d ) d—1 ]

P(t)=P(t—1) = > ai<t?>—ai<t+;_l> => ai<tf:1> =3 aH_l(Hi"). Abbiamo
=0 =1 =0

allora a; = ¢j—1 € Z

d .
per ¢ > 1. Inoltre P(t) = ap + Y @ ( tj’) da cui a9 € Z.
=1

Corollario 17.6 Se P(t) & un polinomio numerico abbiamo P(t) € Z Vt € Z.

Esercizio Scrivere la matrice 4 x 4 del cambiamento di base in Q[t]<stra le due
basi precedenti. In generale tali matrici sono sempre triangolari.

Lemma 17.7 Siano {A;},_,

degli elementi di A;. Allora |[A; U...UA,|= > (=1)"! ( > |Ai, N ... NA; )
r=1 1<i; <. <i:<n

insiemi finiti ed indichiamo con |4;| il numero

Dimostrazione Se n = 2 'enunciato e |AU B| = |A|+ |B| — |AN B|. Il caso generale
segue facilmente per induzione su n.

Teorema 17.8 Sia [ C K[xy,...,2,] un ideale. La funzione di Hilbert Fr(s)

un polinomio numerico per s > 0.

Dimostrazione Per il teorema di Macaulay e sufficiente dimostrare la tesi quando
I ¢ un ideale monomiale. Siccome Fr(s) = (":8> — dim I<, faremo vedere che dim I<;
e un polinomio numerico per s > 0. Ricordiamo che poiche I € monomiale un polinomio
appartiene a I se e solo se ogni suo termine appartiene a I. Pertanto diml<, = | monomi in
I di grado < s|. Siano x®',... 2% i generatori di I e definiamo gli insiemi (per a € Z%o)
F, = {monomi multipli di 2*}, F? = {monomi multipli di # di grado < s}. E’ chiaro

—multid N . . . .
che |F3| = (*7mu!tde9et M per s > 0 & un polinomio numerico in s.

Inoltre Foy, N ... N Fo, = Fy dove 27 = LOM (2% ,...,x%) ed in particolare [Fg, N
. .OF5, | =|F;| per s > 0. Abbiamo dimI<, = | UL, F:.|. Dal lemma 17.7 la cardinalita
di questa unione puo essere espressa attraverso una somma finita di termini ciascuno dei
quali & un polinomio numerico per s > 0, da cui la tesi.

Osservazione. Otterremo un’altra dimostrazione del teorema 17.8 facendo uso del teo-
rema delle sizigie di Hilbert.
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Definizione 17.9 Sia I C K[xy,...,xy] un ideale. Il polinomio numerico Pr(t)
tale che Pr(t) = Fy(t) per t > 0 si dice polinomio di Hilbert di I.

In linea di principio la dimostrazione precedente permette di calcolare esplicitamente
la funzione di Hilbert e il polinomio di Hilbert di un ideale dell’anello dei polinomi. Questo
algoritmo(opportunamente modificato) e stato implementato in molti sistemi di calcolo
simbolico.

Ad esempio in COCOA il comando Hllbert(R/I) mostra il polinomio di Hilbert di I nell’ambiente
proiettivo; quando vogliamo un risultato nell’affine per la varieta V(I) dove I C I([l‘l, ce ,Xn] bisogna
avere 'accortezza di aggiungere una variabile ausiliaria all’anello e quindi lavorare in I([l‘l, ey Xn, t].

Se ad esempio [ = (y - $2,Z - X3) occorre definire come anello I([l‘, Y, z, t], posto I = ideal(y -

x? ,Z— XS) il comando Hllb(R/I) da la risposta corretta P[(S) =3s+1. HZZbCO@ff(R/I) scrive 1
coefficienti a segni alterni rispetto alla base t—l—i . In questo caso P[(S) = 3(8 + 1) —2 ed i coefficienti

sono 3, 2. Tl comando HzlbertFn(R/I) da la funzione di Hilbert F](S). In generale, per valori piccoli
di s, F](S) e P[(S) non si limitano tra di loro. Il piu piccolo Sg per cui F[(S) = P[(S) quando $ > Sg
si chiama indice di regolarita di I e pud essere ottenuto col comando Reg(R/I) Nell’esempio precedente
reg = 0.

Esempio (facile). Sia I = (ay,2*) C Klz,y]. Allora Fr(0) = 1, Fr(l) = 3,
Fr(s) =s+ 3 pers>2. Qul Pr(s) =s+3e Reg(R/I)=2.
Esempio Sia I — (y—:z; ) K[ ] Il polinomio di Hilbert & P[(S) =4s+1 = 4(8—|—1)—3
mentre F](O) = 1,F](1) =4de F]( ) 48 4+ 1 pers > 2 Qui Reg(R/I) = 2.

18. DIMENSIONE DI UNA VARIETA ALGEBRICA

Vogliamo sviluppare un algoritmo che ci permetta di determinare la dimensione
dell’insieme delle soluzioni di un sistema

fl(l’l,...,l'n) =0

{
fulzr,...,2q) =0

dove f; sono polinomi a coefficienti in un campo K algebricamente chiuso.

Dal teorema degli zeri di Hilbert 9.2 siamo gia in grado di determinare quando
I'insieme delle soluzioni & vuoto (dimensione= —1): questo accade se e solo se l'ideale
I =(f1,...,fx) e lideale (1), oppure se e solo se LT(I) = (1) per un qualunque ordine
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i) = ii)

i) = iii)

iii) = i)

monomiale, e questa ultima condizione puo essere verificata calcolando una base di Grobner
di I, ad esempio con 'algoritmo di Buchberger.

Ci proponiamo ora di caratterizzare il caso successivo, in cui dim V(I) = 0, cioe il
caso in cui le soluzioni sono un numero finito.

Teorema 18.1 Sia I C KJzy,...,x,] un ideale e sia S =< z%[z® ¢ LT(I) >
sottospazio (su K) di K[xy,...,2,]. Allora K[zq,...,2,]/] ~ S come spazi vettoriali su

K. L’isomorfismo non ¢ canonico ma dipende dalla scelta di un ordine monomiale.

Dimostrazione Fissiamo un ordine monomiale, e sia G = {g1,...,¢s} una base di
Grobner per . Indichiamo con [f] € Kl[z1,...,2,]/I gli elementi del quoziente (f €
G

Klz1,...,24]) e definiamo ¢ : K[xy,...,2,4]/] — S data da ¢([f]) = f (resto della
divisione per G, che abbiamo indicato anche come f mod I). Se f = > higi+r ¢ la
divisione poniamo quindi ¢([f]) = r. ¢ & ben definito perche se f — f' € I abbiamo
f=> higi+r,f' => hlgi+ ' (divisioni per G) e quindi r — v’ € I. Pertanto se r # 1’/
abbiamo LT(r — r') divisibile per qualche LT(gj) (per definizione di base di Grobner)

in contraddizione con 'algoritmo di divisione. ¢ e suriettiva perche se ¢ € S abbiamo
G G

o([z%]) = 2. Inoltre se f = f' & ovvio che f — f' € I, quindi ¢ & iniettiva. E’ facile
verificare che ¢(k[f]) = ko([f]). Rimane da far vedere che ¢ conserva la somma. Infatti
se f =g+, f =¢ +r' dove nessun termine di r,r’ appartiene a LT(I) segue che
f+7f=+4d¢)+ (r+r') dove nessun termine di (r + r’) appartiene a LT(I). Sia r"il
resto della divisione di f + f’ per G, allora f + f' = ¢” + " dove nessun termine di r”
appartiene a LT(I). Quindi se (r +r') — r"" # 0 abbiamo LT[(r 4+ ') —r""] € LT(I) che &
una contraddizione. Pertanto r + r' =", cioe ¢([f]) + ¢([f']) = o([f + f'])-

Teorema 18.2 Sia K algebricamente chiuso e I C K[x1,...,x,] un ideale. Sono
equivalenti:
i) V(I) e finito
i) Vi=1,...,n Im; > 0 tale che ;™ € LT(I)

iii) lo spazio vettoriale K[x1,...,2y]/I(2 S vedi teor. 18.1) ha dimensione finita

Dimostrazione

Se V(I) = () abbiamo 1 € LT(I) dal teorema degli zeri e basta porre m; = 0. Se V(I) #£ ()

siano {a;};¢ s, tutte le i-esime coordinate dei punti di V(I). Posto fi = ‘ 1;[(‘)(:1;1 — aj)
J€J(1

abbiamo f; € I(V(I)) = v/I dal teorema degli zeri.
Quindi 3 K : fiki cle LT(fiki) =: ;"™ € LT(I) come volevamo.
Se ¥ € § =< a®|x® & LT(I) > (I'uguaglianza per il teor. 18.1) deve essere a; < m; — 1.
Quindi dimS < ] mi.

=1
Per ipotesi gli elementi [1], [z1], [#1%],. .., [¥1"],. . .sono linearmente dipendenti, quindi 3 ¢
J tali che 3 ¢jz1) € I. In particolare i punti di V/(I) possono avere solo un numero finito di
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coordinate differenti al primo indice (le radici del polinomio precedente). Il ragionamento
si ripete anche per gli altri indici.

La condizione ii) del teorema precedente da un algoritmo per stabilire se I'insieme
delle soluzioni di un sistema di polinomi e finito, una volta calcolata una base di Grobner.
In caso affermativo la dimostrazione mostra anche che il numero delle soluzioni ¢ limitato

n n n

da ] mi ( se ci fossero [] mi + 1 soluzioni potrei costruire [ m; 4+ 1 polinomi ciascuno
dei quali si annulla in tutti 1 punti escluso uno, e questi polinomi sarebbero indipendenti

in Klxy,...,x0]/1).

Esercizi Nei casi seguenti determinare quando V(I) & finito e limitare il numero
dei punti di V(I).
i) I C Clz,y,z2] con base di Grébner data da(z?y,y®z, 2%, 22)
ii) I C Clz,y, zJcon base di Grobner data da (22, zy, y*,y2z'0, 27)
iii) I C Clay, 22,3, 74] con base di Grobner data da (22,23, 23, v124, v224, v324)
Risposta: V(I) e finito solo nel caso ii) ed il numero di punti e< 42.
Osserviamo che 1 risultati precedenti possono essere interpretati come segue:

dlmV(I) =-1< F[(S) =0 Vs Nullstellensatz debole

dimV (I) =0« Fi(s) e costante per s > 0 teorema 18.2

Definizione  18.3. Sia V una varieta algebrica. La dimensione di V é il grado del
polinomio di Hilbert di I(V).

Verificheremo pit avanti che questa definizione di dimensione coincide con quella nota sui
complessi perché é uguale al grado di trascendenza su K del campo delle funzioni razionali.
In generale I(V) ¢ difficile da calcolare. Se K é algebricamente chiuso vedremo che la
definizione 18.3 é operativa (vedi teor.18.13 e 'algoritmo seguente).

Il caso proiettivo
Vediamo quali modifiche occorre apportare alla teoria precedente nel caso di una varieta
proiettiva V. = V(I) C P" definita da un ideale omogeneo I C KJxzg,...,2,]. Sia Cy C
K"t 1] cono affine corrispondente.

Si pone (se V #£ 0)
dimV :=dimCy — 1 (18.1)
La dimensione di V' pué essere calcolata direttamente nell’ambito proiettivo introducendo

la funzione di Hilbert proiettiva (che con abuso di notazione chiameremo con lo stesso
simbolo). Si pone (si ricordi la def. 18.1)
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Klzg,...,2q]s := {p € K[ag,...,2,]|deg p = s}

I, :=1INKlxg,...,Tn]s
Definizione 18.4. Se I € un ideale omogeneo la sua funzione di Hilbert proiettiva é

Klzg,...,2q]s
I,

Fr(s) :== dim
Siccome I é omogeneo segue subito dal lemma 12.4 che come spazi vettoriali si ha

I([xOV"vxn]Ss S I([l’o,...,l’n]]‘
~ @jzo

I;

e quindi se Ff'(s) é la funzione di Hilbert affine abbiamo

Fi(s) = Fi(s) — Fi(s — 1) (18.2)

E facile verificare che se P(s) é un polinomio di grado d allora P(s) — P(s — 1) é un
polinomio di grado d — 1. Quindi degFy(s) = degF}(s) — 1 ed in accordo con la def.18.3 e
con (18.1) e (18.2) segue che se V C P" allora

dimV = degFr(v)(s) (18.3)

Siccome LT(I) é ancora un ideale omogeneo, abbiamo da (18.2) e dal teoremal7.2 che per
ogni ordine monomiale graduato

Fi(s) = F{(s) = F{(s = 1) = Fipny(s) = Fipny(s = 1) = Frra(s)

L'uguaglianza Fr(s) = Frp(r)(s) nell’ambito proiettivo (analoga del teorema 17.2)
é vera per qualunque ordine monomiale, anche non graduato, ma non dimostreremo qui
questo fatto.

Se si e interessati soltanto al calcolo della dimensione e non di tutto il polinomio di Hilbert
I’algoritmo del paragrafo 17 puo essere notevolmente semplificato. Scopo dei teoremi
seguenti é descrivere questa semplificazione (sia nel caso affine che in quello proiettivo.
L’algoritmo che ne risulta é esposto dopo il teorema 18.13. Cominciamo col notare che

Vi(z® -2y ={o;, =0}U ... U{z;, =0} = V(e )U... U V()

il tr

ed in generale la varieta di un ideale monomiale I e data dall’'unione di certi sottospazi
vettoriali di K" visto come spazio vettoriale.
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Definizione 18.5. Sia I un ideale monomiale. Poniamo
C(I):={ac¢€ Zg0|Xa g1}

insieme dei monomi nel complemento di 1.

C(I) corrisponde a .S del teor. 18.1.

Poniamoe; = (1,0,...,0),e2 =(0,1,0,...),...,ey = (0,...,0,1) corrispondenti ai monomi
T1,%2,...,%,. Definiamo 1 sottospazi coordinati di ZZ2  come gli insiemi definiti da <
iy >75,C LYy per qualche 73 < ... < 1,. Il teorema seguente afferma che i

sottospazi vettoriali di V(I) corrispondono ai sottospazi coordinati in C/(I).

Teorema 18.6. Sia [ un ideale monomiale. Vale
W .= mig{il,...,ir}v(xi) C V(I) & < €iyyenn, 64, >Z20C C(I)
In particolare W é un sottospazio vettoriale di K™ di dimensione r.

Dimostrazione . . .
‘ ‘ ‘ ‘ z;=0se1 & {iy,..., i} o
W contiene il punto p di coordinate { . Quindi pe V(I). Se o €<
z;=1se1€{iy,...,i;}
€irs- -5 €i, >7s, abblamo che @ calcolato in p vale 1 e quindi z® ¢ I, cioe a € C(I).
Sia < €;,,...,€;, >z.,C C(I). Allora se 2% € I in z® compare una variabile diversa da
Tiyy... 2. Pertanto #® € I(W). Abbiamo provato che IC I(W) e quindi WC V (I) come

volevamo.

Lemma 18.7. Sia I un ideale monomiale. C(I) é dato da una unione finita di traslati

di sottospazi coordinati.

Dimostrazione Se I é principale ed é generato dal monomio = allora

C(I) = Uiy [V H(Br, . Ba) € Z56)6: = 7} (18.4)

Per induzione, se la proprietda é vera per gli ideali generati da & — 1 monomi allora se
I =(my,...,my) abbiamo

C(I)=C(my,...,mg—1) N C(myg)

e quindi la proprietd é vera per I.

Lemma 18.8. Sia I un ideale monomiale e sia W un sottospazio coordinato in Z% . Se

1 ac€ Z%o tale che W +a C C(I) allora W C C(I).

Dimostrazione La proprieta é vera se I é principale (si veda (18.4)). Quindi la tesi si
dimostra per induzione sul numero dei generatori di I come nel lemma precedente.
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Proposizione 18.9. Sia I un ideale monomiale. Il grado del polinomio di Hilbert di I
coincide con la massima dimensione di un sottospazio vettoriale incluso in V(I).

Dimostrazione Per il teorema 18.6 la massima dimensione di un sottospazio incluso in V' (I)
¢ uguale alla massima dimensione di un sottospazio coordinato in C(I). Per il lemmal8.8
la massima dimensione di un sottospazio coordinato incluso in C(I) é uguale alla massima
dimensione di un traslato di un sottospazio coordinato incluso in C'(I). Per il lemma 18.7
C(I) =UP_,C; dove C; sono traslati di sottospazi coordinati. Allora

Pr(s) =4C(I)<s = 1 (U, Ci)

Notiamo che se C; é un traslato di uno spazio coordinato di dimensione p allora §(Cj)<, é
un polinomio in s di grado p. Usando il lemma 17.7 per valutare (Ul_, C;) _ ed il fatto che
I'intersezione di due distinti traslati di sottospazi coordinati C'y e Cs é ancora un traslato
di un sottospazio coordinato di dimensione minore di max (dim Cy,dim C3) segue la tesi.

Corollario 18.10. Sia [ un ideale di K|x1,...,x,] e sia fissato un ordine monomiale
graduato. Il grado del polinomio di Hilbert di I coincide con la massima dimensione di un
sottospazio vettoriale incluso in V(LT (I)).

Dimostrazione Segue dalla prop. 18.9 e dal teorema di Macaulay 17.2.

Lemma 18.11. Sia I un ideale. Allora

LT(VI) C /LT(I)

Dimostrazione Se m é un monomio in LT(\/T), allora LT(f)|m per qualche f € /T.
Pertanto 3 ¢ tale che f? € I da cui LT(f?) = LT(f)?|m? e quindi m? € LT(I) che é la

tesl.

Lemma 18.12. Sia [ un ideale monomiale, allora
deg Pr = deg P s

Dimostrazione Abbiamo V(I) = V(1) e quindi la tesi segue dalla prop. 18.9.

Teorema 18.13. Sia K algebricamente chiuso. Sia V = V(I) una varieta algebrica.

Allora
dim V = deg Py

Dimostrazione Per la definizione 18.3 abbiamo che dim V' = deg Pr(y). Dal teorema degli
zeri di Hilbert 6.10 segue I(V) = V1. Quindi é sufficiente provare che

deg Pr = deg P s
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Dalla inclusione I C v/T segue subito la disuguaglianza deg P ;7 < deg P;. Inoltre per il
teorema 17.2 ed il lemma 18.12 segue

deg P =deg Prry = deg Py

Applicando 1l lemma 18.11 ed ancora il teorema 17.2 abbiamo

deg P\/mg deg PLT(\/T) =deg P s

come volevamo.

Algoritmo per il calcolo della dimensione
Un semplice algoritmo per calcolare la dimensione di una varietd V(1) C K™ su un campo
K algebricamente chiuso basato sul corollario 18.10 e sul teorema 18.13 e il seguente:
se LT(I) = (mu,...,my) con m; monomi poniamo M; = {k € {1,...,n}|zyx divide m;} per
j=1,...,t (M é sempre non vuoto se I & proprio). Siaallora M = {J C{1,...,n}JNM; #
() per j=1,...,t}. E facile verificare che

dimV(I)=n—nrun{|J|: J € M}

Nel caso proiettivo la dimensione calcolata in questo modo va diminuita di 1

L’algoritmo precedente &€ implementato in COCOA col comando dim(R/I) che mostra la dimensione (affine)
di V(I). In questo caso non bisogna aggiungere variabili ausiliarie a R. Questo & il comando piu veloce
per trovare la dimensione, e funziona bene anche per basi di Grobner molto grosse (centinaia o migliaia di

elementi) quando invece il calcolo esplicito del polinomio di Hilbert risulta molto laborioso.

Esercizio
Torniamo a studiare i tre esempi

i) IC Cla,y, 2] con base di Grobner data da (22y, y3z, 2°

,xz)
ii) IC Clz,y, z] con base di Grobner data da (22, 2y, y*,y2'°, 27)

iii) IC Clx1, 72, 23, 24] con base di Grobner data da (27,23, 23, 2174, Toxy,X3X4)

Determinare dim V(I) (affine) mediante l’algoritmo precedente.
Risposta Nel caso i) dim V(I)=1 e {1, 3} oppure {2,3} € M di cardinalitd minima.
Nel caso ii) dim V(I)=0 e {1, 2,3} & 'elemento di M di cardinalita minima.
Nel caso iii) dim V(I)=1 e {1,2,3} & 'elemento di M di cardinalita minima.

Nell” esercizio precedente, nel caso i) Pr(z) = 3z 4+ 12 e Reg(R/I)= 6. Nel caso
ii) Pr(z) = 28, questo significa che V(I) & formato da 28 punti, contati con molteplicita
opportune e Reg(R/I)= 8. Nel caso iii) Pr(z) =2z +5 e Reg(R/I) =2

Definizione 18.14. Sia V una varietd proiettiva e sia Pr(yy = aqt? +.... Allora si pone
deg V := aqd!
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Esempio. Sia f € Klzg,...,x,] un polinomio omogeneo di grado d. Consideriamo
lipersuperficie V(f) C P™. Allora

dim V(fy=n-1 deg V(f) =d

. Klzo,...,vn)<s (n—l—s) (n—d—l—s) B
dim = — =
(f)s n n

—1 —1)—2d d
:<3"—|—M3"_1—|—...>—<3"—|—n(n ) ns"_l—l—..):i’sn_l—l—...

2.n! 2.n! (n—1)

Nel caso di varietd proiettive il polinomio di Hilbert e la funzione di Hilbert hanno una interpretazione

Infatti per s > d

coomologica (formula di Riemann-Roch).

I coefficienti del polinomio di Hilbert hanno un significato geometrico.

La definizione 18.14 mostra che il coefficiente di 59 definisce il grado di V. Se V(I)= C' & una curva
nonsingolare (dim(C)= 1) allora P[(S) = deg(C)s — g+ 1. C & omeomorfa come superficie di Riemann
ad una sfera con g manici e g si dice il genere di C. In questo caso il genere puo essere ricavato dal polinomio
di Hilbert. In particolare g= 0 se e solo se C & razionale ( o unirazionale), quindi & possibile stabilire dal
polinomio di Hilbert ( e quindi dalle equazioni che definiscono C usando gli algoritmi visti in precedenza)
se C & razionale! Nel caso delle curve si ha F[(S) < P](S) Vs> 0.8e 5 = V(J) C P7" é una superficie
(i.e. dim = 2) allora vale

pott) = (" D7)+ —g— D+ 1+ +o)

dove d = deg S, ¢ é il genere di una curva tagliata su .S da un iperpiano generico e Py si dice il genere

aritmetico di 5.

Vogliamo adesso provare che il grado del polinomio di Hilbert di una varieta alge-
brica V' é uguale al grado di trascendenza su K del campo delle funzioni razionali di V.
Abbiamo cosi a disposizione una definizione alternativa di dimensione. Questo permette
anche di verificare che quando K = C la definizione che abbiamo dato di dimensione coin-
cide con quella usuale. Per semplicita consideriamo solo il caso affine, lasciando al lettore

le semplici modifiche necessarie nel caso proiettivo.

Ricordiamo che il grado di trascendenza su K di un campo I’ che contiene K come
sottocampo é uguale al massimo numero di elementi di K’ algebricamente indipendenti su

K (quando questo numero é finito).

Teorema 18.15. SiaV una varieta e sia K algebricamente chiuso. Il grado del polinomio
di Hilbert dell’ ideale I = I(V') é uguale al grado di trascendenza su K del campo delle

funzioni razionali I{(V'). Pertanto si pué scrivere
dim V =deg trig K(V) (18.5)
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La (18.5) é presa spesso come definizione di dimensione. La definizione 18.3 ha il vantaggio di essere

operativa.

Dimostrazione

1) deg pr < deg tr K(V)

Sia d = deg p;. Facciamo vedere che possiamo trovare d elementi di K[V] che sono
algebricamente indipendenti su K.

Infatti dal corollario 18.10 esistono i1; < ... < ig compresi tra 1 e n tali che W :=
Njgfir,...ig} V() C V(LT(I)). Possiamo supporre, riordinando le indeterminate, che
{t1,...,1a} = {1,...,d} . Mostriamo che [z1],...,[x4] sono algebricamente indipendenti
su K. Sia p un polinomio a coeflicienti in K tale che p([z1],...,[xq]) = [0]. Quindi

[p(x1,...,2q4)] =[0] da cui
pler,...,xq) €1 (18.6)

Sia P il punto di coordinate (1,...,1,0,...,0) (le prime d coordinate uguali a 1). Allora
PeW C V(LT(I)). Quindi ogni monomio in LT(I) si annulla in P e pertanto non pué
dipendere soltanto da x1,...,x4. Siccome LT(I) é un ideale monomiale segue LT(I) N
Klzy,...,24] = 0. Quindi

INK[xy,...,2q] =0 (18.7)

perché un elemento non nullo f € INK|xq,...,24] darebbe LT(f) € LT(I)NK[x1,...,2q4).
Da (18.6) e (18.7) segue immediatamente p = 0 come volevamo.

2) deg pr > deg tr K(V)

Poniamo sempre d = deg pr. Se ¢1,...,¢, € K(V) sono algebricamente indipendenti,
dobbiamo provare che r < d. Possiamo supporre che ¢; = [fi]/[f] con [fi],...,[fr].[f] €
K[V], [f] # 0. Sia N = maxz{deg fi,...,deg fr,deg f}. Se p € Klyi,...,y,] ha grado
< s allora f°p(f1/f,..., fr/f) é un polinomio in Kz1,...,x,] di grado < Ns. Pertanto
si pud definire il morfismo

I([l‘l, ... 7xn]§Ns
I<ns

B: Ky, .. yrl<s —

dato da

Bp) = [f'p(fi/f.- o [/ )]
Vogliamo provare che ( é iniettiva. Sia pertanto p tale che [f*p(fi/f,...,f-/f)] = 0
Siccome ZlELrTuleNe o 5hiotta in K[V] e quindi in K (V) abbiamo [f]°p(¢1,...,¢,) =0

I<Ns

in K(V) e quindi p(¢1,...,¢,) =0in K(V). Segue che 3 é iniettiva. Quindi

(7” + 3) =dim Kyi,...,yr]<s < Pi(Ns)

”
da cui Pr(Ns) é un polinomio in s di grado > r e quindi deg p; > r come volevamo.

Corollario 18.16. Due varieta birazionalmente equivalenti hanno la stessa dimensione.
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19. RICHIAMI SUIMODULI NOETHERIANI E SUI MODULI GRADUATI

Sia A un anello commutativo con unita. Un gruppo abeliano M si dice un A-modulo se
esiste una moltiplicazione A x M — M (denotata con am per a € A,m € M) tale che
a(m +m') =am + am’
(a4 d')ym =am+da'm
(aa"Ym = a(a’'m)
Im=m
Va,a' € A, Ym,m' € M
Se A e uguale ad un campo K, M risulta quindi un K-spazio vettoriale.
Ogni anello € un modulo su se stesso e ogni ideale IC A e in modo naturale un A-modulo.

Se A £> B & un morfismo di anelli, B ¢ un A-modulo definendo a-b = f(a)b. Ogni gruppo
abeliano ¢ uno Z — modulo ponendo ng= g+ g+ ...+ g (n volte) Vn > 0, Vg € G e

(—1)g = —g.

Un sottogruppo NC M si dice un sottomodulo se A-N C N. In particolare 1 sot-
tomoduli di un anello visto come modulo su se stesso sono gli ideali. Se NC M €’ un
sottomodulo ¢ ben definito il modulo quoziente M/N. La somma diretta di A-moduli ¢ in
modo naturale un A-modulo. In particolare A” = A" si dice A-modulo libero di rango r.

Esempio 19.1 Sia A un anello e siano fy,..., f; € A.
Syz(flv"'vfr) = {(917 7gr) € Ar|zgifi == 0}
i=1

¢ un A-modulo (sottomodulo di A™) e si dice modulo delle sizigie su f1,..., fi. Ad esempio
(11— —y) € Syz(a?,y(y + 22),2 +y) C Kz, y]*.

Un morfismo di A-moduli f:M — N & un morfismo di gruppi tale che f(am) = af(m)
Va € A, Ym € M. Ker f (risp. Im f) risulta in modo naturale un sottomodulo di M (risp.
N).

Sia M un A-modulo con A anello locale e M C A l'ideale massimale. Allora M/ MM
¢ in modo naturale un A/ M — modulo, quindi uno spazio vettoriale perche A/ M & un
campo. Un risultato fondamentale in questo contesto e il

19.2 Lemma di Nakayama
fiy-- -, fk generano M come A-modulos [f1], ..., [fk] generano M/ MM come A/ M-spazio
vettoriale
Dimostrazione = € ovvia
< Sia N il sottomodulo di M generato da f1, ..., fk. Per ipotesi ogni me M si puo scrivere
nella forma m= ) klaifi +r con g € A, ré MM. Quindi M= N + MM. Vogliamo
provare M/N = 0. Alltrimenti siano g1, . . . , gy generatori minimali di % = w = M%
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Dunque ¢, = .., bigi in % con by € M. Allora (1—b,)gn = >, bigi in % . Siccome A ¢
locale 1—b, ¢ invertibile e g, risulta una combinazione lineare di ¢s, ..., g, contro I'ipotesi
di minimalita.

Successioni esatte Una successione di morfismi di A-moduli

A Mi_lﬁ—_1>Mii>Mi+1—> Ce

si dice esatta se Im fi_; = Ker f; Vi. In particolare quindi la composizione di due morfismi
successivi € zero, cioe fi o fi—; = 0. Questa ultima condizione equivale a Im f;_1 C Ker f;.

Ad esempio, dato f:M — N abbiamo
f iniettivo < 0 — M — N esatta
f suriettivo & M — N — 0 esatta
Una successione esatta di tre moduli

0O0—-M—-N-—-=P—=0

si dice successione esatta corta. Una successione esatta
fi- i fi
—>Ml_1—1>MlL>MI+1—+1> (191)

s1 spezza in tante successioni esatte corte

0 — Ker fi—l — M,_1 - Im fi—l — 0
0—>Kerfi—>Mi—>Imfi—>0
0 — Ker fi—l—l — Mi_|_1 — Im fi_|_1 — 0

dove la condizione di esattezza fa si che 'ultimo termine di una successione sia uguale al
primo termine della successiva.

Viceversa le successioni esatte corte

0> M_1—>N_1—>M—=0
0— My — Ny = My =0
0—>Mi+1—>Ni+1—>Mi+2—>0

si “rincollano” nella successione esatta lunga
oo > Ni2y = N; — Nijy1 — ...

Esercizio Dati M, N, P A-moduli con A locale e M C A massimale, si usi il lemma di
Nakayama per provare che

M — N — P — 0e¢esatta & M/MM — N/MN — P/MP — 0 & esatta
(Questo fatto si esprime dicendo che il funtore M— M/ MM & esatto a destra)

Esercizio 19.3. Sia K un campo. Se

O0—Mo—M;— ... — M,—0
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€ una successione esatta di spazi vettoriali su K (K-moduli), provare che

P

> (=1)idim M; =0

=0
Suggerimento: si cominci a provare il caso p = 2.

Osservazione. Se 0 - M/ MM — N/MN é esatta anche 0 — M — N é esatta ma
non vale il viceversa (controesempio istruttivo: M= N = A anello locale delle funzioni

razionali in un intorno di p= (p1,...,pn) € K" dove K é un campo, cioé gli elementi di A
hanno la forma H con g(p1,...,pn) # 0, il morfismo é dato dalla moltiplicazione
per 1 — p1).

Osservazione Se nella successione esatta (19.1) si ha My = M4 = 0 segue

M; = 0. Se si ha Mj_1 = Mij+2 = 0 segue M; ~ Mi;1. Questa osservazione € semplice ma

molto utile.

Proposizione 19.4 Sia M un A-modulo. Sono condizioni equivalenti:
1) ogni catena ascendente di sottomoduli e stazionaria
ii) ogni sottomodulo e finitamente generato
Dimostrazione i)= 11) Sia per assurdo NC M non finitamente generato. Allora esiste una
successione {m;} di elementi di N tali che (my) C (mq,m2) C (m1,ma, ms) C ... e tutte
le inclusioni sono strette.
i) = 1) Se My C My C ... C M; C ... & una catena di sottomoduli si considera UM, che
¢ un sottomodulo finitamente generato per ipotesi. Sia UM; = (mq,...,my) con m; € My,
e sia k= max(kq,..., k). Segue My = Myy1 = Myy42 = ... come volevamo

Definizione 19.5 Un A-modulo che soddisfa i) o ii) si dice noetheriano. In
particolare un anello noetheriano ¢ un modulo noetheriano su se stesso.

Teorema 19.6 Sia 0 — M; A M g M5 — 0 esatta.
M ¢ noetheriano < My, M, sono noetheriani

Dimostrazione
Ogni catena ascendente in M e una catena ascendente in M e dunque e stazionaria. Se
{N;} & una catena ascendente in M, allora 871(1V;) & stazionaria per ipotesi. Siccome
B(B7HN;)) = N; segue la tesi.
Sia L, una catena ascendente in M. Allora L,NM; & stazionariain M; e 3(L,) ¢ stazionaria
in My ~ M/M;. Quindi se n > N segue

a) Ly + My = Lyy1 + My

b) Ly N My = Ly N M
Sia ly41 € Lypt1. Da a) segue ly41 =y + m con Iy, € Ly, mé M. Quindi m=1l,41 — [, €
Lyy1 N My = L, N M per b), da cui ly41 € L. Pertanto L, e stazionaria.

Corollario  19.7 Se {M;},_,  sono A-moduli noetheriani allora &% M &

noetheriano
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Dimostrazione Per induzione su k dalla successione

0— M — of My — My, — 0

Corollario 19.8 Sia A un anello noetheriano e M un A-modulo.
M & noetheriano <& M e un quoziente del modulo libero A™ per qualche re N.
(la seconda condizione equivale a dire che M & finitamente generato).
Dimostrazione <= A" & noetheriano per il corollario precedente ed ogni quoziente di A" e
noetheriano per il teorema 19.6.
= Se M ¢ generato da my, ..., my il morfismo A* — M dato da (ay,...,ax) Ele a;m;
é suriettivo.

In particolare il corollario precedente caratterizza tutti i moduli noetheriani M
sull’anello S = Klxg,...,z,]. Ogni M appare in una successione esatta

0—K—S"—M—0

dove K é un sottomodulo di S”. Lo studio degli S-moduli noetheriani si riconduce quindi
a quello dei sottomoduli di S”.

Ricordiamo che un anello A si dice graduato se A = $4enAq con Ay sottogruppi
tali che Ay - A, C Ayye Vd,e € N. L’esempio principale di anello graduato é dato da
S = Klzg,...,2,]. Gli elementi di A4 si dicono di grado d.

Sia A un anello graduato, un A-modulo M si dice graduato se M = $geczMy e vale
AgM, C My4.. In particolare S é un S-modulo graduato.

Definizione 19.9. Sia M un modulo graduato e sia d € Z. Il modulo graduato M(d) é
un modulo isomorfo a M con graduazione M(d). := Mgt

Un morfismo di moduli graduati f: M — N é un morfismo di moduli tale che f(My) C Ny.
Un A-modulo graduato libero di rango r é per definizione isomorfo a §]_; A(d;) per qualche
d; € 7.

Esempi 19.10. Sea € S, allora SLS(d) definito da f(s) := as é un morfismo di moduli
graduati. Un morfismo di moduli graduati F: ®!_,S(a;) — @jZIS(bj) é rappresentato da
una matrice s X r a coefficienti polinomi omogenei. Precisamente il coefficiente di posto
(J,7) € un polinomio omogeneo di grado b; — a;. Notiamo che se conosciamo i gradi degli
elementi di una riga e di una colonna sono individuati 1 gradi degli elementi di tutta la
matrice.

20. SIZIGIE

Esempio  20.1 Sia A= K[xy,...,x,] e sia I= (f1,..., fx) un ideale di A. Si ha al-
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ii)

lora la successione esatta 0 — syz(fi,..., fi) — AF — I — 0, da cui per il teoremal9.6

syz(f1,..., f) € noetheriano (si veda I'esempiol9.1). In particolare esistono (g7,...g]) €
syz(fi,..., fi) G= 1,...,s) generatori. Quindi se > ;_, g;ifi = 0 segue (g1,...,9x) =
Ejzl aj(gi,...,g;) cioe una qualunque sizigia ¢ combinazione lineare di un numero finito

di sizigie fissate. Questo fatto fu provato per la prima volta da Hilbert (Math. Ann. 1890)
e la sua soluzione fu una delle motivazioni del Basissatz (teor. 1.2).

Risoluzioni libere Sia A un anello noetheriano e M un A-modulo noetheriano.
Pertanto abbiamo una risoluzione 0 — Ky — Fy — M — 0 con Fy libero, dove Ky ¢ il
modulo delle sizigie sui generatori di M. Anche K; e noetheriano, quindi si ottiene 0 —
Ky - Fi — K; — 0 dove Fj e libero e K3 e il modulo delle sizigie sui generatori di K4
(sizigie delle sizigie). Continuando in questo modo si ottiene una risoluzione libera

o= - F —->F > —=M=0

La risoluzione non e unica ma dipende dai generatori scelti. In generale la risoluzione
precedente continua a sinistra con infiniti termini.

20.2 Teorema delle sizigie di Hilbert Sia S= K[x1,...,x,] e sia M un S-modulo
finitamente generato.
Esiste una risoluzione libera della forma
O0—=F, —... 0 Fh - F —>Fp—=-M=0
Se M é graduato si pué scegliere la risoluzione in i) formata da moduli graduati liberi e
da morfismi di moduli graduati.
Dimostreremo alla fine di questo paragrafo il teorema 20.2.

Si dice che la lunghezza della risoluzione precedente € n, e si chiama dimensione
proiettiva di M ( pd(M) ) la minima lunghezza di una risoluzione libera di M. In particolare
M e libero se e solo se pd(M)= 0 e pd misura “di quanto M non ¢ libero”. Il teorema delle
sizigie afferma che dopo n passi le sizigie non hanno relazioni, cioe il modulo delle sizigie
¢ libero. Dunque pd(M)< n per ogni S-modulo M. Dimostreremo il teorema delle sizigie

alla fine di queste note, insieme ad un algoritmo di calcolo per le risoluzioni libere.

In particolare il teorema delle sizigie si applica al caso in cui M e un ideale di S. In
questo caso si cercano quindi le sizigie di un insieme di polinomi { fi, ..., fx }. Notiamo che
1 morfismi che appaiono nelle risoluzioni libere di S-moduli sono rappresentati da matrici
con coeflicienti polinomi e le sizigie sono le relazioni tra le righe di queste matrici.

Il teorema delle sizigie ¢ falso per moduli noetheriani su anelli diversi da K[z, ..., ay]
S. Ad esempio si puo provare che 'ideale I = (2, x2, x4) nell’anello

Sl = I([l’o,$1,X2,X3,X4,X5]/(XOX1 — X9Xx3 + X4X5)

non ammette una risoluzione libera finita di S’-moduli. Geometricamente V(I) & un piano
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proiettivo nella quadrica di Klein. Questo esempio e legato alla rappresentazione spin del
gruppo ortogonale.

Esempio Il campo K ¢ un S-modulo ed il nucleo del morfismo S — K — 0 ¢
formato dall’ideale I = (z1,...,2y,). Il nucleo W del morfismo S™ — I — 0 & generato
dagli elementi (22, —21,0,...,0), (25,0, —21,0,...,0),... e si ha quindi

SG) 5 W — 0
Continuando in questo modo si ottiene la risoluzione di lunghezza n
0— 50 5 sGi) 58 560 g s K0 (20.1)

che & un caso particolare del cosiddetto complesso di Koszul. Sipuo provare che pd(K)= n,
cioe il massimo consentito dal teorema delle sizigie.
Nel contesto dei moduli graduati la (20.1) diventa

n
1

0—S(—n)—S(—n + 1)2) — . —5(—2)5) —.5(-1)(1) 55— K—0  (20.2)

Osservazione Se A ¢ locale e ben definita una unica risoluzione minimale di ogni
A-modulo finitamente generato M (vedi ad esempio E.Kunz, Commutative algebra and
algebraic geometry). La risoluzione minimale

. — N —Fy—M—0

ha la proprietd che quozientando per l'ideale massimale M C A tutti 1 morfismi indotti

E; . Fi
MEF; MF,_

sono nulli. In questo caso i ranghi dei moduli liberi che appaiono nella risoluzione minimale
si dicono 1 numeri di Betti di M. Considerazioni analoghe si possono ripetere quando M e
un S-modulo graduato. In questo caso una risoluzione libera é minimale se quozientando
per l'ideale massimale irrilevante (1, ..., x,) si ottengono morfismi nulli. Questo equivale
a chiedere che le matrici associate ai morfismi (si veda l’esempio 19.10) non contengano
coefficienti costanti non nulli.

Esempi. Se W consiste nell'unione di tre punti non allineati in P* allora il modulo grad-
uato I(W) ha risoluzione minimale data da

0—S5(—3)*—S(—=2)> —I(W)—0

In un opportuno sistema di coordinate omogenee (x,y, z) i morfismi della risoluzione prece-
dente sono dati da
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0—ss5(=3) O gapTY )

Se W' consiste nell'unione di tre punti (distinti) allineati in P? allora il modulo graduato

I(W') ha risoluzione minimale data da
0—S(—4)—S(-1) ® S(—3)—I(W')—0

In questo secondo caso i morfismo sono dati da
(yZ(y = Z))
05— =% scne sl T o

Se M é un S-modulo graduato finitamente generato allora
Fa(t) = dim M,

si dice funzione di Hilbert (proiettiva) di M.
Si pud provare che Fy(s) é un polinomio numerico per s > 0 (che si dice polinomio di
Hilbert di M).

In entrambi gli esempi precedenti il polinomio di Hilbert (proiettivo) é lo stesso, infatti

t+2 1
prowy(t) = prown (t) = ( 5 > -3 = §(t2 + 3t — 4)

(vedi esempio 17.4)

Esercizio. Sia S = K|[xg,...,xy]. Provare che

d+t+"> set>—d—n

Fsa)(t) = {< A

0 set < —d—n-—1

Esercizio. Se
O0—Mo—M;— ... — M,—0

é una successione esatta di S-moduli graduati provare che

Suggerimento: si tenga conto dell” eserc. 19.3

Osservazione. Le funzioni ed i polinomi di Hilbert possono essere calcolati anche dalle

risoluzioni, ad esempio

Pr(w) () = 3ps(—2)(t) = 2ps(—s)(t) = 3 (;) —2 (t 5 1) = %(t2 + 3t —4)
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Per quanto riguarda le funzioni di Hilbert (proiettive) abbiamo
Frowy(t) = prowy(t) pert >1

Frony(t) =0 pert <0

mentre

FI(W’)(t) = pI(W’)(t) per t 2 2
FI(W’)(]-) — ]_
Frown(t) =0 pert <0

I moduli I(W) e I(W') hanno quindi regolarité diversa.

I gradi che appaiono nella risoluzione minimale (graduata) di un modulo graduato M si
dicono ancora i numeri di Betti di M.

Le risoluzioni libere di ideali omogenei associati a varieta proiettive riflettono proprieta geometriche delle

varieta stesse. Questo legame & oggetto attuale di ricerca (congetture di Green).

Per dimostrare il teorema delle sizigie e necessario estendere la teoria delle basi
di Grobner al contesto piu generale dei sottomoduli di S™. Indichiamo con €; l'elemento
(0,...,1,...,0) € S™ (1 al i-esimo posto) e sia E™ = {e1,...,em} C ZZ,. Un monomio
di §™ & un elemento della forma me; con m monomio in S. Quindi i monomi di ™ sono
associati in modo naturale agli elementi di ZZ, x E™ C Z’;‘gm. Un sottomodulo monomiale
di §™ & per definizione un sottomodulo generato da monomi. Analogamente a quanto visto
per gli ideali (prop. 2.6) si puo verificare che esiste unica base minimale di monomi per
sottomoduli monomiali. Per la noetherianita tale base e finita e puo essere estratta da un

qualunque insieme di monomi generatori.

Esercizio Sia M un sottomodulo monomiale di S™. Allora
fe M < ogni termine di f appartiene a M

Cenno agli ordini monomiali per moduli
E’ definito in S™ (e quindi in ogni suo sottomodulo) un ordine parziale naturale sui monomi
q g p
dato da me; | m'e; se e solo se m | m’ e i= 7. Se 1 monomi sono identificati con a,b €
J J ”
2o X E™ C Z’;‘gm questo equivale a dire che a divide b se e solo se a1 < by,...,a44m <
bytm- Un ordine < sui monomi di S™ si dice compatibile con la moltiplicazione se a < b

implica ac < be Va,b € S™, c€ S.

La proposizione seguente generalizza il corollario 1.9.
Proposizione 20.3 Sia > un ordine sui monomi di S™ che sia totale e compatibile con
la moltiplicazione. Sono equivalenti:
i) > & un buon ordinamento
ii) > raffina 'ordine parziale naturale
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Dimostrazione i)=> i1) se ii) non & verificata esiste 2%¢; | 2%¢ con a > 3. Quindi 2# = 2%z
con v < 0 (ordine indotto su Z2;) e quindi 1 > 27. Allora la catena 1> 27 > 2*7 > ... >

"7 non ammette minimo.

ii)= i) se A & un qualunque insieme di monomi sia {xe;,,...,x%e; } con e, <...<
r%e; un insieme di generatori estratto da A per il sottomodulo generato da A. Allora
x%e;, €1l minimo di A.

Definizione 20.4 Un ordine sui monomi di S™ che sia totale, compatibile con la
moltiplicazione e soddisfi i) o ii) della prop. 20.3 si dice un ordine monomiale. Analoga-
mente al caso degli elementi di S, se f€ S™ e definito il leading term LT(f) rispetto ad un
ordine monomiale.

Un esempio di ordine monomiale su S™ e il LEX secondo cui a < b se e solo se
il primo coeff. # 0 (da sinistra) di @ —b € Z"T™ & negativo. Quindi se m,m’ € S con
m < m' nell'usuale LEX si ha me; < m’ej Vi, j, mentre ad esempio ze; > xey > ... > xey.

Analogamente si possono definire DEGLEX ¢ DEGREVLEX.

Molte proprieta viste per gli ideali di S si estendono in modo naturale ai sottomoduli
di S™. Vediamo alcuni risultati, lasciando al lettore 1 dettagli.

Sia fissato un ordine monomiale su S™. Se M e un sottomodulo di ™ e definito
il sottomodulo monomiale LT(M), generato da LT(f) per f€ M. Un insieme di generatori
fi,... fk di M tale che LT(f1),... LT(fx) generano LT (M) si dice base di Grébner per M.

Si puo definire un algoritmo di divisione in S™ come nel caso dei polinomi (si veda

il teorema 1.12). In particolare se divido f€ S™ per fi,... fx € S™ si ha f= Zk: ¢ fi +r con
¢ € S,r€ S™, nessun termine dir & divisibile per LT(fi) e LM(qi fi) < LM(;).IL’algoritmo
termina sempre per il buon ordinamento. Nel caso in cui si divide per una base di Grobner
{g1,...9x} di MC S™ si ottiene che dato fe S™, 3lg € (g1,...,9k), r€ S™ tali che f = g+r
e nessun termine di r & divisibile per LT (¢;) (analogo del teorema 2.11). Vale quindi il
20.5 Criterio di appartenenza per i moduli (vedi coroll. 2.13 e algoritmo 3.3)

-G
feEM & f =0
-G
(f éil resto della divisione per una base di Grobner G di M)

Siano f,ge S™, con un ordine moniomiale fissato e sia LT(f)= ¢; f'ei. LT(g)= c29'¢;
con ¢y,co € K, f', ¢’ monomi. Sia ¥ = m.c.om.(f’, ¢'). Poniamo
Definizione 20.6. o
0 se il #£J

x'Y x'Y s

ey A

v . R . . .
L —g) = a7¢ e questi termini si cancellano, quindi
29

LT(5(f,9)) <a7ei

S(f.9) = {

In particolare LT(%f) = LT(
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Vale ancora ’analogo del teorema 3.1
20.7 Criterio di Buchberger per i moduli Siano ¢y, ..., g generatori di MC S™.

G={¢1,...,9t} ¢ base di Grobner per M < S(gi,g5) =0Vi,j

I criterio da un algoritmo efficiente per calcolare una base di Grobner da un insieme di
generatori G aggiungendo successivamente a G gli eventuali resti non nulli delle divisioni
degli elementi S(gi, gj) per G. Trovata una base di Grébner si puo poi estrarre I'unica base
di Grobner ridotta. Il lettore pud provare a dimostrare il criterio di Buchberger per i1
moduli utilizzando i teoremi successivi di questo capitolo. I dettagli sono in [E].

Questo algoritmo & implementato in Cocoa. Un modulo MC S™ & definito dalle righe di una matrice con
m colonne ed il comando gbasis(M) fornisce la base di Grobner ridotta. Il comando mod non da il resto in
questo caso, perd si puod ugualmente verificare ’appartenenza di un elemento ad un sottomodulo di 5™

calcolando le sizigie come vedremo.

Eercizio. (generalizzazione del teor. 17.8) Sia M un S-modulo graduato finitamente
generato. Provare che Fy;(s) é un polinomio numerico per s > 0.

I comandi Hilbert(M) e Hilbertfn(M) sono implementati in CoCoA anche nel caso di sottomoduli
McCS"

Definizione 20.8 Abbiamo S= K[zy,...,x,] e poniamo Sx = K[rky1,...,24]. Se
MC S™ sia My = M N (Sk)™ il k-esimo modulo di eliminazione.

Teorema 20.9 Se G e una base di Grobner per M rispetto all’ordine monomiale
LEX allora Gx = G N (Sk)™ & base di Grébner per M.

La dimostrazione & analoga al caso degli ideali di S (teor. 4.2).

L’eliminazione di variabili ¢ utile anche per calcolare 'intersezione di sottomoduli
di 5™, come nel caso degli ideali di S. Siano infatti My, My C S™ e consideriamo SC
Klzy,...,xq,1] (t variabile ausiliaria). Sia tM; il sottomodulo di K[z1,. .., x,,t]™ generato
dagli elementi tm com mée M; e analogamente consideriamo (1—t)My C K[xy, ..., xy,t]™.
E’ facile verificare la formula My N My = [tM; 4 (1 —t)M2] N S™ (analoga della prop. 4.3)
e quindi l'intersezione M7 N M3 puo essere calcolata eliminando la variabile t usando il
teorema precedente.
Osserviamo a questo proposito che i comandi Elim e Intersect di Cocoa sono implementati anche nel caso

di sottomoduli di S™.
Calcolo delle sizigie

Definizione 20.10. Siano my,...,my termini in S™, quindi m; = c;z% ey(;). Per ogns

m.com.(z®i %)

m.emir &)
cjrJ

coppia di indici 1,j tali che k(i) = k(j) pontamo mjj = allora S(mi,m;j) =

mjimi — miym; = 0 e quinds
Tij 1= mjie; — mijej € Syz(ma,...,my) =1{> hiei| X himy = 0}.

Proposizione 20.11 Con le notazioni della def. 20.10 gli elementi 7; Vi, 7 tali
che i < j e k(i) = k(j) generano Syz(mq,...,my)
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Dimostrazione E’ sufficiente provare la tesi quando my, ..., m¢ € S (cioe quando m= 1). Sia
T il sottomodulo di Syz(my,...,m¢) generato da 7. Se h= (hy,...,h¢) € Syz(mq,...,my)
definiamo
d(h) = max(multigrado(him;))
i

Se per assurdo Syz(my,...,my)\T # 0 scegliamo h € Syz\T con minimo §(h). Consideri-
amo gli indici v tali che multigrado(LT (hy)my ) = §. Quindi > LT (hy)my, = 0 e nel lemma
20.12 vedremo che h' = Y LT (hy)ey € T. Ma 6(h — h') < §(h) da cui una contraddizione.

Lemma  20.12. (generalizzazione del lemma 2.17) Con le notazioni della dim. della
prop. 20.11 se 25:1 LT(h,)m, =0 e 2’ = LM(hy,)LM(m,) Yv=1,... k allora h' :=
St LT(hy)e, € T.

v=1
Dimostrazione Poniamo LT (h,) = ¢, LM (hy) e my = ¢, LM(m,). Peripotesi 25:1 DuCy =
0. Sia
27 = m.c.om. (LM(h,), LM (hs))

. Yve .
in modo che m,, = #(m) Abbiamo

x e, 27 e

e;iLM(m;) B ¢; LM (m;)

taus; = mje; —myje; =

da cui
LM(h;)e; LM(h
x(s—'Yij Tij — ( )6 ( ) (203)
¢ c;j
Pertanto abbiamo
~ LM(hj)e;  LM(hj_1)ej—
quvcv quvcv Z (‘])]_ ({1)11 _
— _ Cj Cj—1
"L LM(hj)e;  LM(hj_1)ej—1 <
_ Z i€ j j Z¢UCU
=1 Cy Cj—1 e
L’addendo per j = 1 dell’'ultima sommatoria ¢ nullo per ipotesi e quindi usando anche

(20.3) rimane
k k
= Zx6_7j’j_1Tj7j_1 quvcv cT
=2 o=y

come volevamo.
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Definizione 20.13. Sia ora g¢i,...g; una base di Grobner per (g1,...,gy) C S™ e sia
LT (gi) = ciz%egy). Per ogni coppia di indici 1,j tali che k(i) = k(j) e tali che 1 < j

. t
. _ me.em.(2%i,5%) o o i i
poniamo mjj = ==, allora S(gi,g;) = mjigi — mijg; = Y, fi'gu con fil € S
u=1

dall’algoritmo di divisione (qui usiamo l'ipotesi che la base sia di Grobner) e quindi
Tij 1= mjiei — Mijej — Zt:1 fide, € Syz(g1,.--,9t)-
u=
E’ importante osservare che dall’algoritmo di divisione segue
multigrado(fidg,) < multigradoS(gi, gj) < multigrado(mjigi) = multigrado(mi;g;)
quindi gli addendi dell’espressione di 7j; non si cancellano.

Teorema 20.14. (Schreyer) Se g1, ... g; € base di Grobner per il sottomodulo (g1,...,9t) C
S™ allora 7jj definite con 20.13 per ¢ < j sono una base di Grébner per Syz(g1, ..., 9¢) (per
un ordine definito nel corso della dimostrazione); in particolare generano Syz(¢1,. .., gt ).

Dimostrazione Definiamo un ordine monomiale in @;leej = S ponendo

me, > ney se e solo se LT (mg,) > LT (ngy) oppure LT (mg,) = LT (ngy) e u< v. E’ facile
verificare che 'ordine appena definito € un ordine monomiale. Abbiamo gia osservato che
LT (mjigi) = LT(mijg;) > LT(fgy) Vu, pertanto con I'ordine monomiale sopra definito
abbiamo LT(7j) = mjie;. Quindise 7 = ) fvey € Syz(g1,...,¢t) € sufficiente provare che
LT(7) ¢ un multiplo di mjie; per qualche i,j con i< j. Sia ny = LT(fy) per v=1,...,1,
dunque LT(fvev) = nyey. Questi termini non possono cancellarsi, quindi LT(7) = npep
per qualche p. Sia 0 = 3 nye, la somma sugli indici v tali che LM(nygy) = LM (n,g,).
Gli indici di questa somma devono essere > p perche LT(7) = npe, e per come abbiamo
definito I'ordine monomiale su S*. Quindi 3" n,LT(gy) = 0 e ¢ & una sizigia su LT (gy)
con v> p. Per la proposizione 20.11 o ¢ combinazione di mjie; — mjjej con ¢,7 > p e quindi
np appartiene all’ideale generato da mj, con j> p come volevamo.

Il teorema precedente e particolarmente importante perche da un algoritmo per
il calcolo delle sizigie di una base di Grobner, semplicemente attraverso 1’algoritmo di
divisione. Siccome si ottiene automaticamente una base di Grobner per Syz, il procedi-
mento puo essere iterato per calcolare le sizigie delle sizigie e cosi via, fino ad ottenere una
risoluzione libera del modulo generato da ¢4, ..., g.

Se si vuole calcolare Syz(fi,..., fx) dove fi,...,fx sono elementi qualunque di
S™, I'algoritmo di Buchberger permette di calcolare una base di Grobner g1, ..., g per il
modulo generato da fi,..., fx. L’algoritmo (attraverso i resti di S(fi, fj)) da anche come
sottoprodotto le espressioni esplicite ¢; = Y aijfj e le espressioni delle 7; del teorema (si
riveda l'oss. alla fine del §8). E’ facile verificare che sostituendo gi = > a;j f; nelle sizigie su
{gi} date da 7 si ottengono tutte le sizigie su {fi}. Con sostituzioni successive si trovano
anche le sizigie delle sizigie e cosi via.
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Teorema 20.15 Con le notazioni del teorema precedente, ordiniamo g1, ..., g;
in modo tale che quando LT(g;) = Aieg(s), LT(g;) = Ajer(j) con k(i)= k(j) allora ¢ < j se
e solo se A\j > \j secondo LEX su K[zy,...,2,]. Se 1,...,2s mancano da LT(g;) allora
T1,...,Ts, Tgy1 mancano da LT(nj) per ¢ < j.

Dimostrazione Ricordiamo che LT(g) = cireg;y e che LT(nj) = mjei con mj =
m.com.(x™1,2%)

cixi
20.14). Dal momento che ¢ < j per la costruzione fatta x;,...,r, mancano ancge da

LT(g;). Siccome z1,...xs non appaiono in LT(g;), LT(gj) e LT(¢;i) > LT (g;) secondo LEX
segue che x4y appare in LT(g;) a potenza maggiore che in LT(gj). Quindi 2541 non appare

(con l'ordine monomiale definito nel corso della dimostrazione del teorema

in mj; come volevamo.

Dimostrazione del teorema 20.2 delle sizigie di Hilbert

ii) segue da i) con considerazioni elementari, pertanto ci limitiamo a provare i). Sia
(91,-..,9¢) una base di Grobner per M. Abbiamo

0 — Syz(g1,---,9t) = S* = M — 0 e possiamo costruire per il teorema 20.15 una base
di Grobner per Syz dove non appare 7 nei leading term. Allo stesso modo i leading term
delle sizigie di tale base non contengono x1,x3. Dopo n passi otteniamo un modulo dove
tra i leading term dei generatori non compaiono 21, ..., 2z, e quindi i generatori stessi non
contengono x1, ..., x,. Tale modulo e quindi generato da alcuni tra gli €;, ed e percio libero.

La dimostrazione precedente ¢ costruttiva e permette di costruire una risoluzione
libera di un qualunque S-modulo noetheriano se sono noti i suoi generatori. Nelle appli-
cazioni e sufficiente saper calcolare le divisioni rispetto ad un ordine fissato.

Osservazione. Un lavoro di Bayer-Stillman (Inventiones math. 87(1987)) mostra che
DEGREVLEX é mediamente 'ordine piu efficiente per calcolare le sizigie.

In Cocoa sono implementati i comandi Syz(I) e MinResolution(I) dove I pud essere un ideale di S o un
sottomodulo di S™. Gli interi che appaiono nelle risposte sono i gradi (numeri di Betti) che hanno senso
solo nel caso omogeneo. Si trovano variazioni di questi comandi attraverso Help. Pud essere istruttivo

calcolare la risoluzione dell’ideale massimale (1, ..., l‘n) C I([l‘l, ceey xn] (complesso di Koszul).
Esercizio Sia I= (w? — 2z, wa — yz, 2% —wy, 2y — 2%, y* —wz) C K[w,z,y,2] = S.

Si calcoli la risoluzione dell” S-modulo S/I assumendo DEGREVLEX.

Infine osserviamo che se f € (fl, ce ,fr) C S™ allora in Syz(f, fis--- ,fr) c’e un elemento
con una costante al primo posto (e viceversa!) e questo permette di risolvere il problema di appartenenza

per sottomoduli di S™ attraverso il calcolo delle sizigie (comando Syz di Cocoa).
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APPENDICE

INTRODUZIONE ALL’USO DI COCOA
CoCoA e un sistema di calcolo simbolico, scritto da A. Giovini e G. Niesi, Dipartimento
di Matematica, Universita di Genova. Puo essere copiato e distribuito gratuitamente, con
la condizione che il sistema sia citato in ogni ricerca che ne fa uso. Esistono versioni per
personal computer Macintosh e MS/DOS, e recentemente ¢ disponibile anche una versione
UNIX.
Il “nocciolo” del programma e costituito da una implementazione dell” algoritmo di Buch-
berger (in una versione piu efficiente di quella vista nel §3). La maggior parte dei comandi
sfrutta questo algoritmo. Molti di essi sono descritti nelle note che precedono questa
appendice.
Si rimanda al manuale per una descrizione completa del sistema. Qui vogliamo solo
introdurre alcuni comandi elementari (essenzialmente quelli che ancora non fanno uso
dell’algoritmo di Buchberger). Ci riferiamo principalmente alla versione MS/DOS.
Anello di base. Il sistema esegue calcoli in un anello K[zy,...,2,]. Viene assunto
all’inizio un anello chiamato R con 4 indeterminate ¢, z,y,z (in quest’ordine!) con
car K = 0 e l'ordine DEGREVLEX (vedi §1). Tutti questi parametri possono essere
cambiati con l'istruzione Ring. Ad esempio Ring(R;0;abede;1;lex) definisce un anello
R = Kla,b,c,d,e] dove car K = 0, con l'ordine lex. Il parametro 1 significa che tutte le
variabili hanno peso 1 e si consiglia inizialmente di non cambiarlo.
Importante: per eseguire una istruzione in Cocoa bisogna terminare con Ctrl+Enter
(Enter su Macintosh).
Operazioni algebriche.La sintassi ¢ quella usuale. Ad esempio (x* 24y~ 2)/(x+y) &

2 2
%. Gli esponenti possono essere impostati anche con Alt 1, Alt 2.... Alt 9. Analoga-
mente Alt Q,... ,Alt P (cioe la riga inferiore a quella dei numeri) permette di impostare

degli indici. Ogni nuovo polinomio puo essere chiamato con una lettera (maiuscolo# mi-
nuscolo) seguita eventualmente da un indice numerico.

Oggetti definiti sull’anello.Cocoa puo operare su polinomi, liste di polinomi (racchiusi
tra graffe), matrici di polinomi, ideali e moduli (visti come sottomoduli di un modulo
libero). Ad esempio F=x" 2+y" 3 assegna ad F il polinomio z? + y*. Per matrici ed ideali
si veda la lista dei comandi alla fine.

Istruzioni multiple.ll sistema puo eseguire piu istruzioni quando vengono impostate
successivamente separate da punto e virgola. Si puo tornare indietro spostando il cursore
con le frecce e possono essere modificate e poi eseguite delle istruzioni gia impostate in
precedenza. Si puo anche isolare una serie di istruzioni come “blocco” cominciando con
Ctrl4+KB e terminando con Ctrl+KK. In questo caso le istruzioni vengono eseguite con
Ctrl+KD (invece che con Ctrl+Enter). Valgono tutti i comandi degli editor Wordstar, Q
e di molti comuni Word Processor.

Input e output di files.Un blocco gia evidenziato viene salvato con Ctrl+KW, mentre
Ctrl4+KR legge un file.
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Sostituzione di variabili.Si provi P=x" 24y;Q=P[x=3,y=2z+1];Q. Questo comando per-
mette di verificare l'effetto di un morfismo tra due anelli.

Per uscire da Cocoa.Quit Ctrl+Enter. In caso di collegamento da un terminale, ricor-
darsi sempre di eseguire logout.

F1 chiama un aiuto. F10 permette di cambiare alcune opzioni (si esce con Esc). Elenchiamo

di seguito alcuni comandi utili:

AdjMatriz(A)

calcola la matrice aggiunta di A.

Cancel(F)

cancella F.

Der(F,x)

calcola la derivata di F' rispetto a x.

Der(F,n,x)

calcola la derivata n-esima di F rispetto a .

Det(A)

calcola il determinante della matrice A.

Ideal(f1,..., fx)

definisce 'ideale generato da fi,..., fr. Sugli ideali I e J si puo operare con I + J.
IdealOf Minors(p, A)

definisce 'ideale generato da tutti 1 minori p X p della matrice A.
List

elenca gli oggetti definiti.

Matrix(r, s, fi1, fiz, -« frs)

definisce una matrice r X s con coefficienti f;;.

Transpose(A)

definisce la matrice trasposta di A.

Write(oby)

scrive sullo schermo il contenuto dell’oggetto obj. Ad esempio Write(Ring) scrive I'anello

di base.
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1)

10)
10)

Esercizi per introdursi a Cocoa
Si assegni A = (z +y)*,B = (z —y)*,C = 2 — y® (polinomi in K|z,y]) e si semplifichi
A—B, A+ B, A/B, A/C,2A(B+C)
Soluzione: A=(x+y)" 3; B=(x-y)" 3; C=x" 3-y" 3 Ctrl+Enter
oppure si possono impostare gli esponenti con Alt43
e successivamente (o anche nello stesso rigo) A-B;A+B;A/B;A/C;2A*(B+C) Ctrl4Enter
Si sostituisca nei polinomi A, B, C dell’eserc. 1) x =t ey =2z
Soluzione: Aj=A[x=t,y=2z];A;B;=B[x=t,y=22];B;;C,
Dato P(xz,y) = 2* — 2%y + bxy* — 7 si calcoli P(z,2) , P, e Py(x,3).
Soluzione: P=x3*-x*y+5xy?-7; PP=P[y=2];PP; Py=Der(P,y); PPy=Py[y=3];PPy
Si scriva un polinomio omogeneo F' di grado d in x,y, z e si verifichi la relazione di Eulero
dF —F, - F,—F. =0
Si ponga I = (z,4%), J = (2% + y) e si calcolino generatori per l'ideale I + J2.
Soluzione: I=Ideal(x,y?);J=(x?+y);K=I+J%K
Si ripeta l'esercizio 5) con J = (3z% + y)
Soluzione: Si sposti il cursore con le frecce evidenziando l'espressione precedente con
Ctrl+KB all’inizio e Ctrl+KK alla fine. Dopo aver corretto J si esegua con Ctrl4+KD
Si ponga [ = (:1;3 +a? —dr — 4,23 —2? —dx + 4,23 — 222 —x+2). E vero che 22 —4 € I?
Prima soluzione: I=Ideal(x®+x%-4x-4,x%-x?-dx+4, x*-2x%-x+2);g=gbasis(I);g e dal risul-
tato si vede subito che la risposta ¢é si
Seconda soluzione: I:Ideal(x3 +x?-dx-4,x3-x2-dx+4, X3—2X2—X—|—2);(X2—4) mod I
mod calcola direttamente il resto della divisione per una base di Grobner, siccome viene
zero possiamo concludere che 22 —4 € T
Si provi ad impostare senza parentesi x%-4 mod 1. Come interpretate il risultato?
Terza soluzione (valida solo perché abbiamo polinomi in una sola variabile): g=GCD(x®+x?-
4x-4.x3-x%2-4Ax+4, x3-2x?-x+2). A questo punto si pué ragionare come nella prima soluzione.
Si noti che questa assegnazione per ¢g cancella tutte le precedenti.
Determinare se zy® — 2% 4+ y° — 2* appartiene allideale I = (—a® + y, 2%y — 2)
Si calcoli una base di Grobner per I = (—2® + y,2%y — z) rispetto a DEGREVLEX,
DEGLEX e LEX.
Soluzione: Degrevlex é 'ordine che Cocoa assume dall’inizio, quindi basta usare il comando
gbasis. Per cambiare l'ordine con Deglex occorre impostare un nuovo anello, ad esempio
con Ring(R;0;xyz;1;deglex). Per cambiare anello pué essere utile stampare I’anello di
base con Write(Ring), eseguire le modifiche necessarie tornando indietro con le frecce,
evidenziare l'istruzione ed infine eseguirla con Ctrl4+KD.
Si noti che la risposta ottenuta con LEX permette di ricavare gli ideali di eliminazione.
Determinare se f = zy® — 2% 4+ y° — 2* appartiene allideale I = (—a® + y, 2%y — z).
Si caleoli la base di Grobner (ridotta) dell’ideale generato da x +y+ 2z —1, 20 — 3y +42 — 2,
x — by — 62z — 6. Si interpreti la risposta come soluzione di un sistema lineare. La risposta

cambia usando Lex o Deglex al posto di Degrevlex?
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11)

12)

13)

14)

15)

16)

17)

18)
19)

20)

21

22)

23)

Siponga F=a'1—2'0422% — 42" +32° —=32* 4+ 22 + 322 —2x — 1, G = Der(F,z),H =
F/GCD(F,G) e si stampi H. Cosa si pué dedurre sul polinomio F.

Risposta: il polinomio F' contiene un fattore irriducibile ripetuto almeno due volte.

Sia L = {ay* — 2z + y,vy — 2%, — yz*}. L é una lista di polinomi che si imposta in
Cocoa racchiusa tra parentesi graffe. Sia I 'ideale generato da L. Si calcoli (con LEX)
LeadingTerm(L) (che calcola il LT di ciascun polinomio) e LeadingTerm(I). Si calcoli infine
la base di Grobner di L. Si ripeta il calcolo con Degrevlex.

Sia I = (t2 +al 4+ y? 4+ 22 2 420 —wy — 2ty — 23). Si calcoli una base di Grobner
per I rispetto a Lex e rispetto a Degrevlex.

Si ripeta lesercizio 13) per I = (z — t*,y — 3,z — t?)

Si calcoli la base di Grobner G per I = (2?2 + y, 2* 4+ 22%y + y* + 3). Si osservi che, data
la forma particolare dei polinomi, il risultato pué essere predetto in anticipo e non cambia
al variare dell’ordine monomiale. Qual é la varieta V(I) ?

Si calcoli la base di Grobner G per J = (vz —y, 2y + 222,y — 2) = (j1, J2, J3)- Si calcolino
i resti delle divisioni per G dei polinomi Iy} = 2%z — 2y%, [, = 232 — 2% — 22, [} =
23z — 2y? + 5. In generale é vero che i resti sono additivi? Si provi anche ad impostare
FidivJ che dala matrice dei coeflicienti (¢1, g2, g3 ) tali che F—(FmodJ) = j1q1 +Jj2q2+J3¢3-
Sia [ l'ideale generato da (:1;2 +y+z—lza+yP4+2—1,2+3y+22— 1). Si caleoli I
dapprima eliminando la x e poi eliminando la y.

Prima soluzione: si calcoli una base di Grébner per I con Ring(R;0;xyz;1;lex) e poi con
Ring(R;0;yxz; 1;lex)

Seconda soluzione: si esegua Elim(x,I) e poi Elim(y,I)

Si calcoli il risultante dei polinomi 2% + 2% — 4w — 4,23 —2? — 4w 4+ 4 (si veda l'esercizio 7))
Soluzione: F=x?+x?-4x-4; G=x*-x?-4x+4; R=Resultant(F,G x).

Si calcoli il discriminante del polinomio generale di terzo grado ax +ba? 4+ cx +d

Si calcoli il risultante rispetto a z dei polinomi 2® + y* — 1, 2% + y® — 1. Si noti che il
risultante ha grado 24. Si elimini poi la @ dall’ideale (2 +y® — 1,2 + y® — 1). Si noti che
il generatore ha grado 22. In che relazione € il generatore con il risultante?

Sia I = (2® +4y* — 1,24+ 2z —1), J = (ya® + y). Si trovino generatori per 'ideale I N .J
Prima soluzione: Siintroduca una variabile ausiliaria t e silavori con Ring(R; 0;txy; 1; lex).

Si trovino generatori per tI e per (1 —1t).J ed infine si elimini la ¢ da ¢+ (1—t).J calcolando
una base di Grobner oppure con Elim.

Seconda soluzione: Intersect(I,J)

Sia f = 2® + y + 32% + 22y + 6, g = 2%y* + 2y* — 92® — 18x. Calcolare (f) N (g) ed
anche il minimo comune multiplo tra f e g. Quest’ultimo pué essere calcolato anche con

LCM(f,9)-
Sia I = (z — 2y, 2z —y?) e sia J = (y,2). Si calcoli I: J.
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