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1. GENERALIT�A SULL'ANELLO DEI POLINOMISiaK un campo. Siamo interessati all'anello dei polinomiK[x1; : : : ; xn]. Come esempiconsideriamo K = Q;R;C;Zp (quest'ultimo campo con p primo, p� 0 �e molto utilizzatoin computer algebra e pu�o simulare con maggiore e�cienza un campo di caratteristica zeroquando i coe�cienti dei polinomi in gioco sono \piccoli"). Useremo la seguente propriet�a,nota dai corsi di algebra:Teorema 1.1. (Gauss) K[x1; : : : ; xn] �e un dominio a fattorizzazione unica (UFD) cio�eogni polinomio si decompone in modo unico come prodotto di fattori irriducibili.Ricordiamo che un anello A si dice noetheriano 1 se ogni suo ideale �e �nitamente gene-rato. Questo equivale alla condizione della catena ascendente, cio�e ogni catena ascendentedi ideali I1 � I2 � I3 � : : : �e stazionaria nel senso che 9 n tale che In = In+1 = In+2 = : : :In particolare ogni campo K �e noetheriano perch�e gli unici suoi ideali sono 0 e K.Teorema della base di Hilbert 1.2. (Basissatz). Sia R un anello.R �e noetheriano =) R[x] �e noetherianoDimostrazione (H. Sarges, 1976) Sia R un anello noetheriano e consideriamo (perassurdo) un ideale I � R[x] non �nitamente generato. Scegliamo f1 2 I di grado minimo.Scegliamo poi f2 2 I n (f1) ancora di grado minimo e procedendo in questo modo troviamofk 2 I n (f1; : : : ; fk�1) di grado minimo. Sia nk := deg fk e sia fk = akxnk + : : : Abbiamoovviamente n1 � n2 � : : : e (a1) � (a1; a2) � : : :. Per ipotesi 9 p tale che (a1; : : : ; ap) =(a1; : : : ; ap+1) e quindi si pu�o scrivere ap+1 = Ppi=1 biai con bi 2 R. Poniamo g :=fp+1 �Ppi=1 xnp+1�nibifi. Quindi il termine di grado massimo di g �eap+1xnp+1 � pXi=1 biaixnp+1 = 0da cui deg g < np+1. D'altronde g 2 I e g =2 (f1; : : : ; fp) (altrimenti fp+1 2 (f1; : : : fp)).Questa �e una contraddizione perch�e fp+1 era stato scelto come un polinomio di gradominimo in I n (f1; : : : ; fp).Corollario 1.3. Sia R un anello.R �e noetheriano =) R[x1; : : : ; xn] �e noetherianoDimostrazione Per induzione su n considerando cheR[x1; : : : ; xn] = R[x1; : : : ; xn�1][xn]Corollario 1.4. Sia K un campo. Allora K[x1; : : : ; xn] �e noetheriano.La seguente proposizione sar�a utile in seguito.1 in ricordo di Emmy Noether (1882-1935)1



Proposizione 1.5. Se un ideale I di un anello noetheriano R �e generato da (fi)i2Iallora si pu�o estrarre dagli fi un numero �nito di generatori fi1 ; : : : ; finDimostrazione Scegliamo fi1 2 I. Se (fi1 ) � 6= I allora scegliamo fi2 2 I tale che(fi1 ) � 6= (fi1 ; fi2). Se (fi1 ; fi2) � 6= I allora scegliamo fi3 2 I tale che (fi1 ; fi2) � 6=(fi1 ; fi2 ; fi3 ). Cos�� procedendo si trova ad un certo punto un numero �nito di generatorioppure si costruisce una catena ascendente di ideali non stazionaria contro l'ipotesi.Per n = 1 l'anello dei polinomi in una variabile gode di un'altra propriet�a importante:�e un dominio a ideali principali (PID). Infatti per ogni ideale I di K[x] esiste f 2 K[x]tale che I = (f). Quest'ultima propriet�a permette di risolvere facilmente il seguenteProblema di appartenenza in K[x]. Dato un ideale I in K[x], esiste un algoritmo perdecidere se g 2 I ?Infatti basta e�ettuare la divisione di g per il generatore f dell'ideale I. Abbiamog = qf + r con deg r < deg f . r si dice il resto. Segue che g 2 I se e solo se il resto delladivisione di g per f �e zero.�E naturale il seguente problema analogoProblema di appartenenza in K[x1; : : : ; xn]. Dato un ideale I in K[x1; : : : ; xn], esisteun algoritmo per decidere se g 2 I ?Questo secondo problema �e complicato dal fatto che l'ideale I non �e necessariamenteprincipale e quindi occorre eseguire una divisione per tutti i suoi generatori f1; : : : ; fk.Vorremmo trovare un'espressione g = q1f1 + : : : + qkfk + r e concludere che g 2 I se esolo se r = 0. Per fare questo occorre generalizzare l'algoritmo di divisione al caso di pi�upolinomi. Prima di fare questo �e allora opportuno approfondire su quali concetti si basae�ettivamente il ben noto algoritmo di divisione per polinomi in una variabile.L'algoritmo di divisione per polinomi in una variabile.Dato un polinomio f(x) = anxn + an�1xn�1 + : : : + a0 de�niamo LT (f) := anxn(leading term) e LM(f) := xn (leading monomial). Ovviamente deg (f) = deg(LT (f)).Per e�ettuare la divisione di g per f controlliamo se deg (LT (g)) < deg (LT (f)). Incaso a�ermativo il quoziente �e zero ed il resto �e uguale a g (g = 0 � f + g). In casonegativo sommiamo LT (g)LT (f) al quoziente (che �e inizialmente nullo), sostituiamo g � LT (g)LT (f)fal posto di g e continuiamo come sopra. Questo ciclo ha termine perch�e ad ogni passodeg �g � LT (g)LT (f)f� < deg g e quindi troviamo una successione strettamente decrescente digradi che ad un certo punto diventano minori di deg f .Il risultato pu�o essere riassunto cos��:Teorema 1.6. Dati g, f 2 K[x] esistono (unici) q, r 2 K[x] tali che g = fq + r edeg r < deg f . In pi�u esiste un algoritmo che determina q, r.Il lettore �e invitato a veri�care questo ben noto algoritmo nel caso g = x4 + x + 1,f = 2x2 + x+ 1. Si trova q = 12x2 � 14x � 18 , r = 118 x+ 98 .2



L'algoritmo pu�o essere sintetizzato nel modo seguente:INPUT (g; f)q := 0r := gWHILE r 6= 0 AND deg LT (f) � deg LT (r) DOq := q + LT (r)LT (f)r := r � LT (r)LT (f)fOUTPUT (q; r)Osservazione. Il fatto che ogni ideale di K[x] �e principale �e una conseguenza dell' algo-ritmo di divisione. L'algoritmo euclideo per calcolare il MCD di due polinomi �e basatosull' algoritmo di divisione e permette di calcolare il generatore di un ideale se �e noto uninsieme di generatori (necessariamente in numero �nito per la noetherianit�a).Esercizio.i) Stabilire se x4 + x3 + x2 + x+ 1 2 �x2 + x + 1�.ii) Stabilire se x3 + 4x2 + 3x� 6 2 �x3 � 3x + 2; x4 � 1; x6 � 1�.L'algoritmo di divisione per polinomi in pi�u variabili. Ordini monomiali.Uno dei fatti essenziali che assicura il successo dell'algoritmo di divisione per polinomiin una variabile �e che dati due leading term uno dei due �e sempre divisibile per l'altro. Inaltre parole la relazione \xn divide xm" �e una relazione di ordine totale sui monomi in unavariabile, che si identi�ca con la relazione di ordine usuale sull'insieme dei numeri naturali.Inoltre una successione di monomi che �e strettamente decrescente sui gradi terminadopo un numero �nito di passi. Infatti l'ordine usuale sui numeri naturali �e un buonordinamento, cio�e ogni sottoinsieme ammette un minimo.Tra i monomi in pi�u variabili la relazione di divisibilit�a de�nisce soltanto un ordineparziale. Ad esempio x non �e divisibile per y e viceversa. Vogliamo de�nire alcuni or-dini totali \ragionevoli" tra i monomi in pi�u variabili. I monomi appartenenti all'anelloK[x1; : : : ; xn] sono in corrispondenza biunivoca con gli elementi di Zn�0, infatti possiamoidenti�care il monomio x� = x�11 : : : x�nn con la n-pla (�1; : : : �n) dove �i sono interi nonnegativi. Osserviamo che con queste notazioni x� � x� = x�+�. Poniamo j�j =Pi �i.De�nizione 1.7. Un ordine monomiale in K[x1; : : : ; xn] �e una relazione > su Zn�0 taleche:i) > �e un ordine totaleii) > �e compatibile con la moltiplicazione, cio�e 8�; �; 
 con � > � vale �+ 
 > � + 
iii) > �e un buon ordinamento.Scriveremo indi�erentemente � > � oppure x� > x�.3



Lemma 1.8. Notiamo che in un qualunque ordine monomiale 1 < x� 8�.Dimostrazione Altrimenti sarebbe 1 > x� da cui moltiplicando per x� e usando ii)della def. 1.7 segue x� > x2�. Continuando si trova la catena 1 > x� > x2� > : : : > xn� >: : : in contrasto col fatto che ogni ordine monomiale �e un buon ordinamento.Corollario 1.9. Se x� divide x� allora in un qualunque ordine monomiale x� < x�.Pertanto ogni ordine monomiale �e un ra�namento dell'ordine parziale de�nito dalla divi-sibilit�a.Dimostrazione Per ipotesi � = � + 
 con 
 2 Zn�0. Dal lemma 1 < x
 e quindi dallaii) della def. 1.7 segue x� < x�+
 = x� .Osservazione. Dal corollario 1.9 segue che in K[x] esiste un solo ordine monomiale che�e quello usuale.�E bene sapere subito che alcuni ordini monomiali sono preferibili ad altri dal puntodi vista computazionale, secondo le applicazioni a cui si �e interessati.Ci sono tre ordini monomiali particolarmente importanti:1 ) LEX ordine lessicogra�co: si de�nisce � >lex � se in �� � il primo coe�ciente nonnullo da sinistra �e positivo. In particolare x1 > x2 > : : : > xn ed un monomio di grado 10in x1 �e maggiore di tutti i monomi di grado 9 in x1 e minore di tutti i monomi di grado11 in x1. Se il grado in x1 �e uguale si guarda il grado in x2 e cos�� via.2 ) DEGLEX ordine lessicogra�co graduato: si de�nisce � >deglex � se P�i > P�ioppure se P�i =P�i e in � � � il primo coe�ciente non nullo da sinistra �e positivo.3 ) DEGREVLEX ordine lessicogra�co inverso graduato: si de�nisce � >degrevlex � seP�i >P�i oppure se P�i =P�i e in �� � il primo coe�ciente non nullo da destra �enegativo.I nomi LEX, DEGLEX, DEGREVLEX sono gli stessi usati dal sistema di calcolo simbolico Cocoa.Vedremo che LEX �e utile per eliminare variabili, (vedix4) mentre DEGREVLEX �eottimale per il calcolo delle sizigie.Un ordine monomiale si dice graduato se x� > x� quando j�j > j�j. DEGLEX eDEGREVLEX sono graduati, mentre LEX non lo �e.Esempi. x2y >lex xy2 x2y >degrevlex xy2x2yz2 >lex xy3z x2yz2 <degrevlex xy3zDe�nizione 1.10. Sia �ssato un ordine monomiale e sia f 2 K[x1; : : : ; xn]. Il multigradodi f �e la n-pla massima tra quelle corrispondenti ai termini di f con l'ordine prescelto e siindica con MULTIDEG(f). LT (f) �e il termine di f corrispondente alla n-pla massima.Vediamo come possiamo impostare la divisione di f per f1; : : : fh. Vogliamo scriveref = a1f1 + : : :+ ahfh + r. Analogamente al caso dei polinomi in una variabile, chiediamoche LT (r) non divida nessun LT (fi), vedremo per�o che questo �e troppo poco.4



Procediamo nel modo seguente:� Poni p := f (resto ausiliario)� Dividi LT (p) successivamente per LT (f1); : : : ; LT (fh) e quando questo �e possibileaggiungi LT (p)=LT (fi) all'i-esimo quoziente e sottrai fi LT (p)LT (fi) dal resto ausiliario p.Quando LT (p) non �e pi�u divisibile per nessuno tra LT (f1); : : : ; LT (fh) allora aggiungiLT (p) al resto e continua con p� LT (p) al posto di p.L'algoritmo ha termine quando il resto ausiliario diventa nullo. Questo accade sempreperch�e ad ogni passo il multigrado del resto ausiliario p decresce strettamente e l'ordinemonomiale scelto �e un buon ordinamento.Esempio 1.11. Dividiamo in K[x; y] con DEGLEX x6y3 +2x3y2 � y + 1 per xy2 � x ey3�x. Il LT del dividendo �e x6y3 che �e divisibile per xy2. Dividendo otteniamo x5y comeprimo quoziente ed il resto ausiliario �e x6y+2x3y2� y+1 che ha x6y come LT. x6y non �edivisibile per nessuno tra i LT dei divisori, pertanto si aggiunge x6y al resto e si continuaa dividere partendo da 2x3y2 � y + 1. Continuando otteniamo il seguente schema:x6y3 + 2x3y2 � y + 1 xy2 � x y3 � x RESTOEseguiamo la divisione, scrivendo i resti ausiliari e le operazioni svolte sotto il divi-dendo:x6y3 + 2x3y2 � y + 1 xy2 � x y3 � x RESTOx6y3 � x6y x5yx6y + 2x3y2 � y + 12x3y2 � y + 1 �! x6y
5



Andando avanti:x6y3 + 2x3y2 � y + 1 xy2 � x y3 � x RESTOx6y3 � x6y x5y + 2x2x6y + 2x3y2 � y + 12x3y2 � y + 1 �! x6y2x3y2 � 2x32x3 � y + 10 �! 2x3 � y + 1da cuix6y3 + 2x3y2 � y + 1 = (x5y + 2x2)(xy2 � x) + 0(y3 � x) + x6y + 2x3 � y + 1Se scambiamo l'ordine dei divisori otteniamox6y3 + 2x3y2 � y + 1 y3 � x xy2 � x RESTOx6y3 � x7 x6 2x2x7 + 2x3y2 � y + 12x3y2 � y + 1 �! x72x3y2 � 2x32x3 � y + 10 �! 2x3 � y + 1da cuix6y3 + 2x3y2 � y + 1 = 2x2(xy2 � x) + x6(y3 � x) + x7 + 2x3 � y + 1Quindi scambiando l'ordine dei divisori sia i quozienti che il resto cambiano.Esercizio. Veri�care che dividendo con LEX xy2 � x per xy + 1 e y2 � 1 otteniamoxy2 � x = y(xy + 1) + 0(y2 � 1)� y � xmentre scambiando l'ordine dei divisori:xy2 � x = 0(xy + 1) + x(y2 � 1)Osserviamo dall'esercizio precedente che la condizioneresto della divisione di f per ff1; : : : ; fhg = 06



�e una condizione su�ciente ma non necessaria a�nch�e f 2 (f1; : : : ; fh). Questo �e in con-trasto con quanto accade per polinomi in una variabile. Ovvieremo a questo inconvenientede�nendo un insieme opportuno di generatori per l'ideale (f1; : : : ; fh), \adattato" all'ordinemonomiale scelto.Il diagramma di 
usso che descrive l'algoritmo di divisione per polinomi in pi�u variabili �e il seguente:INPUT (f1; : : : ; fh; f)q1 := 0; : : : qh := 0r := 0; p := fp = 0 ? SI OUTPUT (q1; : : : ; qh; r)NOQualcuno tra LT (fi)divide LT (p) ?SI NOse LT (fj) divide LT (p)poni p := p �LT (p)qj := qj + LT (p)LT (fj) r := r + LT (p)p := p� LT (p)LT (fj)fj 7



L'algoritmo di divisione per polinomi in pi�u variabili pu�o essere descritto in linguaggio strutturatonel modo seguente:INPUT (f1; : : : fh; f)q1 := 0; : : : qh := 0; r := 0p := fWHILE p 6= 0 DOi := 1DIV := FALSEWHILE i � h AND DIV = FALSE DOIF LT (fi) divide LT (p)THENqi := qi + LT (p)LT (fi)p := p� fi � LT (p)LT (fi)DIV := TRUEELSE i := i + 1IF DIV = FALSE THENr := r + LT (p)p := p� LT (p)OUTPUT (q1; : : : ; qh; f)L'algoritmo di divisione si riassume nel seguente risultatoTeorema 1.12. Sia �ssato un ordine monomiale in K[x1; : : : ; xn]. Siano datif; f1; : : : ; fh 2 K[x1; : : : ; xn]Allora esistono q1; : : : ; qh; r 2 K[x1; : : : ; xn]tali chei) f =P qifi + rii) nessun termine di r �e divisibile per LT (f1); : : : ; LT (fh).iii) se qifi 6= 0 vale MULTIDEG f � MULTIDEG (qifi).In pi�u esiste un algoritmo che determina q1; : : : ; qh; r.8



2. IDEALI MONOMIALI E BASI DI GR�OBNERDe�nizione 2.1. Un ideale si dice monomiale se pu�o essere generato da monomi.Come corollario della prop. 1.5 abbiamo che ogni ideale monomiale �e generato da unnumero �nito di monomi (lemma di Dickson).Con la notazione < fi; i 2 I > intendiamo l'ideale generato dagli elementi fi.Lemma 2.2. Sia I =< x�; � 2 A > un ideale monomiale. Abbiamo chex� 2 I () x�jx� per qualche � 2 ADimostrazione ( �e ovvia.Per provare) scriviamo x� =Phix�(i). A secondo membro ogni termine �e divisibileper qualche x�(i), pertanto tale propriet�a deve rimanere vera anche a primo membro (dopoever e�ettuato tutte le cancellazioni).Lemma 2.3. Sia I un ideale monomiale. Sono equivalentii) f 2 Iii) ogni termine di f appartiene a I.Dimostrazione ii) ) i) �e banale.Per provare i) ) ii) scriviamo f =Pi fi (ogni fi �e un termine)=Pj gjmj (ogni mj�e un monomio in I). A secondo membro ogni termine appartiene a I, quindi questo �evero anche a primo membro che �e ottenuto cancellando tra loro alcuni termini a secondomembro.Corollario 2.4. Due ideali monomiali sono uguali se e solo se contengono gli stessimonomi.Il corollario precedente permette quindi di identi�care gli ideali monomiali con deisottoinsiemi di Zn�0. Ad esempio gli ideali monomiali (x4; x3y; y6) e (xy) in K[x; y] cor-rispondono rispettivamente alle parti tratteggiate seguenti:
Da queste rappresentazioni il lettore interessato pu�o ricavare una dimostrazione direttadel lemma di Dickson indipendente dal teorema della base di Hilbert (si veda [CLO]).9



De�nizione 2.5. Un insieme di monomi B si dice una base minimale per un idealemonomiale I se i monomi di B generano I e se nessun monomio di B divide qualche altromonomio di B.La seguente proposizione dovrebbe essere evidente dalle rappresentazioni gra�che de-scritte sopra.Proposizione 2.6. Sia I un ideale monomiale. Allora esiste una unica base minimaleper I.Dimostrazione L'esistenza di una base minimale segue subito prendendo un insieme digeneratori ed eliminando i monomi divisi da qualcun altro. L'unicit�a �e evidente dal lemma2.2.De�nizione 2.7. Sia I un ideale di K[x1; : : : ; xn] e sia �ssato un ordine monomiale.Poniamo LT (I) := fLT (f)jf 2 IgL'ideale generato da LT (I) si indica con < LT (I) > e risulta allora un ideale mono-miale.Osservazione. Se I = (g1; : : : gk) allora < LT (I) > � (LT (g1); : : : ; LT (gk)) ma pu�ovalere l'inclusione stretta come mostra il seguenteEsempio. Sia I = �x2 + y; x2 � y� � K[x; y] con un qualunque ordine monimiale gradu-ato. Allora y 2 I da cui y 2< LT (I) > mentre y =2 �LT (x2 + y); LT (x2 � y)� = �x2�L'osservazione precedente motiva la seguenteDe�nizione 2.8. Un insieme (g1; : : : ; gk) di elementi di I si dice una base di Gr�obnerper I se < LT (I) >= (LT (g1); : : : ; LT (gk))Proposizione 2.9. Ogni ideale di K[x1; : : : ; xn] ammette una base di Gr�obner.Dimostrazione �E su�ciente estrarre dall'insieme LT (I) un numero �nito di generatoriper < LT (I) >. Questo �e sempre possibile per noetherianit�a (si veda la prop.1.5).La dimostrazione precedente �e non costruttiva. Buchberger svilupp�o nel 1965 (nellasua tesi di dottorato) un algoritmo per calcolare e�ettivamente una base di Gr�obner apartire da un insieme di generatori. Vedremo questo algoritmo nel x3Teorema 2.10. Una base di Gr�obner per I genera I.DimostrazioneSia g1; : : : ; gk una base di Gr�obner, pertanto < LT (I) >= (LT (g1); : : : ; LT (gk)).Se f 2 I allora per l'algoritmo di divisione possiamo scrivere f = P aigi + r da cui10



r = f �P aigi 2 I ed in particolare LT (r) 2 (LT (g1); : : : ; LT (gk)). Se fosse r 6= 0allora dal teorema 1.12 LT (r) non �e divisibile per nessuno dei LT (gi) e questa �e unacontraddizione con il lemma 2.2.Esempio. Sia I = �x2 + y2; xy� � K[x; y] con l'ordine LEX. Una base di Gr�obner per I�e costituita da almeno tre elementi.Infatti osserviamo che tutti i monomi di grado 3 appartengono ad I (e quindi anchea < LT (I) >: x3 = x(x2 + y2)� y(xy)x2y = x(xy)xy2 = y(xy)y3 = y(x2 + y2)� x(xy)Ne segue che tutti i polinomi omogenei di grado 3 appartengono a < LT (I) >. Siccomeogni monomio di grado� 3 �e divisibile per un monomio di grado 3, segue che ogni monomiodi grado � 3 appartiene a I (e quindi anche a < LT (I) >. Anche x2 e xy appartengonoa < LT (I) > e devono appartenere ad un qualunque insieme di generatori di < LT (I) >.In�ne notiamo che y3 =2 (x2; xy) e quindi sono necessari almeno tre elementi come asserito.La rappresentazione gra�ca di < LT (I) > �e la seguente:
Esercizio. Trovare una base di Gr�obner per I dell'esempio precedente (a�ronteremo dinuovo questo problema nell'esercizio 3.2 1). L'utilit�a delle basi di Gr�obner �e subito illus-trata dal seguente:Teorema 2.11. Sia G = g1; : : : ; gt una base di Gr�obner per l'ideale I � K[x1; : : : ; xn].Sia f 2 K[x1; : : : ; xn]. Allora esiste unico r 2 K[x1; : : : ; xn] tale che:i) nessun termine di r �e divisibile per qualche LT (gi)ii) esiste g 2 I tale che f = g + rIn particolare r �e il resto della divisione di f per G.Dimostrazione L'esistenza di r �e mostrata dall'algoritmo di divisione (vedi teor. 1.12).Per provare l'unicit�a consideriamo f = g0 + r0 = g00 + r00. Allora r00 � r0 = g0 � g00 2 I dacui LT (r00 � r0) 2< LT (I) >= (LT (g1); : : : ; LT (gk)). Se r00 � r0 6= 0 allora LT (r00 � r0)sarebbe divisibile per qualche LT (gi) e questo �e impossibile perch�e nessun termine di r0 odi r00 �e divisibile per qualche LT (gi). 11



Esercizi.1) Sia I = (g1; g2; g3) � R[x; y; z] dove g1 = xy2 � xz + y, g2 = xy � z2, g3 = x � yz4.Utilizzando LEX, dare un esempio di g 2 I tale che LT (g) =2< LT (g1); LT (g2); LT (g3) >.2) SiaG = fx4y2�z5; x3y3�1; x2y4�2zg. Provare cheG non �e una base di Gr�obner per< G >rispetto a DEGREVLEX.3) Sia I � K[x1; : : : ; xn] un ideale principale. Provare che un sottoinsieme di I �e una base di Gr�obnerper I se e solo se contiene un generatore di I .Corollario 2.12. Quando si divide per una base di Gr�obner l'algoritmo di divisioneporta sempre allo stesso resto qualunque sia l'ordine dei divisori.Pertanto secondo il corollario precedente esempi come 1.11 non possono capitare se sidivide per una base di Gr�obner. Di pi�u valeCorollario 2.13. f 2 I () il resto della divisione di f con una base di Gr�obner di I �ezeroDimostrazione ( �e ovvia) f = f + 0 nel teorema 2.11.Il corollario precedente risolve quindi il problema di appartenenza posto dopo la prop.1.5 se si conosce una base di Gr�obner.Proposizione 2.14. Il resto della divisione di un polinomio f per una base di Gr�obnerdi I dipende solo da I e non dalla base di Gr�obner scelta.Dimostrazione Supponiamo di avere (con ovvie notazioni) f =Paigi+r =Pa0ig0i+r0.Allora come nella dimostrazione del teorema 2.11 abbiamo che LT (r�r0) sarebbe divisibileper qualche LT (gj) ed anche per qualche LT (g0k). Nessun termine di r � r0 pu�o esseredivisibile per qualche LT (gj) e per qualche LT (g0k) il che prova r = r0.De�nizione 2.15. Scriveremo f mod I per indicare il resto della divisione di f per unabase di Gr�obner di I. f mod I dipende solo dall'ordine monomiale, ed in particolaref 2 I () f mod I = 0. In Cocoa f mod I �e il resto della divisione di f per una base di Gr�obner di I .Esercizio. Sia f = x4y+ y3 e I = (x2 + y2; xy). Fissato l'ordine LEX, calcolare f mod I.Osservazione. L'esercizio 3.2, 2) mostra che i quozienti non sono unici: l'unicit�a del restonella divisione �e il massimo che si riesce ad ottenere.De�nizione 2.16. Siano f; g 2 K[x1; : : : ; xn] e sia x
 = m:c:m: (LM(f); LM(g)).De�niamo la S-coppia: S(f; g) := x
LT (f) f � x
LT (g)g12



Notiamo che in S(f; g) i termini di multigrado 
 si cancellano mentre tutti gli altritermini hanno multigrado < 
. PertantoMULTIDEG S(f; g) < 
Una \ostruzione" a che ff1; : : : ; fhg sia una base di Gr�obner �eLT (S(fi; fj )) =2 (LT (f1); : : : ; LT (fh))Vedremo che questa �e in sostanza l'unica ostruzione.Lemma 2.17. Supponiamo di avere una cancellazione tra i LT di un insieme di poli-nomi gi. Cio�e supponiamo di avere una combinazione Pti=1 cix�igi con ci 2 K, �i +MULTIDEG gi = � (se ci 6= 0) e MULTIDEG (P cix�igi) < �. Allora, posto x
jk :=m:c:m: (LM(gj ); LM(gk)) esistono cjk tali chetXi=1 cix�igi = tXj;k=1 cjkx��
jkS(gj ; gk)In particolare ogni termine del secondo membro ha multigrado < �Dimostrazione Poniamo LT (gi) := dix�i , quindi�i + �i = � (2:1)tXi=1 cidi = 0 (2:2)Adesso x��
jkS(gj; gk) = x��
jk �x
jkgjdjx�j � x
jkgkdkx�k � = (per (2.1)) = x�jgjdj � x�kgkdkQuindiPti=1 cix�igi =Pti=1 cidi �x�igidi � = (ponendo gt+1 = 0)=Pti=1 cidi �Ptj=i �x�j gjdj � x�j+1gj+1dj+1 �� = (scambiando le sommatorie)=Ptj=1Pji=1 cidi �x�j gjdj � x�j+1gj+1dj+1 � = (usando (2.2))Pt�1j=1Pji=1 cidix��
j;j+1S(gj; gj+1) c.v.d.
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3. L' ALGORITMO DI BUCHBERGERTeorema 3.1. (Criterio di Buchberger, 1965) Sia I un ideale di K[x1; : : : ; xn] generatoda (g1; : : : ; gt). Sia �ssato un ordine monomiale.(g1; : : : ; gt)�e una base di Gr�obner per I () il resto della divisionedi S(gi; gj)per (g1; : : : gt)�e zero 8i 6= jLa divisione di S(gi; gj) per (g1; : : : gt) pu�o essere e�ettuata prendendo g1; : : : ; gt in un ordine qua-lunque; segue in particolare (vedi cor.2.12) che se il resto �e zero in un ordine rimane zero in tutti gli altriordini.Dimostrazione) �e ovvia da S(gi; gj) 2 I e dal cor.2.13( Sia f 2 I , voglio provare che LT (f) 2< LT (g1); : : : ; LT (gt) >. Per ipotesi abbiamo f =Phigi con multigrado (f) � max (multigrado(higi)). Sia � il minimo tra tutte le espressionif =Phigi dimax (multigrado(higi)). Se multigrado f = � abbiamo concluso. Sia per assurdomultigrado f < � e poniamom(i) := multigrado (gihi). Abbiamo:f =X higi = (dove il massimo multigrado a secondo membro �e �)= Xm(i)=� higi + Xm(i)<� higi = Xm(i)=�LT (hi)gi + Xm(i)=� (hi � LT (hi)) gi + Xm(i)<� higiI monomi nella seconda e terza somma hanno multigrado < �. Quindi nella prima somma abbiamocancellazioni tra i LT dei gi e possiamo applicare il lemma 2.17. Pertanto possiamo riscrivere la primasomma come combinazione dei S(gj ; gk). A loro volta questi ultimi polinomi possono essere scritti nellaforma S(gj ; gk) = P aijkgi per l'algoritmo di divisione (l'ipotesi �e resto zero!). Siccome MULTI-DEG (aijkgi) � MULTIDEG S(gj; gk) (si veda il teor. 1.12), risostituendo nell' espressione inizialeabbiamo f =Ph0igi con tutti i multigradi a secondo membro< �. Pertanto � non �e il minimo. Questacontraddizione conclude il ragionamento.Esempio. Proviamo che �x� z4; y � z10� �e una base di Gr�obner secondo LEX utilizzandoil criterio di Buchberger. Abbiamo la sola S-coppia S(x�z4; y�z10) = xyx (x�z4)� xyy (y�z10) = yx � yz4 � xy + xz10 = xz10 � yz4. La divisione porta a:xz10 � yz4 x � z4 y � z10 RESTOxz10 � z14 z10 z4�yz4 + z14 �! 0yz4 � z14 14



0 �! 0Il resto �e zero e quindi la condizione del criterio di Buchberger �e veri�cata.Osservazione critica. Nel corso della dimostrazione dell'implicazione ( del criterio diBuchberger abbiamo scritto S(gj; gk) = P aijkgi usando l'algoritmo di divisione. Perch�enon si �e fatto uso direttamente ndella de�nizione di S(gj ; gk) che lo esprime come combi-nazione di gj e gk?. Il punto �e che la disuguaglianzaMULTIDEG (aijkgi) � MULTIDEG S(gj ; gk)non sarebbe stata soddisfatta!Esercizi 3.2.1) Provare che G = fx + z; y � zg �e una base di Gr�obner rispetto a LEX.2) Dividere xy per x+ z, y� z (rispetto a LEX, si veda l'eserc. 1). Poi dividere xy per y� z, x+ z.Nei due casi il resto �e lo stesso, in accordo con la prop. 2.14, ma i quozienti sono di�erenti. Quindiquesto esercizio mostra che non si riesce ad avere l'unicit�a dei quozienti, in contrasto col caso deipolinomi in una sola variabile.3) Si calcoli S(f; g) rispetto a LEX nei seguenti casi:a) f = 4x2z � 7y2; g = xyz2 + 3xz4b) f = x4y � z2; g = 3xz2 � yc) f = x7y2z + 2ixyz; g = 2x7y2z + 4d) f = xy + z3; g = z2 � 3z4) S(f; g) dipende dall'ordine monomiale scelto?L'algoritmo di BuchbergerIl criterio di Buchberger suggerisce un algoritmo per costruire una base di Gr�obner. Si consideraF = ff1; : : : ; fkg insieme di generatori di I . Indichiamo provvisoriamente con f mod F il resto delladivisione di f per gli elementi diF nell'ordine in cui sono scritti. Aggiungiamo adF stesso tutti gli elementi[S(fi; fj) mod F ] e ripetiamo questa operazione col nuovo insieme F (pi�u grande !). Continuando inquesto modo si ottiene corrispondentemente una catena ascendente di ideali monomiali data ad ogni passoda < LT (F ) >. Per Noetherianit�a la catena diventa stazionaria e questo vuol dire esattamente che dopoun certo numero di passi [S(fi; fj ) mod F ] = 0 8 i; j e quindi per il criterio di Buchberger quandol'algoritmo ha termine F �e una base di Gr�obner.Formalmente abbiamo:ALGORITMO DI BUCHBERGER (Versione ine�ciente)15



INPUT F = ff1; : : : ; fkgG := FREPEATG0 := G8 coppiafp; qg con p 6= q in G0DOs := S(p; q) mod G0IF s 6= 0 THEN G := G [ fsgUNTIL G = G0F := GOUTPUT FIn Cocoa il comando Gbasis(I) calcola una base di Gr�obner di I mediante una versione pi�u e�cientedell'algoritmo precedente (si veda [CLO] per approfondimenti). Precisamente viene calcolata la base diGr�obner ridotta (che vedremo nel teorema 3.6).Esercizi.1) Si trovi una base di Gr�obner per l'ideale I = (x2 + y2; xy) rispetto a LEX utilizzandol'algoritmo di Buchberger.2) Sia A = (aij ) una matrice n �m a scala a coe�cienti reali e sia J � R[x1; : : : ; xm]l'ideale generato dai polinomiPmj=1 aijxj per 1 � i � n. Provare che i generatori di Jformano una base di Gr�obner rispetto all'ordine LEX dove le variabili dei pivot sonomaggiori rispetto alle altre.Come corollario abbiamo il3.3 Algoritmo per la soluzione del problema di appartenenza in K[x1; : : : ; xn].Dati f e I = (f1; : : : ; fk) per sapere se f 2 I �e su�ciente eseguire i seguenti passi:1) Si calcola una base di Gr�obner G per I con l'algoritmo di Buchberger.2) Si calcola il resto R della divisione di f per G.3) Segue che f 2 I se e solo se R = 0.Esercizi.1) Determinare se f = xy3 � z2 + y5 � z3 appartiene all'ideale I = (�x3 + y; x2y �z).Suggerimento: utilizzando DEGREVLEX la base di Gr�obner di I �e costituita da 3 elementi,mentre utilizzando LEX o DEGLEX i calcoli sono pi�u complessi.2) Determinare se f = x3z � 2y2 appartiene all'ideale I = (xz � y; xy + 2z2; y � z).De�nizione 3.4. Una base di Gr�obner G si dice minimale se1) 8p 2 G p = x�+ : : : (termini di multigrado inferiore), cio�e se il coe�ciente di LT (p)�e 1. 16



2) 8p 2 G LT (p) =2< LT (G n fpg) >Da ogni base di Gr�obner �e su�ciente togliere elementi e poi normalizzare (dividendoogni elemento per il coe�ciente del suo LT ) per trovare una base minimale. In praticabasta veri�care se ogni LT (p) con p 2 G �e divisibile per qualche LT (g) con g 2 G n fpg.Osservazione. Nel caso di polinomi in una sola variabile, una base minimale dell'ideale(f1; : : : ; fk) �e data dal M.C.D. di f1; : : : ; fk e l'algoritmo di Buchberger si riconduceall'algoritmo euclideo per il calcolo del M.C.D.De�nizione 3.5. Una base di Gr�obner G si dice ridotta se1) 8p 2 G p = x�+ : : : (termini di multigrado inferiore), cio�e se il coe�ciente di LT (p)�e 1.2) 8p 2 G nessun termine di p 2< LT (G n fpg) >Osservazione. Base di Gr�obner ridotta ) Base di Gr�obner minimaleTeorema 3.6. Sia I 6= 0 un ideale di K[x1; : : : ; xn]. Sia �ssato un ordine monomiale.Allora esiste una unica base di Gr�obner ridotta per I ed il procedimento con cui si trova(descritto nella dimostrazione) �e costruttivo.DimostrazioneESISTENZAPartiamo da una base di Gr�obner minimale per I (ottenuta con l'algoritmo di Buch-berger, togliendo poi gli elementi super
ui). Chiamiamo un elemento g 2 G ri-dotto per G se nessun termine di g 2< LT (G n fgg) >. Preso g 2 G poni-amo g0 := g mod (G n fgg) e consideriamo G0 := (G n fgg) [ fg0g. Osserviamo cheLT (g) = LT (g0) perch�e, nella divisione di g per (G n fgg), LT (g) va nel resto essendoG minimale. Inoltre g0 �e ridotto per G0 e G0 rimane una base di Gr�obner minimale. In-�ne se un elemento era ridotto per G rimane ridotto anche per G0. Quindi procedendoin questo modo dopo un numero �nito di sostituzioni successive tutti gli elementi di-ventano ridotti e si ottiene una base di Gr�obner ridotta (eventualmente dopo averenormalizzato).UNICIT�ANotiamo subito che se G; ~G sono due basi di Gr�obner ridotte (�e su�ciente che sianominimali) allora LT (G) = LT ( ~G) ed in particolare hanno lo stesso numero di elementi(si veda la prop. 2.6 applicata a LT (I) ). Siano adesso g 2 G, ~g 2 ~G tali cheLT (g) = LT (~g). Vogliamo provare che g = ~g.Siccome g�~g 2 I abbiamo g�~g = 0 mod G. Ma LT (g) e LT (~g) si cancellano in g�~g etutti gli altri termini non sono divisibili per nessuno degli elementi di LT (G) = LT ( ~G)perch�e G e ~G sono ridotte. Quindi eseguendo la divisione di g � ~g per G (o per ~G)tutti i termini vanno nel resto e si ottiene 0 = g � ~g mod G = g � ~g c.v.d.Osservazione. Nel caso di polinomi di grado 1 l'algoritmo con cui si trova una base diGr�obner minimale coincide con l'eliminazione di Gauss (si veda [CLO] per i dettagli).17



4. IL TEOREMA DI ELIMINAZIONEE L'INTERSEZIONE DI DUE IDEALIDe�nizione 4.1. Sia I un ideale di K[x1; : : : ; xn], si poneIk := I \K[xk+1; : : : ; xn]Ik contiene le \conseguenze" dei polinomi di I che coinvolgono solo le variabili xk+1; : : : ; xn.Teorema 4.2 (di eliminazione). Sia I un ideale di K[x1; : : : ; xn]. Sia G una base diGr�obner per I rispetto a LEX. Allora Gk := G \K[xk+1; : : : ; xn] �e una base di Gr�obnerper Ik.Dimostrazione Riordiniamo gli elementi di G = fg1; : : : ; gmg in modo che i primi r ele-menti fg1; : : : ; grg forminoGk. Facciamo vedere che fg1; : : : ; grg generano Ik. Dato f 2 Ik,abbiamo che il resto della divisione di f per G �e zero. Notiamo che LT (gr+1); : : : ; LT (gm)contengono termini dove compare qualche x1; : : : ; xk e quindi hanno multigrado maggiore(per LEX) di ogni monomio di f . Pertanto gr+1; : : : gm non entrano in gioco nella divisionedi f per G e risulta f =Pri=1 aigi come volevamo.Usiamo il criterio di Buchberger per provare che fg1; : : : ; grg �e una base di Gr�obnerper Ik. Se 1 � j; k � r abbiamo S(gj; gk) 2 Ik. Per quanto visto sopra la divisione diS(gj ; gk) per G coincide con la divisione per Gk, quindi il resto della divisione �e zero comevolevamo.Esercizi.a) Provare che se I = (x � y; x2 + y3) � K[x; y] allora I1 = (y3 + y2).b) Provare che se = (�x3 + y; x2y � z) � K[x; y; z] allora I1 = (y5 � z3) e I2 = 0.In Cocoa il comando Elim(x; I)restituisce l'ideale ottenuto eliminando la x dall'ideale I . �E utile anche la modi�ca Elim(x::y; I) dovesi eliminano tutte le indeterminate dell'anello comprese tra x e y (�e necessario che x > y!).Intersezione di due idealiVediamo adesso un algoritmo che permette di calcolare i generatori di (f1; : : : ; fr) \(g1; : : : ; gs). Questo problema non �e banale perch�e nel caso (f) \ I contiene il problema diappartenenza \f 2 I ?". Infatti f 2 I () (f) \ I = (f).Siano I, J due ideali di K[x1; : : : ; xn]. De�niamo tI come l'ideale di K[x1; : : : ; xn; t]generato da tf con f 2 I. Analogamente si pu�o de�nire (1 � t)J . Vale laProposizione 4.3. I \ J = [tI + (1� t)J ] \K[x1; : : : ; xn]Dimostrazione 18



� �e ovvia scrivendo f = tf + (1� t)f� Sia f(x) 2 [tI + (1� t)J ]\K[x1; : : : ; xn]. Pertanto f(x) = g(x; t) + h(x; t) con g 2 tIe h 2 (1� t)J . In particolareg(x; 0) = 0 da cui f(x) = h(x; 0) 2 Jh(x; 1) = 0 da cui f(x) = h(x; 1) 2 IQuindi f 2 I \ J come volevamo.La proposizione precedente d�a un algoritmo per calcolare l'intersezione di due ideali.Infatti se I = (f1; : : : ; fr) e J = (g1; : : : ; gs) allora si pu�o trovare una base di Gr�obner (equindi un insieme di generatori) di I \ J eliminando t da(tf1; : : : ; tfr; (1 � t)g1; : : : ; (1� t)gs)utilizzando il teorema 4.2L'algoritmo per il calcolo dell'intersezione di due ideali I e J �e implementato in Cocoa comeIntersect(I; J)Intersection nelle versioni pi�u recenti di Cocoa.Il minimo comune multiplo tra due polinomi f e g si pu�o trovare come il generatore dell'ideale intersezione(f) \ (g). Segue M:C:D:(f; g) = fgm:c:m:(f;g) . MCD e mcm possono essere trovati in Cocoa con icomandi GCD(f1; : : : ; fk) e LCM(f1; : : : ; fk), applicabili anche a pi�u di due polinomi.5. COMPLEMENTI SUGLI IDEALI DI UN ANELLO COMMUTATIVOSia A un anello commutativo con unit�a (ad esempio A = K[x1; : : : ; xn]).Se I; J sono ideali di A allora I [ J non �e un ideale in generale(x; y 2 (x) [ (y) ma x + y =2 (x) [ (y)) :Invece I + JI \ JIJ :=< ijji 2 I; j 2 J >I:J := fa 2 Ajaj 2 I 8j 2 Jg (5:1)sono tutti ideali di A. 19



Osservazione. Vale IJ � I \ J e l'inclusione pu�o essere stretta (esempio: I = J = (x)).De�nizione 5.1. Se X � Kn �e un sottoinsieme poniamoI(X) := ff 2 K[x1; : : : ; xn]jf(x) = 0 8x 2 Xg�E immediato veri�care che I �e un ideale di K[x1; : : : ; xn].Poniamo pI := ff 2 Aj9n 2 N tale chefn 2 IgpI si dice il radicale di I.Lemma 5.2. pI �e un ideale.Dimostrazione Siano f 2 pI; g 2 K[x1; : : : ; xn. Pertanto 9 n 2 N tale che fn; gn 2I. Quindi (fg)n = fngn 2 I, da cui fg 2 pI. Utilizzando lo sviluppo del binomio diNewton si veri�ca che (f + g)2n 2 I, da cui f + g 2 pI.Abbiamo le ovvie inclusioni: I � pI (5:2)I � J )pI � pJ (5:3)Esercizio 5.3. Se X � Kn provare che pI(X) = I(X).Esempi. Se I = (x2) � K[x] allora pI = (x).Se I =< xy2z; x3w5 > allora pI =< xyz; xw >Se I =< x� >�2A �e un ideale monomiale, allora pI =< x�0 > dove�i0 = ( 1 se �i 6= 00 se �i = 0Esercizio 5.4. Provare che pIJ = pI \ J = pI \pJqpI = pILemma 5.5. Se I �e primo allora pI = I.Dimostrazione Sia f 2 pI e sia n il minimo intero tale che fn 2 I. Considerando chefn = f � fn�1 abbiamo f 2 I oppure fn�1 2 I. Se n � 2 questa �e una contraddizione.Quindi n = 1 e f 2 I.L'esempio seguente �e particolarmente importante:20



Esempio 5.6. Sia f :K ! K3 data da f(t) = (t; t2; t3) e poniamo V := Im f � K3.V si chiama la cubica gobba, ed �e parametrizzata dalle espressioni x = t, y = t2, z = t3 .Adesso vogliamo provare direttamente cheI(V ) = (y � x2; z � x3)cio�e che un qualunque polinomio che si annulla su V �e combinazione di y � x2 e z � x3.Dato f 2 I(V ), scegliendo l'ordine LEX con z > y > x ed applicando l'algoritmo didivisione otteniamo f = (y � x2)q1 + (z � x3)q2 + r dove nessun termine di r �e divisibileper LT (y � x2) = y o per LT (z � x3) = z. Pertanto r = r(x) da cui si ricava0 � f(t; t2; t3) = 0 + 0 + r(t)e quindi r � 0 come volevamo.Esercizio. Sia V � K3 la cubica gobba. Provare che f = z2 � x4y 2 I(V ) e trovareesplicitamente una scrittura come combinazione lineare di y � x2 e z � x3. Ripeterel'esercizio con f = z � xy, f = xz � y2 (si veda anche l'esercizio seguente).Esercizio. Provare che y�x2 e z�x3 costituiscono una base di Gr�obner di I(V ) secondol'ordine LEX con z > y > x.De�nizione 5.7. Se I �e un ideale di K[x1; : : : ; xn] poniamoV (I) := fx 2 Knjf(x) = 0 8f 2 IgV (I) si dice una variet�a algebrica a�ne.Osservazione 5.8. Notiamo subito che se I = (f1; : : : ; fr) alloraV (I) = fx 2 Knjf1(x) = : : : fr(x) = 0gcio�e V (I) coincide con il luogo degli zeri dei polinomi f1; : : : ; fr .Esempi. Se I �e un ideale principale generato da un polinomio f , scriviamo V (I) = V (f).Queste variet�a si chiamano ipersuper�ci. Se deg f = 1 si tratta di variet�a lineari, sedeg f = 2 allora V (f) si dice una quadrica. Per il teorema della base di Hilbert el'osservazione 5.8 ogni variet�a algebrica �e intersezione di un numero �nito di ipersuper�ci.La cubica gobba dell'esempio 5.6 �e una variet�a algebrica, infatti coincide con V (I) doveI = (y � x2; z � x3) (la veri�ca di questo fatto �e immediata).Osservazione. La cubica gobba C �e una variet�a algebrica a�ne. Infatti veri�chiamo cheC = V (I) dove I = (y � x2; z � x3). Se p = (x; y; z) 2 C allora 9t tale che p = (t; t2; t3) equindi p 2 V (I). Viceversa se p = (x; y; z) 2 V (I) allora y�x2 = 0 e z�x3 = 0. Pertantoposto t := x abbiamo p = (t; t2; t3).Approfondiremo lo studio delle variet�a descritte da equazioni parametriche nel x8.21



Esercizio 5.9. Se I � J sono due ideali, provare che V (J) � V (I).Esercizio 5.10. Provare che V (I + J) = V (I) \ V (J).Esercizio 5.11. Provare che V (I) = V (pI).Esercizio 5.12. Sia V � R3 la curva parametrizzata da (t; tm; tn) per n;m � 2. Provareche V �e una variet�a a�ne e calcolare I(V ).6. LA TOPOLOGIA DI ZARISKI SU KnLemma 6.1.i) V ((1)) = ;ii) V (0) = Kniii) V (f1; : : : ; fr) \ V (g1; : : : ; gs) = V (f1; : : : ; fr ; g1; : : : ; gs). In generale V (I) \ V (J) =V (I + J) e \a2AV (Ia) = V (Pa2A Ia)iv) V (f1; : : : ; fr) [ V (g1; : : : ; gs) = V ((: : : ; figj; : : :)). In generale V (I) [ V (J) = V (IJ).Quindi le variet�a algebriche a�ni soddisfano gli assiomi degli insiemi chiusi per unatopologia su Kn.Dimostrazione i), ii), iii) seguono subito dalle de�nizioni. Per provare iv) notiamoche I; J � IJ e quindi V (I) [ V (J) � V (IJ). Viceversa sia x 2 V (IJ). Se per assurdox =2 V (I) e x =2 V (J) allora 9 i 2 I tale che i(x) 6= 0 e 9 j 2 J tale che j(x) 6= 0.Pertanto ij(x) 6= 0 che �e una contraddizione.De�nizione 6.2. La topologia su Kn che ha per chiusi le variet�a algebriche a�ni V (I)si dice topologia di Zariski.Esempio. I chiusi della topologia di Zariski in K sono gli insiemi �niti. Se K �e in�nitoquesta topologia �e T1 ma non di Hausdor�.Per rendersi conto di quanta cautela occorre lavorando con la topologia di Zariski, il lettore pu�overi�care che l'applicazione somma s:R � R ! R de�nita da s(x; y) = x + y non �e continua sede�niamo su R la topologia di Zariski e nel dominio di s la topologia prodotto.Proposizione 6.3. V (I) [ V (J) = V (I \ J)Dimostrazione\�" Abbiamo I; J � I \ J da cui V (I) [ V (J) � V (I \ J)\�" Abbiamo IJ � I \J da cui V (IJ) � V (I \ J). A questo punto �e su�ciente utilizzareil lemma 6.1 iv). 22



Esercizio 6.4. Si trovi I � R[x; y; z] tale che V (I) � R3 consiste nell'unione del pianofz = 0g con l'asse delle z.Osservazione. Vale X � V (I(X)), infatti se x 2 X allora f(x) = 0 8f 2 I(X).Lemma 6.5. Se W �e una variet�a algebrica a�ne allora W = V (I(W ))Dimostrazione Sia W = V (J). Abbiamo che se f 2 J allora f(x) = 0 8x 2 We quindi J � I(W ). Pertanto W = V (J) � V (I(W )). L'altra inclusione �e stata vistanell'osservazione precedente.Pi�u precisamente abbiamo laProposizione 6.6. Se S � Kn �e un sottoinsieme allora V (I(S)) = S (chiusura secondola topologia di Zariski)Dimostrazione Abbiamo gi�a visto che S � V (I(S)) e quindi S � V (I(S)). Viceversaconsideriamo che I(S) � I(S) e quindi V (I(S)) � V (I(S)) = S per il lemma 6.5.Corollario 6.7. Sia S � Kn con la topologia indotta. Allora ogni catena discendentedi chiusi in S �e stazionaria.Dimostrazione Si pu�o supporre S = Kn. Se C1 � C2 � C3 � : : : allora I(C1) �I(C2) � I(C3) � : : : e per noetherianit�a quest'ultima catena �e stazionaria. Dal lemma 6.5segue la tesi.Uno spazio topologico in cui ogni catena discendente di chiusi �e stazionaria si dice noetheriano. Sipotrebbe de�nire la dimensione di uno spazio noetheriano come la massima lunghezza di una catena dichiusi irriducibili. Tale de�nizione per�o non �e operativa. Riprenderemo la de�nizione di dimensione nelx19.Osservazione 6.8. Se J �e un ideale di K[x1; : : : ; xn] valeJ � I(V (J))infatti se j 2 J allora j(x) = 0 8x 2 V (J). In questo caso per�o l'inclusione pu�o esserestretta, come mostrano i due esempi:J = (x2) � R[x] ) I(V (J)) = I(origine) = (x) � 6= (x2) = J (6:1)J = (x2 + 1) � R[x] ) I(V (J)) = I(;) = (1) �6= (x2 + 1) = J (6:2)Il primo esempio (6.1)porta a considerare che:Lemma 6.9. Se J �e un ideale di K[x1; : : : ; xn] vale pJ � I(V (J)).Dimostrazione Dall'osservazione 6.8 J � I(V (J)). Basta applicare (5.3) ed il fattoche pI(V (J)) = I(V (J)) (eserc. 5.3).Il secondo esempio (6.2) �e di natura diversa da (6.1) ed �e legato al fatto che R non �ealgebricamente chiuso. Infatti vale il 23



6.10 Teorema degli zeri di Hilbert (Hilbertnullstellensatz). Sia K un campoalgebricamente chiuso e sia J un ideale di K[x1; : : : ; xn]. AllorapJ = I(V (J))Dimostreremo nel x9 il teorema degli zeri di Hilbert.De�nizione 6.11. Una variet�a algebrica a�ne V � Kn si dice riducibile se V = V1[V2con Vi sottovariet�a proprie. Altrimenti si dice irriducibile.Teorema 6.12. Sia V una variet�a algebrica a�neV �e irriducibile() I(V )�e primoDimostrazione) Sia fg 2 I(V ) e poniamo V1 := V \ V (f), V2 := V \ V (g). Se f =2 I(V ) alloraV nV1 6= ;. Preso x 2 V nV1 abbiamo f(x) 6= 0 e quindi g(x) = 0, cio�e x 2 V2. QuindiV = V1 [ V2 e per l'ipotesi V = V2 da cui V � V (g) e g 2 I(V ).( Sia per assurdo V = V1 [ V2 con Vi sottovariet�a algebriche proprie. Pertanto esistonof 2 I(V1) n I(V ) e g 2 I(V2) n I(V ) da cui fg si annulla su V1 [ V2 = V . Quindifg 2 I(V ) e per l'ipotesi f 2 I(V ) oppure g 2 I(V ).Corollario 6.13. Sia K algebricamente chiuso. C'�e una corrispondenza biunivocanaturale tra variet�a algebriche ed ideali radicali di K[x1; : : : ; xn] data da W 7! I(W ) coninversa J 7! V (J). La corrispondenza porta variet�a algebriche irriducibili in ideali primi eviceversa.Dimostrazione La prima parte dell'enunciato segue direttamente dal teor.6.12. Se W�e una variet�a irriducibile allora I(W ) �e primo per il teor.6.12 e V (I(W )) =W per il lemma6.5. Se J �e un ideale primo I(V (J)) = pJ = J per il teorema 6.10 ed il lemma 5.7. QuindiV (J) �e irriducibile per il teorema 6.12.Esercizi.i) Sia f un monomio. Provare che V (f) �e dato dall'unione di sottovariet�a lineari dicodimensione 1.ii) Descrivere V (I) dove I = (xy; xz) � K[x; y; z]iii) Sia I un ideale monimiale. Provare che V (I) �e dato dall'unione di sottovariet�a lineari.7. INTERPRETAZIONE GEOMETRICA DI I:JVediamo ora a quale variet�a corrisponde l'ideale quoziente I:J . Questo studio ci permet-ter�a anche di vedere una delle prime applicazioni del Nullstellensatz.24



Lemma 7.1. Siano I e J ideali in K[x1; : : : ; xn]. AlloraI:J � I (V (I) n V (J))Dimostrazione Sia f 2 I:J e x 2 V (I) n V (J). Dobbiamo provare che f(x) = 0. Perogni g 2 J abbiamo fg 2 I e quindi f(x)g(x) = 0. Siccome x =2 V (J) deve esistere g 2 Jtale che g(x) 6= 0 e quindi segue f(x) = 0 c.v.d.Proposizione 7.2. Siano I e J ideali in K[x1; : : : ; xn]. AlloraV (I) � V (I:J) � V (I) n V (J)Se in pi�u K �e algebricamente chiuso e I = pI alloraV (I:J) = V (I) n V (J)Dimostrazione Dal lemma 7.1 e dalla proposizione 6.6 considerando V di entrambi imembri segue subito V (I:J) � V (I) n V (J) e quindi la prima parte.Per provare la seconda parte �e su�ciente provare l'inclusione opposta nel lemma 7.1 edapplicare ancora la prop. 6.6. Sia dunque h 2 I(V (I) n V (J)), per provare che h 2 I:Jscegliamo un qualunque g 2 J . Allora hg si annulla su V (I) = (V (I) n V (J)) [ V (J)perch�e h si annulla su V (I) n V (J) e g si annulla su V (J). Pertanto per il Nullstellensatz6.10 hg 2 I(V (I)) = pI = I. Ne segue che h 2 I:J c.v.d.Teorema 7.3. Siano V e W variet�a di Kn. AlloraI(V ): I(W ) = I(V nW )Dimostrazione Basta applicare il lemma 7.1 al caso I = I(V ) e J = I(W ) ed otteniamoI(V ): I(W ) � I(V n W ) (si veda anche il lemma 6.5). Viceversa se f 2 I(V n W ) eg 2 I(W ) allora fg si annulla su V � (V nW ) [W e quindi fg 2 I(V ) e f 2 I(V ): I(W )per de�nizione di ideale quoziente.Il seguente teorema fornisce uno strumento per il calcolo esplicito dei generatori diI:J .Teorema 7.4. Siano I e J = (g1; : : : ; gk) due ideali di K[x1; : : : ; xn]. Allorai) I:J = \ki=1I: (gi)ii) Se h1; : : : ; hp �e un sistema di generatori per I \ (gi) allora h1gi ; : : : hpgi generano I: (gi).Dimostrazionei) segue subito dalle de�nizioniii) Ovviamente hjgi 2 I: (gi). Prendiamo dunque f 2 I: (gi). Pertanto fgi 2 I \ (gi) edesistono r1; : : : rp tali che fgi 2Ppj=1 rjhj e dividendo per gi abbiamo la tesi.Algoritmo per il calcolo di I:JSe conosciamo I = ff1; : : : ; fqg e J = (g1; : : : ; gk) dalla prop. 4.3 possiamo calcolaredei generatori per I \ (gi), da ii) del teorema 7.4 troviamo dei generatori per I: (gi) edusando ancora la prop. 4.3 e i) del teor. 7.4 troviamo dei generatori per I:J .L'algoritmo per il calcolo di I:J �e implementato in Cocoa e l'ideale I:J si trova come Colon(I,J).25



Esempio. Sia I = (f; g) = (z � xy; xz � y2) � R[x; y; z]. Si vede subito che la rettaL = fy = z = 0g �e contenuta in V (I) e che V (I) = L \ C dove C �e la cubica gobbadell'esempio 5.9. Posto J = (y; z) allora V (I:J) �e la cubica gobba C. Su C questo seguedalla prop.7.2, ma in questo caso il risultato �e vero anche su R. La cubica gobba e la rettaL sono un esempio di \variet�a legate".
8. IL RISULTANTESia R un dominio a fattorizzazione unica (UFD). Ricordiamo dai corsi di algebra il teoremadi Gauss per cui R UFD =) R[x] UFDTeorema 8.1. Siano F;G polinomi in R[x] di gradi rispettivamente f; g > 0.F;G hanno un fattore irriduc. in comune() 9 A;B di gradi risp. g � 1; f � 1tali che AF +BG = 0Dimostrazione=) Sia F = af1, G = ag1. Poniamo A := g1, B := �f1. Allora abbiamo Af +Bg =g1af1 � f1ag1 = 0. Se deg A, deg B sono minori di quanto �e richiesto basta moltiplicareA e B per lo stesso fattore.(= Per ipotesi AF = �BG. Quindi ogni fattore irriducibile di G divide A oppureF . Siccome deg A = g � 1 allora esiste un fattore irriducibile di G che divide F , comevolevamo.Adesso l'introduzione del risultante �e semplice. Il problema �e di trovare condizioniper cui due polinomi F , G 2 R[x] hanno un fattore in comune.Si considera come incognite: A := a0xg�1 + : : : + ag�2x + ag�1 B := b0xf�1 + : : : +bf�2x + bf�1e si pone la condizione AF +BG = 0 (8:1)Questo �e un sistema lineare con f + g incognite e f + g equazioni. Il determinante dellamatrice di (8.1) �e il risultante di F e G. 26



Posto F := f0xf + : : :, G := g0xg + : : : il sistema (8.1) diventa:a0f0+ b0f0 = 0 coe�. di xf+g�1a0f1 + a1f0 b0f1 + b1f0 = 0 coe�. di xf+g�2... ... ...ag�1ff+ bf�1gg = 0 coe�. dix0e la sua matrice �e 0BBBBBBBBBBBB@ f0 g0f1 f0 g1 g0... . . . ... . . .ff f0 gg g0. . . . . .ff gg
1CCCCCCCCCCCCAPer comodit�a di scrittura si scrive il risultante come il determinante della matricetrasposta, cio�e si pone:

Res(f; g; x) := det ����������������������������
f0 f1 : : : fff0 . . . . . .. . . . . . . . .f0 f1 : : : ffg0 g1 : : : : : : ggg0 . . . . . .. . . . . . . . .. . . . . . . . .g0 g1 gg

����������������������������Teorema 8.2. Sia R un UFD.f; g 2 R[x] hanno un fattore in comune di grado � 1() Res(f; g; x) = 0Dimostrazione=) Se fosse Res(f; g; x) 6= 0 allora consideriamo il sistema (8:1) nel campo dei quozientidi R. Dalla teoria dei sistemi lineari l'unica soluzione di (8:1) �e quella nulla.(= Nel campo dei quozienti esiste una soluzione di (8.1) non nulla. Moltiplicando per ildenominatore comune si trova una soluzione a coe�cienti in R.27



Esempio. Siano F = x2 � 4x+ 3G = x2 � 6x + 5che hanno a comune il fattore x� 1. InfattiRes(f; g; x) = ����������� 1 �4 31 �4 31 �6 51 �6 5 ����������� = 0Il risultante di due polinomi F e G rispetto alla variabile x �e implementato in Cocoa con il comandoResultant(F;G; x)Esercizio. Veri�care se i polinomi x5 + x+ 1 e x4 + x3 + 1 hanno una radice in comune.De�nizione 8.3. Discr(f) := Res(f; f 0 ; x) si dice il discriminante di f .Il discriminante del polinomio monico f(x) = xn + an�1xn�1 + : : : + a0 �e nullo se esolo se f ha una radice doppia.Esempi. Se f = ax2 + bx + c allora Discr(f) = a(4ac � b2). Se f = x3 + px + q alloraDiscr(f) = �(4p3 + 27q2)Teorema 8.4. Dati p; q 2 R[x] esistono due polinomi A;B 2 R[x] tali che Ap + Bq =Res(p; q; x)Dimostrazione Se Res(p; q; x) = 0 la tesi �e ovvia prendendo A = q e B = �p. SeRes(p; q; x) 6= 0 scriviamo il sistema lineare (analogo di (8.1)) ~Ap+ ~Bq = 1 con incognite~A, ~B. Si trova un sistema lineare quadrato di ordine deg p+deg q con termine noto 0BBBBB@ 0...011CCCCCAe determinante della matrice dei coe�cienti Res(p; q; x) 6= 0. Risolvendo il sistema conla regola di Cramer nel campo dei quozienti di R troviamo ~A e ~B soluzioni che hanno adenominatore Res(p; q; x). Posto A = ~ARes(p; q; x) e B = ~BRes(p; q; x) si ottiene la tesi.Teorema 8.5. Siano f; g 2 K[x1; : : : xn] di grado positivo in x1. Allorai) Res(f; g; x1) 2 (f; g) \K[x2; : : : ; xn] (che si dice il primo ideale di eliminazione)ii) Res(f; g; x1) � 0() f; g hanno un fattore a comune di grado positivo in x1Dimostrazione Consideriamo f; g 2 K[x2; : : : xn][x1] . Allora per il teorema 8.4 e-sistono due polinomi A;B 2 K[x2; : : : xn][x1] tali che Af + Bg = Res(f; g; x1). QuindiRes(f; g; x1) 2 (f; g) \K[x2; : : : ; xn]. 28



La seconda parte �e esattamente il teorema 8.2.Osservazione critica 8.6. Il risultante di due polinomi in pi�u variabili rispetto ad x1calcolato per un valore assegnato delle variabili rimanenti pu�o essere diverso dal risultanteche si ottiene sostituendo subito i valori assegnati. Infatti nel secondo caso i gradi possonodiminuire. Questa osservazione �e cruciale per la comprensione della dimostrazione delteorema di estensione del x9. Ad esempio se F (x1; x2) = (x2 � 5)x1 + 6 e G(x1; x2) =x21x22�(x2�2)x1+5x2 alloraRes(F (x1; 0); G(x1; 0); x1) = �12 e Res(F;G; x1)jfx2=0g = 60Dal teorema 8.5 i) sorge spontanea la domanda se, dati f; g 2 K[x; y], il polinomio iny Res(f; g; x) �e il generatore dell'ideale principale (f; g) \K[y]. L' esempio seguente d�auna risposta negativa.Esempio.Siano f = x2 + y2 � 1, g = x3 + y3 � 1, ci si propone di calcolare (f; g) \K[y]cio�e il primo ideale di eliminazione di f e g. Il procedimento \intuitivo" per eliminare lax �e il seguente: x2 = 1� y2 mod Ix3 = 1� y3 mod Ie quindi (1 � y2)3 � (1� y3)2 2 I. Infatti esplicitamente(1 � y2)3 � (1 � y3)2 = �(1 � y2)3 � x6� � �(1� y3)2 � x6�. Sviluppando la primaparentesi come di�erenza di 2 cubi e la seconda come di�erenza di 2 quadrati otteniamoche l'espressione precedente �e uguale a:�(1� y2) � x2� �(1 � y2)2 + x2(1 � y2) + x4�� �(1 � y3) � x3� �(1� y3) + x3� == f ��(1� y2)2 � x2(1� y2)� x4�+ g[1� y3 + x3]L'espressione precedente coincide conRes(f; g; x) a meno del segno. (1�y2)3�(1�y3)2appartiene al primo ideale di eliminazione di f e g ma non �e il generatore. Infatti, postop(y) := y2(2y3 + 2y2 � y � 3) = (1�y2)3�(1�y3)21�y si trova(f; g) \K[y] = (p(y)) (8:2)quando non �e a�atto evidente dalle espressioni precedenti che p(y) 2 (f; g).Per provare (8.2) consideriamo l'ordine LEX con x > y ed utilizziamo l'algoritmo diBuchberger. Abbiamo:S(f; g) = xf � g = xy2 � x� y3 + 1 =: c(x; y)S(f; c) mod ff; g; cg = (y2f � xc) mod ff; g; cg = y2f � xc� f � yc == xy � x+ 2y4 � y2 � y + 1 =: d(x; y)S(c; d) mod ff; g; c; dg = (c� yd) mod ff; g; c; dg = c� yd� d =: �p(y)29



Risostituendo: p(y) = �c+ (y + 1)d = �c+ (y + 1) �y2f � (x+ y)c� f� == �(xf � g) + (y + 1) �y2f � (x + y)(xf � g)� f� == f ��x+ (y + 1)(y2 � x2 � xy � 1)�+ g [1 + (1 + y)(x + y)]ed adesso �e facile veri�care che p(y) genera (f; g) \K[y].Calcolando tutti i resti delle restanti S-coppie ed eliminando gli elementi super
ui sidetermina una base di Gr�obner ridotta per (f; g) che �e data da ff(x; y); d(x; y); p(y)g. Sipu�o quindi applicare anche il teor. di eliminazione 4.2.Osservazione. L'esempio precedente illustra il fatto generale che il calcolo con l'algoritmodi Buchberger di un base di Gr�obner a partire da un insieme di generatori d�a anche leespressioni degli elementi della base di Gr�obner come combinazione dei generatori. Questoalgoritmo �e analogo all' algoritmo euclideo, con cui dati due interi a, b si determinaMCD(a; b) = d e si trovano contemporaneamente due interi x, y tali che d = ax + by. (siveda ad esempio [Chi], I, cap. 3)Esempio. Un altro esempio analogo al precedente (ma pi�u semplice) si ha considerandof = xy�2, g = xy�1. In questo caso Res(f; g; x) = y mentre (f; g)\K[y] = (1). Notiamoche abbiamo anche Res(f; g; y) = x.
9. IL TEOREMA DI ESTENSIONEE LA DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA DEGLI ZERINotiamo che dati due qualunque polinomi f , g 2 K[x; y], i punti di coordinate (x; y) ap-partenenti a V (f; g) hanno la seconda coordinata che annulla ogni polinomio q(y) nell'idealedi eliminazione. �E interessante chiedersi il viceversa, cio�e ogni radice y0 del polinomio gen-eratore dell'ideale di eliminazione corrisponde a qualche (x0; y0) 2 V (f; g) ? Nell'esempioprecedente la risposta �e a�ermativa ma aumentando il numero delle variabili ci voglionodelle ipotesi opportune. Questo problema va sotto il nome di problema di estensione dellesoluzioni.L'esistenza di alcune di�colt�a �e illustrata dal seguente esempio in tre variabili.30



Esempio. Siano f := xy � 1; g := xz � 1 2 K[x; y; z] Eliminando la x troviamo y � z =�yg+zf che �e un generatore del primo ideale di eliminazione. Preso il punto di coordinate(y; z) = (a; a) questo si estende a ( 1a ; a; a) 2 V (f; g) se a 6= 0 ma se a = 0 la soluzione non siestende! Il motivo �e che il coe�ciente di x si annulla per (a; a) = (0; 0). Geometricamentela soluzione �e andata all'in�nito, vedremo infatti che nel proiettivo l'eliminazione �e pi�usemplice da trattare.9.1 Teorema di estensione.(Teorema fondamentale della teoria dell'eliminazione, caso a�ne).Sia K un campo algebricamente chiuso. Sianof1 := g1(x2; : : : ; xn)xN11 + : : :...fk := gk(x2; : : : ; xn)xNk1 + : : :polinomi in K[x1; : : : ; xn] e sia I = (f1; : : : ; fk). Posto I1 := I \ K[x2; : : : ; xn], sia(a2; : : : ; an) 2 V (I1) \soluzione parziale". Se (a2; : : : ; an) =2 V (g1; : : : ; gk) allora 9 a1 2 Ktale che (a1; a2; : : : ; an) 2 V (I)DimostrazionePossiamo assumere (rinumerando eventualmente f1; : : : ; fk) che g1(a2; : : : ; an) 6= 0. Intro-duciamo delle nuove indeterminate u2; : : : ; uk e consideriamoRes(f1; u2f2 + : : :+ ukfk; x1) = Af1 +B(u2f2 + : : :+ ukfk) =X h�u�dove u� = u�22 : : : u�kk A;B 2 K[u2; : : : ; uk; x1; : : : ; xn] h� 2 K[x2; : : : ; xn]Sviluppando l'ultima uguaglianza si ottiene h� 2 I1 e quindi h�(a2; : : : ; an) = 0 8�.Sostituendo eventualmente f2 con ~f2 := f2 + xN1 f1 (N � 0) possiamo supporre cheg2(a2; : : : ; an) 6= 0 e che f2 ha grado in x1 maggiore di f3; : : : ; fn. Lavoriamo adessoin K[x1; u2; : : : ; uk] sostituendo (x2; : : : ; xn) = (a2; : : : ; an). AlloraRes(f1; u2f2 + : : :+ ukfk; x1)j(x2;:::;xn)=(a2;:::;an) = 0 (9:1)Siccome i leading term in x1 di f1 e di u2f2+: : :+ukfk non si annullano quando sostituisco(x2; : : : ; xn) = (a2; : : : ; an) posso dire che l'espressione (9.1) coincide con il risultante traf1j(x2;:::;xn)=(a2;:::;an) e u2f2 + : : : + ukfk j(x2;:::;xn)=(a2;:::;an) nell'anelloK[x1; u2; : : : ; uk] (siveda l'oss. critica 8.6). Per il teorema 8.5 ii) segue che f1 e u2f2 + : : : + ukfk inK[x1; u2; : : : ; uk] hanno a comune un fattore F di grado positivo in x1. Siccome F jf1abbiamo F 2 K[x1] e quindi F divide anche f2; : : : ; fk. Per ipotesi K �e algebricamente31



chiuso, quindi esiste a1 2 K tale che F (a1) = 0 da cui fi(a1; a2; : : : ; an) = 0 e quindi(a1; a2; : : : ; an) 2 V (I) come volevamo.Vediamo ora come utilizzare il teorema di estensione per provare il teorema degli zeridi Hilbert enunciato in 6.10.Come passo intermedio, importante di per s�e, si prova che il teorema degli zeri equivalead una versione \debole" (qui il teorema di estensione ancora non interviene). La versionedebole segue poi facilmente dal teorema di estensione.9.2 Nullstellensatz debole. Sia K un campo algebricamente chiuso e I un ideale diK[x1; : : : ; xn]. Abbiamo V (I) = ; () I = K[x1; : : : ; xn]Proposizione 9.3. Nullstellensatz() Nullstellensatz deboleDimostrazione\ =) " Sia V (I) = ;, allora per il Nullstellensatz pI = (1) da cui I = (1). Il viceversa �eevidente.\(= " Sia f 2 I(V (f1; : : : ; fs)). Vogliamo provare che esiste m tale che fm 2 (f1; : : : ; fs).Sia ~I := (f1; : : : ; fs; 1� yf) � K[x1; : : : xn; y]. A�ermo che V (~I) = ;. Se per assurdoesiste P0 := (a1; : : : ; an; y0) 2 V (~I) allora in particolare fi(a1; : : : ; an) = 0, e quindi(a1; : : : ; an) 2 V (f1; : : : ; fs) da cui f(a1; : : : ; an) = 0 Pertanto 1� yf vale 1 nel puntoP0 e questa �e una contraddizione.Per il Nullstellensatz debole segue ~I = K[x1; : : : xn; y], da cui1 =X pi(x1; : : : ; xn; y)fi + q(x1; : : : ; xn; y)(1 � yf)Sostituendo y = 1=f abbiamo 1 =X pi(x1; : : : ; xn; 1f )fiI termini della somma a secondo membro sono funzioni razionali aventi a denominatorequalche potenza di f . Raccogliendo sotto un unico denominatore si ottiene:fm =X ~pi(x1; : : : ; xn)ficome volevamo.Esercizio. Sia J = �x2 + y2 � 1; y � 1� � R[x; y]. Trovare f 2 I(V (J)) tale che f =2 J .Dimostrazione del Nullstellensatz debole 9.232



Se n = 1 il teorema �e vero perch�e K �e algebricamente chiuso, quindi ragioniamo perinduzione su n. Se V (I) = V ((f1; : : : ; fk)) = ; vogliamo provare che (f1; : : : ; fk) = (1).Possiamo assumere che fi(x1; : : : ; xn) = cixNi1 + : : :con ci 6= 0. Infatti consideriamo l'automor�smo � di K[x1; : : : ; xn] de�nito dax1 7! x1x2 7! x2 + a2x1...xn 7! xn + anx1con a2; : : : ; an da determinare (l'inversa di � si ottiene cambiando i segni precedenti da +a �. Abbiamo V (�(f1); : : : ; �(fk)) = ; perch�e �(f)(x1 ; : : : ; xn) = f(�(x1); : : : ; �(xn)) edovviamente: I = (1)() �(I) = (1)Sia �(x�) = g�(a2; : : : ; an)xP�i1 + : : : (termini di grado inferiore in x1) e quindi �(fi) =ci(a2; : : : ; an)xNi1 + : : : (termini di grado inferiore in x1). Basta quindi scegliere a2; : : : ; anin modo che ci(a2; : : : ; an) 6= 0 Adesso possiamo applicare il teorema di estensione 9.1. Sefosse V (I1) 6= ; avrei anche V (I) 6= ; che �e una contraddizione. Quindi V (I1) = ; e perl'ipotesi induttiva 1 2 I1 � I c.v.d.La dimostrazione del teorema degli zeri 6.10 �e cos�� completa.Lemma 9.4. La base di Gr�obner ridotta dell'ideale (1) �e data da f1g per ogni ordina-mento monomiale.Dimostrazione L'enunciato �e evidente dalla unicit�a della base di Gr�obner ridotta.Dal Nullstellensatz (debole) segue in particolare9.5 Algoritmo di consistenza. Siano f1; : : : ; fs 2 K[x1; : : : ; xn] conK algebricamentechiuso. Vale:Il sistema fi(x1; : : : ; xn) = 0ha una soluzione () La base di Gr�obner ridottadell'ideale (f1; : : : ; fs)non �e uguale a f1gTeorema 9.6. Sia K algebricamente chiuso. Gli ideali massimali di K[x1; : : : ; xn] sonotutti e soli quelli della forma (x1 � a1; : : : ; xn � an)Dimostrazione Abbiamo K[x1;:::;xn](x1�a1;:::;xn�an) ' K e quindi (x1 � a1; : : : ; xn � an) �e mas-simale. Viceversa sia I un ideale massimale. Dal Nullstellensatz debole 9.2 abbiamo cheesiste (a1; : : : ; an) 2 V (I). PertantoI � I(V (I)) � I(a1; : : : an) = (x1 � a1; : : : xn � an)33



e per la massimalit�a vale l'uguaglianza.Corollario 9.7. Sia K algebricamente chiuso e sia V � Kn una variet�a algebricaa�ne. Allora gli ideali massimali di K[x1; : : : ; xn]=I(V ) sono tutti e soli quelli della forma(x1 � a1; : : : ; xn � an) con (a1; : : : ; an) 2 V .Dimostrazione �E su�ciente osservare che gli ideali di K[x1; : : : ; xn]=I(V ) sono in cor-rispondenza biunivoca con gli ideali di K[x1; : : : ; xn] che contengono I(V ) e che I(V ) �(x1 � a1; : : : xn � an)() (a1; : : : ; an) 2 V .Esercizi.1. Si consideri il sistema di equazionix2 + 2y2 = 3x2 + xy + y2 = 3Se I �e l'ideale generato da queste equazioni, si trovino generatori per I \K[x] e I \K[y].Si trovino tutte le soluzioni del sistema se K = Q;R o C.2. Come nell'esercizio 1. per il sistemax2 + 2y2 = 2x2 + xy + y2 = 23. Trovare generatori per gli ideali di eliminazione I1 e I2 dove I �e l'ideale generato dax2 + y2 + z2 = 4x2 + 2y2 = 5xz = 14. Si consideri il sistema di equazioni x5 + 1x5 = yx + 1x = zSia I l'ideale in C[x; y; z] determinato da queste equazioni.a. Trovare una base per I1 � C[y; z] e provare che I2 = 0.b. Usare il teorema di estensione 9.1 per provare che ogni soluzione parziale c 2V (I2) = C estende ad una soluzione (x0; y0; c) 2 V (I).c. Quali soluzioni parziali (y; z) 2 V (I1) � R2 si estendono a soluzioni in V (I) �R3? Confrontare la risposta con quanto a�ermato dal teorema di estensione.d. Guardando z come \parametro", risolvere il sistema con x, y funzioni razionalidi z e trovare cos�� una parametrizzazione di V (I).34



5. Siano f , g 2 C[x; y]. Questo esercizio �e una guida per provare cheV (f; g) �e in�nito () f e g hanno un fattore a comune non costante in C[x; y]a. Provare che se f �e non costante allora V (f) �e in�nito (ridursi al teorema fonda-mentale dell'algebra in una variabile) .b. Provare (= utilizzando il punto a.c. Provare =) mostrando che se f e g non hanno fattori non costanti a comuneallora Res(f; g; x) e Res(f; g; y) sono entrambi non nulli.6. SiaK algebricamente chiuso e siano y1; : : : ; yk tutte le radici diRes(f; g; x) e x1; : : : ; xstutte le radici di Res(f; g; y). Provare che tutte le soluzioni del sistema ( f = 0g = 0 sonocontenute tra le (xi; yj) per i = 1; : : : s, j = 1; : : : ; k (�e su�ciente quindi eseguire unnumero �nito di veri�che per conoscere tutte le soluzioni)Teorema di chiusura 9.8 (Interpretazione geometrica dell'eliminazione).Sia V = V (I) � Kn una variet�a algebrica a�ne e sia K algebricamente chiuso. SiaKn �t�!Kn�t la proiezione sulle ultime n� t coordinate. AlloraV (It) = �t(V )Dimostrazione Intanto notiamo che �t(V ) � V (It). Infatti sia (a1; : : : ; an) 2 V equindi (at+1; : : : ; an) 2 �t(V ). Se f 2 It abbiamo f(at+1; : : : ; an) e quindi(at+1; : : : ; an) 2 V (It)Pertanto V (It) � �t(V ).Per l'inclusione opposta a�ermiamo cheI(�t(V )) � pIt (9:2)Se (9.2) �e vera allora abbiamo V (It) = V (pIt) � V (I(�t(V ))) = �t(V ) (vedi la prop. 6.6)come volevamo.Per provare (9.2) prendiamo f 2 I(�t(V )) � K[xt+1; : : : ; xn] � K[x1; : : : ; xn]. Quindise (at+1; : : : ; an) 2 �t(V ) abbiamo f(at+1; : : : ; an) = 0. Pertanto f 2 I(V ) e per ilNullstellensatz f 2 pI, cio�e 9 n tale che fn 2 I \K[xt+1; : : : ; xn] = It, cio�e f 2 pIt c.v.d.Osservazione. Per veri�care che l'ipotesi K algebricamente chiuso �e necessaria nel teo-rema di chiusura �e su�ciente considerare I = (x2+y2; 2x2+y2+1) � R[x; y]. Eliminandola x abbiamo V (I1) = f�1; 1g � R mentre �1(V ) = ;Possiamo risolvere adesso facilmente il problema di appartenenza di un elemento alradicale pI di un ideale I di K[x1; : : : ; xn].35



Teorema 9.9. Sia I = (f1; : : : ; fs) un ideale di K[x1; : : : ; xn]. Alloraf 2 pI () 1 2 (f1; : : : ; fs; 1� yf) � K[x1; : : : ; xn; y]Dimostrazione\(=" �e stata essenzialmente gi�a vista nella dimostrazione della prop. 9.3. Se abbiamo1 = P pi(x; y)fi + g(x; y)(1 � yf) ponendo y = 1f e sempli�cando i denominatori siottiene la tesi.\=)" Sia fm 2 I � ~I := (f1; : : : ; fs; 1� yf). Per de�nizione abbiamo anche 1 � yf 2 ~I.Pertanto1 = ymfm + (1� ymfm) = ymfm + (1� yf)(1 + yf + : : :+ ym�1fm�1) 2 ~Ic.v.d.Seguendo 3.3 ed il teorema 9.9 abbiamo quindi un algoritmo per decidere se f 2 pIche equivale alla inclusione V (I) � V (f).Il seguente diagramma schematizza come si possono trovare alcune soluzioni di unsistema generico di m equazioni polinomiali in n variabili (con m � n) se ad ogni passosono veri�cate le ipotesi del teorema di estensione.sistema in sistema in sistema inn variab. elim.�! (n� 1) variab. elim.�! � � � elim.�! 1 variab.??ysoluz. in soluz. in soluz. inn variab. estens. � � � � estens. � 2 variab. estens. � 1 variab.(magari numerica)10. PARAMETRIZZAZIONI,VARIET�A RAZIONALI E UNIRAZIONALIRi
essioni sulle de�nizioni di variet�a algebrica e di variet�a di�erenziabile:Una variet�a di�erenziabile nonsingolare X di dimensione k in Rn pu�o essere introdotta in uno deidue modi equivalenti:i) PARAMETRICO8x 2 X esiste un intorno aperto x 2 U � X (con la topologia indotta ), un aperto V � Rk edun'applicazione suriettiva C1 F :V ! U � Rn di rango k.ii) IMPLICITO 36



8x 2 X esiste un intorno aperto x 2 W � Rn ed una funzione C1 G:W ! Rk di rango ktale che X \W = fy 2W jG(y) = 0g.La condizione i) d�a localmente una parametrizzazione della variet�a. La condizione ii) d�a inveceequazioni implicite.L'equivalenza delle condizioni i) e ii) segue essenzialmente dal teorema della funzione implicita.Se al posto di C1 leggiamo \analitico reale" allora le condizioni i) e ii) sono ancora equivalenti ede�niscono una variet�a analitica reale.Le variet�a algebriche nascono sostituendo le funzioniC1 con le funzioni razionali (con denominatoremai nullo dove sono de�nite). La condizione ii) de�nisce allora un aperto di una variet�a algebrica a�ne.In questo caso la condizione i) implica la ii), ed il procedimento con cui si ottiene la funzione G va sottoil nome di eliminazione dei parametri.La condizione ii) non implica la i). Questo �e mostrato dal seguenteEsempio 10.1. (Le curve di Fermat). Sia C la curva di R2 data dall'equazionexn + yn � 1 = 0per n � 3. Allora non esistono funzioni razionali x = x(t), y = y(t) tali che (x(t); y(t)) 2 Cper t in un aperto di R.Supponiamo che esistano x(t) = p(t)r(t) , y(t) = q(t)r(t) come nell'enunciato con p, q, rpolinomi senza fattori comuni.Abbiamo pn(t) + qn(t) � rn(t) = 0da cui p, q, r sono primi tra loro a due a due. Derivando rispetto a t otteniamo la relazionenpn�1p0 + nqn�1q0 � nrn�1r0 = 0Le due relazioni precedenti si riassumono nella forma matriciale: p q �rp0 q0 �r0 !0BB@ pn�1qn�1rn�11CCA =  00!Quindi il vettore (pn�1; qn�1; rn�1) risulta proporzionale al vettore dato dai tre minori2�2 (a segni alterni) della matrice 2�3 precedente. Si ottengono facilmente le due relazioni����� q �rq0 �r0 ����� qn�1 = � ����� p �rp0 �r0 ����� pn�1����� q �rq0 �r0 ����� rn�1 = ����� p qp0 q0 ����� pn�137



da cui le seguenti condizioni di divisibilit�a:pn�1j ����� q �rq0 �r0 �����qn�1j ����� p �rp0 �r0 �����rn�1j ����� p qp0 q0 �����Poniamo deg p = P , deg q = Q, deg r = R.Le tre relazioni precedenti forniscono(n� 1)P � Q+R� 1(n� 1)Q � P +R� 1(n� 1)R � P +Q� 1e sommando (n � 1)(P +Q+R) � 2(P +Q +R) � 3che �e una contraddizione se n � 3.L'esempio delle curve di Fermat pu�o essere ripetuto parola per parola in ogni campoK con carK chenon divide n. Infatti la derivata di un polinomio pu�o essere de�nita formalmente in un campo qualunque.Osservazione.Se n = 2 allora x = 1� t21 + t2 y = 2t1 + t2 (10:1)�e una parametrizzazione razionale della conica x2 + y2 � 1 = 0.Se t = pq si ricava (eliminando i denominatori) che (p2 � q2; 2pq; p2 + q2) sono ternepitagoriche.Se n = 1 si trova la retta x+ y � 1 = 0 che ammette la parametrizzazionex = t y = �t+ 1Parametrizzazioni polinomialiSia F :Km ! Kn una funzione polinomiale de�nita da F = (f1; : : : ; fn) con fi poli-nomi in t1; : : : ; tm.Abbiamo cos�� una parametrizzazione polinomiale di Im F = F (Km). Il teoremaseguente mostra che si possono sempre trovare con un procedimento di eliminazione delleequazioni per la chiusura di Zariski di F (Km).38



Teorema 10.2. Sia K un campo algebricamente chiuso. Sia F = (f1; : : : ; fn):Km !Kn una funzione polinomiale. Sia I = (x1 � f1(t1; : : : ; tm); : : : ; xn � fn(t1; : : : ; tm)) �K[t1; : : : ; tm; x1; : : : ; xn] e sia Im = I \ K[x1; : : : ; xn] l'm-esimo ideale di eliminazione.Allora F (Km) = V (Im)DimostrazioneConsideriamo il diagrammaV (I) � Kn+mi% & �mKm �!F Kn (10:2)dove i(t1; : : : ; tm) := (t1; : : : ; tm; f1(t1; : : : ; tm); : : : ; fn(t1; : : : ; tm)).�E facile veri�care che i(Km) = V (I), che si dice il gra�co di F . Pertanto F (Km) =�m(i(Km)) = �m(V (I)) e quindi dal teorema di chiusura 9.8 F (Km) = V (Im) comevolevamo.Il teorema precedente �e vero se K �e un qualunque campo in�nito, anche non algebricamente chiuso (adesempio R). Naturalmente non �e possibile applicare il teorema di chiusura e quindi la dimostrazioneva modi�cata nel modo seguente. Sia K � K (chiusura algebrica). Come sopra abbiamo F (Km) =�m(V (I)) � V (Im) e quindi F (Km) � V (Im) Sia adesso VK(g1; : : : ; gs) � Kn una qualunquevariet�a tale che F (Km) � VK(g1; : : : ; gs). Quindi gi � F � 0 come polinomi in t1; : : : ; tm. Ilprincipio di identit�a dei polinomi vale su qualunque campo in�nito, quindi gi si annullano su F (Km), dacui VK (g1; : : : ; gs) � F (Km) = VK(Im) � VK(Im) (l' uguaglianza per il teorema 10.2) . QuindiVK(g1; : : : ; gs) � VK (Im)da cui VK(Im) � F (Km) come volevamo.Il teorema precedente mostra che eseguendo l'eliminazione da (x1�f1; : : : ; xn�fn) sitrova la pi�u piccola variet�a contenente F (Km). In generale F (Km) pu�o essere strettamentecontenuto nella sua chiusura (anche se K �e algebricamente chiuso). Ad esempio si prendaF :K2 ! K2 de�nita da F (x; y) = (xy; y). Im F �e uguale a fy 6= 0g [ f(0; 0)g e Im F =K2. Im F �e un tipico esempio di insieme costruibile, come vedremo nel x16.Invece con le notazioni del teorema 10.2 F (K) (corrispondente a m = 1) �e chiuso.Cio�e vale laProposizione 10.3. Sia K algebricamente chiuso. Sia F = (f1; : : : ; fn):K ! Kn unafunzione polinomiale. Sia I = (x1 � f1(t); : : : ; xn � fn(t)) � K[t; x1; : : : ; xn] . AlloraF (K) = F (K) = V (I1)Dimostrazione Seguendo la dimostrazione del teorema 10.2 abbiamo F (K) = �1(V (I)).Adesso se (x1; : : : ; xn) 2 V (I1) dal teorema 9.1 esiste t tale che (t; x1; : : : ; xn) 2 V (I) equindi (x1; : : : ; xn) 2 �1(V (I)). Pertanto V (I1) = �1(V (I)) = F (K) e quindi F (K) �echiuso. 39



Esercizio. Trovare un esempio di una parametrizzazione polinomiale F dove K non �ealgebricamente chiuso e F (K) non �e chiuso.Suggerimento: F (x) = x2 su R.Parametrizzazioni razionaliEsempio 10.4. Consideriamo x = u2v , y = v2u , z = u . Si vede subito che l'immagine diquesta parametrizzazione F (che �e de�nita per u 6= 0, v 6= 0) �e contenuta in x2y � z3 = 0Eliminando i denominatori abbiamo l'idealeI = (vx � u2; uy � v2; z � u) � K[u; v; x; y; z]Eliminando u, v si trova I2 = �z(x2y � z3)� . Pertanto in questo casoV (I2) = V (x2y � z3) [ V (z) �6= V (x2y � z3) � F (K2)Questo esempio mostra che il teorema 10.2 non pu�o essere generalizzato al caso diparametrizzazioni razionali semplicemente eliminando i denominatori.Nel caso generale abbiamo x1 = f1(t1; : : : ; tm)g1(t1; : : : ; tm)... (10:3)xn = fn(t1; : : : ; tm)gn(t1; : : : ; tm)dove fi, gi sono polinomi. In questo caso si dice che abbiamo una parametrizzazionerazionale, che �e de�nita dove gi 6= 0. Precisamente, posto W = V (g1; : : : ; gn) � Km le(10.3) de�niscono F :Km nW ! Kn (10:4)dove F = ( f1g1 : : : fngn ). Consideriamo il diagramma (analogo a (10.2))V (I) � Kn+mi% & �mKm nW �!F KnSe I := (g1x1 � f1; : : : ; gnxn � fn) allora l'esempio 10.4 mostra che pu�o esserei(Km nW ) �6= V (I)e quindi non si pu�o ripetere la costruzione del teor. 10.2.40



Per trattare questo problema l'approccio giusto sta nel de�nire g := g1g2 � � � gn econsiderare il diagrammaW = V (J) � Kn+m+1j % & �mKm nW �!F Kndove j(t1; : : : ; tm) = ( 1g(t1;:::;tm) ; t1; : : : ; tm; f1g1 ; : : : ; fngn ) e doveJ := (g1x1 � f1; : : : ; gnxn � fn; 1� gy) � K[y; t1; : : : ; tm; x1; : : : ; xn]Lemma 10.5. j(Km nW ) = V (J)Dimostrazione\�" �E ovvia dalle de�nizioni\�" Se (y; t1; : : : ; tm; x1; : : : ; xn) 2 V (J) allora abbiamo g(t1; : : : ; gm)y = 1 da cuigi(t1; : : : ; tm) 6= 0e quindi xi = figi c.v.d.Teorema 10.6. Se K �e un campo in�nito alloraF (Km nW ) = V (Jm+1)La dimostrazione �e analoga al teorema 10.2 ed all'osservazione successiva e vienelasciata come esercizio.Ovviamente F (Km nW ) pu�o essere strettamente contenuto nella sua chiusura, anchese m = 1. Si veda ad esempio le equazioni (10.1) che de�niscono tutta la circonferenzameno il punto (�1; 0).Esercizio. Sia W = V (xy) � K2 e sia F :K2 nW ! K2 de�nita da F (x; y) = ( xy2 ; yx2 ; x).Calcolare F (K2 nW ).De�nizione 10.7. Una variet�a V � Kn immagine di una parametrizzazione razionalesi dice unirazionale. Cio�e se V �e unirazionale deve esistere F come in (10.4) eF (Km nW ) = V. Vedremo che se K = C una variet�a unirazionale per cui esiste una parametrizzazionerazionale F iniettiva si dice razionale. 41



Daremo nella sezione seguente la de�nizione generale di variet�a razionale con la nozionedi applicazione razionale tra variet�a.Ogni variet�a razionale �e anche unirazionale. Pertanto l'esempio 10.1 mostra che lecurve di Fermat non sono unirazionali se n � 3 mentre sono razionali se n � 2. Un classicoteorema di L�uroth a�erma che le curve unirazionali sono razionali.Il teorema 10.6 d�a un algoritmo per trovare le equazioni di variet�a unirazionali.Nel caso di curve che ammettono una parametrizzazione razionale con un solo parametrol'algoritmo precedente pu�o essere sempli�cato. Il seguente lemma mostra in sostanza cheil fenomeno visto con l'esempio 10.4 non si pu�o ripetere nel caso di curve.Lemma 10.8. Sia K un campo in�nito. Consideriamo le equazioni xi = fi(t)gi(t) peri = 1; : : : ; n con fi; gi 2 K[t] polinomi primi tra loro. Sia W := V (g1 � � � gn) � K, siaF :K n W ! Kn data da F (t) := ( f1(t)g1(t) ; : : : ; fn(t)gn(t)), sia I = (: : : gi(t)xi � fi(t); : : :) �K[t; x1; : : : ; xn] e sia i:K ! Kn+1 de�nita da i(t) := (t; f1(t)g1(t) ; : : : ; fn(t)gn(t)). Allorai) V (I) = i(K nW )ii) F (K nW ) = V (I1)Dimostrazione Si considera il diagrammaV (I) � Kn+1i% & �1K nW �!F KnPer provare i) abbiamo che l'inclusione � �e banale. Viceversa sia (~t; ~x1; : : : ; ~xn) 2 V (I).Allora gi(~t)~xi � fi(~t) = 0 8i. Se gi(~t) = 0 allora anche fi(~t) = 0 e quindi fi, gi sarebberodivisibili per t � ~t in contrasto con l'ipotesi. Pertanto ~t =2 W e quindi si ricava ~xi = fi(~t)gi(~t) .Adesso ii) segue come nel teorema 10.2Esempio. Il folium di Cartesio.Si considera la parametrizzazione razionalex = 3t1 + t3 (10:5a)y = 3t21 + t3 (10:5b)Con la tecnica del teorema 10.8 occorre per trovare equazioni implicite eliminare la tdall'ideale �(1 + t3)x � 3t; (1 + t3)y � 3t2� (10:6)e si ottiene l'equazione x3 + y3 � 3xy = 0 (10:7)42



Per il teorema 10.8 l'equazione rappresenta la chiusura del luogo descritto dalla parametriz-zazione. Quindi F (K nW ) = V (I1)Viceversa ogni punto in C2 che soddisfa l' equazione (10.7) proviene dalla parametriz-zazione. Infatti il punto (x; y) = (0; 0) viene ottenuto per t = 0, mentre per gli altri valoridi x e y uno dei coe�cienti di t3 in (10.6) �e 6= 0 e quindi dal teorema di estensione 9.1 siha la tesi. Quindi in questo caso F (K nW ) = F (K nW ) = V (I1).Esercizio. Provare che ogni (x0; y0) 2 R2 appartenente al folium di Cartesio x3 + y3 �3xy = 0 proviene da un t0 2 R secondo la parametrizzazione (10.5).Suggerimento: R non �e algebricamente chiuso e quindi non si pu�o applicare il teorema 9.1. Postof = (1 + t3)x � 3t, g = (1 + t3)y � 3t2, possiamo supporre x0 6= 0; y0 6= 0 ed abbiamoRes(f(x0 ; y0; t); g(x0; y0; t); t) = 0. Pertanto f(x0; y0; t) e g(x0; y0; t) hanno un fattore a comuneinR[t]. Se questo fattore ha grado due allora si pu�o scrivere t3x0� 3t+ x0 = (t2 + bt+ c)(tx0 ��)e t3y0 � 3t2 + y0 = (t2 + bt+ c)(ty0 � �) da cui ��c = x0, ��c = y0, �x0 = �y0 e quindi : : :
11. MORFISMI TRA VARIET�A ALGEBRICHESiano V � Km e W � Kn due variet�a algebriche a�ni irriducibili.De�nizione 11.1. Una funzione �:V ! W si dice un mor�smo regolare (tra variet�a)se esistono polinomi f1; : : : ; fn 2 K[x1; : : : ; xm] tali che�(a1; : : : ; am) = (f1(a1; : : : ; am); : : : fn(a1; : : : ; am))per ogni (a1; : : : ; am) 2 VPossiamo scrivere � = (f1; : : : ; fn).Se W = K allora i mor�smi regolari da V a K si dicono funzioni regolari e formanoin modo naturale un anello isomorfo a K[x1;:::;xn]I(V ) che si dice anello delle coordinate di Ve si indica con K[V ]. K[V ] ha in pi�u una struttura di K-algebra con unit�a. In praticadue funzioni regolari su Kn sono uguali nel quoziente K[V ] (per V � Kn) quando hannolo stesso valore su V . Ad esempio possiamo sommare ad uno qualunque dei polinomiche de�niscono una funzione regolare su V un altro polinomio scelto tra le equazioni chede�niscono V ed otteniamo ancora la stessa funzione regolare.43



Esercizio. Siano V e W due variet�a algebriche a�ni.i) Ogni mor�smo regolare da V aW �e una funzione continua (con la topologia di Zariski)(suggerimento: provare che la retroimmagine di un chiuso �e ancora un chiuso).ii) Trovare una funzione continua tra due variet�a algebriche che non �e un mor�smo rego-lare (suggerimento: si prenda V =W = K : : :).Teorema 11.2. Sia V una variet�a irriducibile. Sia K algebricamente chiuso e siaf :V ! K tale che 8p 2 V 9 Ui aperto di V con f = gihi su Ui con gi; hi polinomi ehi(x) 6= 0 se x 2 Ui. Allora f �e una funzione regolare.Dimostrazione Per ipotesi fhi�gi = 0 su Ui e per l'irriducibilit�a segue che fhi�gi = 0su tutto V . Consideriamo l'ideale J generato dai denominatori hi e sia V = V (I) =V (f1; : : : ; fk). Per ipotesi V (I + J) = ; e quindi per il teorema degli zeri (debole) si haI + J = (1), cio�e si pu�o scrivere 1 = P qihi +P kjfj (entrambe sono somme �nite).Pertanto in K[V ] abbiamo 1 =P qihi. Segue che in K[V ]f =X qihif =X qigiche �e una funzione regolare.Osservazione. Ricordiamo che se A e B sono dueK-algebre con unit�a allora un mor�smodi K-algebre con unit�a f :A ! B �e un mor�smo di anelli tale che f(1) = 1 e tale chef(ka) = kf(a)8a 2 A; k 2 K. Quindi f(k) = f(k � 1) = kf(1) = k 8k 2 K. Pertanto imor�smi di K-algebre con unit�a da K[W ] a K[V ] possono essere identi�cati con i mor�smidi anelli che valgono l'identit�a sugli elementi di K.Proposizione 11.3. Un mor�smo regolare �:V ! W tra variet�a algebriche a�niinduce un mor�smo di K-algebre con unit�a ��:K[W ] ! K[V ] de�nito da ��(f) := f � �Questa corrispondenza �e funtoriale nel senso che�� �  � = ( � �)� (11:1a)(1V )� = 1K[V ] (11:1b)(denotiamo con 1 l'isomor�smo identit�a)Dimostrazione �� �e ben de�nita perch�e se f 2 I(W ) allora f � � 2 I(V ). Seguesubito dalla de�nizione che �� conserva somme e prodotti come anche le altre a�ermazionidell'enunciato.Proposizione 11.4. Sia w:K[W ]! K[V ] un mor�smo di K-algebre con unit�a. Alloraesiste un unico mor�smo regolare �:V !W tale che �� = w.Dimostrazione Siano y1; : : : ; yn coordinate su Kn. Pertanto [yi] 2 K[W ] e per ipotesiesistono polinomi ai(x1; : : : ; xm) tali che w([yi]) = [ai(x1; : : : ; xm)]. De�niamo � :=(a1; : : : ; an):Km ! Kn. Dobbiamo provare che �(V ) �W e che �� = w.44



Abbiamo dalla de�nizione w([yi]) = [yi � �] e siccome w �e un mor�smo di K-algebrew([y2i ]) = [y2i � �], w([y3i yj ]) = [y3i yj � �] e quindi per ogni polinomio F 2 K[y1; : : : ; yn]w([F ]) = [F � �] (11:2)Pertanto 8 g 2 I(W ) abbiamo [g � �] = w([g]) = w(0) = 0 cio�e g � � 2 I(V ). Ne segue chese c 2 V e g 2 I(W ) vale g(�(c)) = 0 e quindi �(c) 2 V (I(W )) =W , cio�e �(V ) �W comevolevamo. La formula (11.2) si interpreta allora come �� = w.Rimane da provare che � �e unico. Infatti se abbiamo  := (b1; : : : ; bn) tale che � = w = �� segue [bi] = [yi �  ] =  �[yi] = ��[yi] = [yi � �] = [ai]. Quindi bi = ai su V ,c.v.d.De�nizione 11.5. Due variet�a algebriche V eW si dicono isomorfe se esistono mor�smiregolari a:V !W e b:W ! V tali che a � b = 1W e b � a = 1V .Teorema 11.6. Due variet�a algebriche V e W sono isomorfe se e solo se le K-algebrecon unit�a K[V ] e K[W ] sono isomorfe.Dimostrazione Se a � b = 1W e b � a = 1V allora dalle (11.1) a� � b� = 1K[W ] eb� � a� = 1K[V ], pertanto a� e b� sono isomor�smi (uno inverso dell'altro). Viceversa seabbiamo w:K[W ] ! K[V ] isomor�smo con inversa v:K[V ] ! K[W ] allora dalla prop.11.4 esistono mor�smi regolari a:V ! W e b:W ! V tali che a� = w e b� = v. Pertanto(a � b)� = b� � a� = v �w = 1K[W ] = (1W )�. Dall'unicit�a nella prop. 11.4 segue a � b = 1Wed analogamente si prova b � a = 1V da cui V e W sono isomorfe.Il teorema 11.6 chiarisce il corollario 9.7 secondo cui c'�e una corrispondenza biunivocanaturale tra punti di V e ideali massimali di K[V ].Esempio. Sia C � R3 la cubica gobba (si veda l'esempio 5.6) eW = V (v�u�u2) � R2.Allora �(x; y; z) = (xy; z + x2y2) de�nisce un mor�smo regolare da C a W .Basta veri�care che �(t; t2; t3) = (t3; t3 + t6) soddisfa all'equazione di W . Infattiv � u� u2 = (t3 + t6) � t3 � (t3)2 = 0.Esercizio. Provare che a(x; y; z) = (2x2 + y2; z2 � y3 + 3xz) e b(x; y; z) = (2y + xz; 3y2)rappresentano lo stesso mor�smo regolare dalla cubica gobba C � R3 a R2.Esercizio. Provare che ogni ipersuper�cie in Kn luogo degli zeri dixn � f(x1; : : : ; xn�1)(gra�co del polinomio f) �e isomorfa a Kn�1.Esempio 11.7. Proveremo che la cubica \ellittica" C = V (y2 � x3 + x) � K2 doveK = R oppure C non �e isomorfa a K. Infatti consideriamo per assurdo un mor�smoregolare �:K ! C dato da � = (a(t); b(t)). Abbiamo b2�a3+a = 0 e quindi b2 = a(a2�1).I due fattori nel secondo membro sono primi tra loro. Quindi, decomponendo a e b in45



fattori irriducibili, tutti i fattori irriducibili distinti sia di a che di a2 � 1 devono apparirecon esponente pari. Pertanto esiste c(t) 2 K[t], primo con a, tale che c2 = a2 � 1. Inparticolare deg a = deg c. Se questo grado �e positivo derivando otteniamo 2cc0 = 2aa0 equindi a divide c0 che �e impossibile per questioni di grado. Pertanto a (e quindi anche b)deve essere un polinomio costante, che �e una contraddizione.Esempio 11.8. In questo esempio costruiremo un mor�smo regolare biunivoco tradue variet�a che non �e un isomor�smo. Sia C = V (y2 � x3) � R2. V �e una cubicarazionale cuspidata. �(x; y) := y �e un mor�smo regolare da C a R ed �e facile veri�careche �e biunivoco. Se esistesse una inversa  = (c(u); d(u)) da R a C allora avremmod(u)3 = c(u)2 8u 2 R. Possiamo supporre (eventualmente sostituendo u con u+ u0) che(c(0); d(0)) = (0; 0). Allora, postoc(u) = c1u+ c2u2 + : : :d(u) = d1u+ d2u2 + : : :abbiamo c1u2 + 2c1c2u3 + : : : = d31u3 + : : :da cui uguagliando i coe�cienti con lo stesso grado: c1 = 0, 2c1c2 = d1 e segue anched1 = 0. Consideriamo ora  �:K[C] ! K[R] = K[u]. Abbiamo visto in (11.2) che �[f ] = f(c(u); d(u)). Quindi l'immagine di  � �e costituita dai polinomi in c(u) = c2u2+: : :e d(u) = d2u2 + : : : e non pu�o contenere u (basta guardare i gradi). Ne segue che  � nonpu�o essere un isomor�smo, come volevamo.Osservazione. Se V � Kn �e una variet�a irriducibile allora da 6.12 I(V ) �e un ideale primoe quindi K[V ] = K[x1; : : : ; xn]=I(V ) �e un dominio di integrit�a. Denotiamo con K(V ) ilcampo delle frazioni di K[V ] per V variet�a irriducibile. Pertanto K(V ) = f � :�; 2K[V ];  6= 0g. Indichiamo con K(x1; : : : ; xn) il campo delle frazioni di K[x1; : : : ; xn].De�nizione 11.9. Siano V � Km e W � Kn due variet�a a�ni irriducibili. Unmor�smo razionale da V a W �e una funzione � rappresentata da�(x1; : : : ; xm) = �f1(x1; : : : ; xm)g1(x1; : : : ; xm) ; : : : ; fn(x1; : : : ; xm)gn(x1; : : : ; xm)�dove figi soddisfano a:i) 9 x 2 V tale che x =2 V (Qnj=1 gj)ii) 8x 2 V n V (Qnj=1 gj) vale �(x) 2W .� non �e una funzione da V a W nel senso usuale del termine e V n V (Qnj=1 gj) vienead essere il luogo dove � �e de�nita (luogo dove � �e regolare). Per questo motivo si indicaun mor�smo razionale da V a W con la notazione:�:V�� !W46



Due mor�smi razionali � e  da V a W si dicono uguali se esiste una sottovariet�apropria V 0 � V tale che � e  sono entrambe de�nite su V nV 0 e �(x) =  (x) 8x 2 V nV 0.(Per essere precisi dovremmo de�nire un mor�smo razionale da V a W come una classedi equivalenza tra le coppie (Z;�) con Z aperto di Zariski non vuoto in V e �:Z ! Wrappresentata da quozienti di polinomi dove (Z;�) �e equivalente a (Z 0; �0) se � = �0 suZ \ Z 0).Lemma 11.10. Siano �,  :V ��!W due mor�smi razionali rappresentati da� = �f1g1 ; : : : fn;gn �  = �h1k1 ; : : : hn;kn �Allora � =  () fiki � higi 2 I(V ) 8iDimostrazione=) Se � e  sono de�niti ed uguali su V n V 0 allora figi = hiki 8i su V n V 0. Quindifiki� higi si annullano su V nV 0, da cui V = V (fiki� higi)[ V 0 e per l'irriducibilit�adi V abbiamo V = V (fiki � higi) e pertanto fiki � higi 2 I(V )(= Poniamo V1 := V (g1; : : : ; gn) e V2 := V (k1; : : : ; kn). Siccome � e  sono de�nite inqualche punto di V abbiamo che V1 e V2 sono sottovariet�a proprie di V . V �e irriducibilee quindi anche V 0 := V1 [ V2 �e una sottovariet�a propria. Quindi � e  sono entrambede�nite su V n V 0 e per ipotesi abbiamo figi = hiki 8i su V n V 0.Lemma 11.11. Sia K algebricamente chiuso. Un mor�smo razionale de�nito su tuttoV �e un mor�smo regolare.Dimostrazione (�e analoga a quella del teor. 11.2). Sia V = V (I). Con le notazionidella de�nizione 11.9 poniamo g =Qnj=1 gj . Allora V (I + (g)) = ; e quindi (1) = I + (g)cio�e in K[V ] esiste h tale che gh = 1. Pertanto figi = fiQj 6=i gjh.Corollario 11.12. Sia K algebricamente chiuso. Una funzione razionale de�nita sututto V �e una funzione regolare.De�nizione 11.13. Dati �:V�� !W e  :W�� !Z mor�smi razionali diciamo che � � �e de�nita se esiste p 2 V tale che � �e de�nita in p e  �e de�nita in �(p).Lemma 11.14. Siano �:V��!W e  :W��!Z due mor�smi razionali tali che  ���e de�nita. Allora esiste una sottovariet�a propria V 0 � V tale chei) � �e de�nita su V n V 0 e  �e de�nita su �(V n V 0)ii)  � �:V��!Z �e un mor�smo razionale de�nito su V n V 0.Dimostrazione Sia�(x1; : : : ; xm) = �f1(x1; : : : ; xm)g1(x1; : : : ; xm) ; : : : ; fn(x1; : : : ; xm)gn(x1; : : : ; xm)� (y1; : : : ; ym) = �h1(y1; : : : ; ym)k1(y1; : : : ; ym) ; : : : ; hn(y1; : : : ; ym)kn(y1; : : : ; ym)�47



La j-esima coordinata di  � � �e hj(f1=g1;:::;fn=gn)kj(f1=g1 ;:::;fn=gn) = PjQj dove Pj , Qj 2 K[x1; : : : ; xn]sono ottenuti raccogliendo i termini dell'espressione a primo membro a denominatore co-mune. Per ipotesi esiste p 2 V tale che gi(p) 6= 0 8i e kj(f1(p)=g1(p); : : : ; fn(p)=gn(p)) 6=0 8j. Pertanto Qj(p) 6= 0. Poniamo V 0 := V (Q1; : : : ; Qm). �E immediato veri�care cheV 0 soddisfa alle condizioni dell'enunciato.Esempio. Se �:R��!R3 e  :R3��!R sono de�nite da�(t) = (t; 1t ; t2)  (x; y; z) = x+ yzx� yzallora  � � non �e de�nita.De�nizione 11.15. Un mor�smo razionale �:V��!W si dice dominante se �e de�nitosu V n V 0 e se �(V n V 0) �e denso in W (con la topologia di Zariski)La composizione di due mor�smi razionali dominanti �e ben de�nita ed �e ancora unmor�smo razionale dominante. In particolare le variet�a algebriche insieme ai mor�smirazionali dominanti costituiscono una categoria.De�nizione 11.16. Due variet�a algebriche V eW si dicono birazionalmente equivalentise esistono mor�smi razionali a:V�� !W e b:W��!V tali che a � b = 1W e b � a = 1V(come mor�smi razionali).De�nizione 11.17. Una variet�a si dice razionale se �e birazionalmente equivalente a Kn.Vedremo al termine del x16 che se K = C questa de�nizione �e equivalente all'esistenza diuna parametrizzazione razionale iniettiva.Ovviamente variet�a isomorfe sono anche birazionalmente equivalenti. L'esempio seguentemostra che non vale il viceversa.Esempio. La cubica cuspidata C = V (y2�x3) � R2 che abbiamo visto nell'esempio 11.8non essere isomorfa a R �e invece birazionalmente equivalente a R e quindi �e razionale.Infatti si possono de�nire �:C��!R dato da �(x; y) = yx e  :R�� !C data da  (u) =(u2; u3) ed �e facile veri�care che � e  sono mor�smi razionali inversi l'uno dell'altro.Classicamente lo studio delle variet�a algebriche avveniva modulo trasformazioni birazionali, seguendoil \Programma di Erlangen" di F. Klein secondo cui lo studio della geometria consiste nello studio dellepropriet�a invarianti per un gruppo di trasformazioni (quindi con l'azione del gruppo delle isometrie abbiamola geometria metrica, con l'azione delle a�nit�a abbiamo la geometria a�ne e cos�� via).La nozione algebrica corrispondente ai mor�smi razionali �e illustrata dalla seguenteProposizione 11.18. Un mor�smo razionale dominante �:V ! W tra variet�a al-gebriche a�ni induce un omomor�smo di campi ��:K(W ) ! K(V ) tale che ��jK = 1Kde�nito da ��(f) := f � �. Questa corrispondenza �e funtoriale nel senso che�� �  � = ( � �)�48



1�V = 1K(V )Dimostrazione La de�nizione di �� equivale a ��( [f ][g] ) = h f��g�� i dove [f ], [g] 2 K[Y ],[g] 6= 0. Se [g] 6= 0 allora fy 2 V jg(y) = 0g �e incluso in una sottovariet�a propria di Ve quindi siccome � �e dominante esiste x 2 V tale che g (�(x)) 6= 0. �� risulta in modonaturale un omomor�smo di campi.Proposizione 11.19. Sia w:K(W ) ! K(V ) un omomor�smo di campi tale che wjK =1K . Allora esiste un unico mor�smo razionale dominante �:V !W tale che �� = w.Dimostrazione Siano y1; : : : ; yn coordinate su Kn. Pertanto [yi] 2 K[W ] e per ipotesiesistono polinomi fi(x1; : : : ; xm); gi(x1; : : : ; xm) tali che w([yi]) = [fi ][gi ] . De�niamo � :=( f1g1 ; : : : fngn ) che �e un mor�smo razionale da V a W . A�ermiamo che � �e dominante, infattise l'immagine di � fosse contenuta in una sottovariet�a propria di W allora esisterebbequalche F 2 K[W ] tale che F ( f1g1 ; : : : fngn ) = 0. Pertanto avremmo F (w[y1]; : : : ; w[yn]) = 0e siccome w �e un omomor�smo tale che wjK = 1K vale w (F (y1; : : : ; yn)) = 0. Ogniomomor�smo tra campi �e iniettivo e quindi F (y1; : : : ; yn) = 0 in K(W ).Quindi possiamo scrivere w([f ]=[g]) = [f � �]=[g � �] da cui segue �� = w ed �e facileveri�care analogamente alla dimostrazione di 11.4 che � �e unica.Teorema 11.20. Due variet�a algebriche V e W sono birazionalmente equivalenti se esolo se i due campi K(V ) e K(W ) sono due estensioni isomorfe di K.Dimostrazione La dimostrazione �e formalmente analoga a quella del teorema 11.6.12. IDEALI OMOGENEI E VARIET�A PROIETTIVEConsideriamo lo spazio proiettivo Pn(K) sul campo K con coordinate omogenee(x0; : : : ; xn). Se f(x0; : : : ; xn) = f(x) �e un polinomio qualunque non �e possibile de�nireil luogo degli zeri fx 2 Pn(K)jf(x) = 0g. Invece se f �e un polinomio omogeneo, cio�ese tutti i suoi termini hanno lo stesso grado allora posto d = deg f vale la relazionef(�x0; �x1; : : : ; �xn) = �df(x0; x1; : : : ; xn). Pertanto f(�x) = 0 se e solo se f(x) = 0.Quindi �e ben de�nito in Pn(K) il luogo degli zeri di un polinomio omogeneo. Abbiamo la:De�nizione 12.1. Se f �e un polinomio omogeneo in K[x0; : : : ; xn] alloraV (f) = fx 2 Pn(K)jf(x) = 0gsi dice una ipersuper�cie proiettiva.De�nizione 12.2. Se f1; : : : fp sono polinomi omogenei in K[x0; : : : ; xn] alloraV (f1; : : : fp) = fx 2 Pn(K)jf1(x) = : : : = fp(x) = 0g49



si dice una variet�a (algebrica) proiettiva.Notiamo che ogni polinomio �e somma delle sue componenti omogenee, cio�e se f 2K[x0; : : : ; xn] abbiamo f =Pdi=0 dove fi �e omogeneo di grado d.Vediamo adesso che in termini algebrici le variet�a proiettive corrispondono agli idealiomogenei di K[x0; : : : ; xn].De�nizione 12.3. Un ideale I di K[x0; : : : ; xn] si dice omogeneo se �e generato dapolinomi omogenei.Lemma 12.4. Sia I un idealeI �e omogeneo() se g 2 I anche le sue componenti omogenee gi 2 I 8i. Dimostrazione=) Siano ff1; : : : ; fpg generatori omogenei di I. Allora esistono aj 2 K[x0; : : : ; xn] taliche g =X gi =X ajfj (12:1)Posto aj =Pajk (componenti omogenee), sostituiamo queste espressioni in (12.1) edotteniamoPgi =P ajkfj . Eguagliando tra loro i termini di ogni grado si ottiene cheogni gi �e combinazione dei fj .(= Basta prendere le componenti omogenee di un insieme di generatori e si ottiene ancoraun insieme di generatori.Conviene guardare in questo contesto a S = K[x0; : : : ; xn] come ad un anello graduato,cio�e posto Sd = ff 2 Sjdeg f = dg si ha S = �d�0Sd (somma diretta di spazi vettoriali)con la struttura moltiplicativa che soddisfa a Sd � Sd0 � Sd+d0. Allora il lemma 12.4 sitraduce nel fatto che I �e omogeneo se e solo se I = �d�0(I \ Sd).Se I �e un ideale omogeneo generato da f1; : : : ; fp allora V (I) = V (f1; : : : ; fp) � Pn(K)�e una variet�a proiettiva ed ogni variet�a proiettiva ha questa forma. Precisamente si pu�ode�nire V (I) = fx 2 Pnjf(x) = 0 8f omogeneo 2 IgAnalogamente a quanto visto nel caso a�ne, le variet�a proiettive sono gli insiemi chiusiper la topologia di Zariski su Pn(K) (la dimostrazione che soddisfano agli assiomi per gliinsiemi chiusi �e analoga a quella vista nella x6).Pn(K) �e ricoperto da n+1 aperti a�ni standard Ui := fx 2 Pnjxi 6= 0g ciascuno deiquali �e isomorfo a Kn. Se V = V (f1; : : : ; fp) �e una variet�a proiettiva allora V \ Ui �e lavariet�a a�ne V (g1; : : : ; gp) � Ui dove gj(y0; : : : ; ŷi; : : : ; yn) = fj (y0; : : : ; 1; : : : ; yn)50



Proposizione 12.5. Se I �e un ideale omogeneo allora pI �e un ideale omogeneo.Dimostrazione Sia f un elemento di pI. Per il lemma 12.4 �e su�ciente provare chetutte le sue componenti omogenee appartengono ancora a pI.Infatti sia f = P fi e sia fmax la componente omogenea di grado massimo. Abbi-amo per de�nizione che 9 n tale che fn 2 I. Siccome I �e omogeneo per il lemma 12.4(fn)max 2 I. �E facile veri�care che (fn)max = (fmax)n e quindi fmax 2 pI. Si pu�oripetere il ragionamento per f � fmax provando cos�� che tutte le componenti omogenee dif appartengono a pI.Se V = V (I) � Pn(K) �e una variet�a proiettiva allora �e de�nito il cono a�ne CV =fx 2 Kn+1jf(x) = 0 8f 2 Ig. CV �e un cono per l'origine perch�e se x 2 CV allora�x 2 CV 8� 2 K. In particolare CV �e un insieme �nito se e solo se CV coincide conl'origine. Questo pu�o essere espresso nel modo seguente:V � Pn(K) �e vuota() CV �e �nito (12:2)Se V �e una variet�a proiettiva alloraI(V ) := ff 2 K[x0; : : : ; xn]jf(a0; : : : ; an) = 0 8 n-pla di coord. omogenee (a0; : : : ; an) 2 V gLemma 12.6. Se K �e un campo in�nito e V � Pn(K) �e una variet�a proiettiva alloraI(V ) �e un ideale omogeneo.Dimostrazione Sia f 2 I(V ). Allora per ogni (a0; : : : ; an) 2 V e per ogni � 2 Kabbiamo f(�a0; : : : ; �an) = 0. Se f =P fi (decomposizione nelle componenti omogenee)l'equazione precedente diventa P�ifi(a0; : : : ; an) = 0 8� 2 K. Dal principio di identit�adei polinomi segue fi(a0; : : : ; an) = 0 8i e quindi fi 2 I(V ) c.v.d.Se V � Pn(K) �e una variet�a proiettiva, l'anello graduato K[x0; : : : ; xn]=I(V ) si dicel'anello delle coordinate omogeneo di V .Nella parte restante di questa sezione studieremo le relazioni tra ideali omogenei evariet�a proiettive. Occorre osservare subito che il Nullstellensatz debole non si estendeparola per parola al caso proiettivo. Infatti K[x0; : : : ; xn] contiene l'ideale massimaleomogeneo M = (x0; : : : ; xn) per cui V (M) = ; (mentre per il Nullstellensatz debolea�ne se I 6= K[x0; : : : ; xn] allora V (I) 6= ;). Considerazioni analoghe possono essere fatteper il Nullstellensatz forte. Fortunatamente i casi patologici sono tutti della stessa naturadi questo. L'ideale M assume un ruolo speciale nella teoria delle variet�a proiettive ed �echiamato col nome di ideale massimale irrilevante.Queste considerazioni portano a denotare con simboli diversi gli ideali associati avariet�a proiettive o a�ni. Quando non �e chiaro dal contesto scriviamo Va(I) per denotarela variet�a a�ne associata a I e Ia(V ) per denotare l'ideale (generalmente non omogeneo)associato alla variet�a a�ne V . Notiamo che se I �e omogeneo allora Va(I) = CV (cono).Si ricava la seguente versione proiettiva del Nullstellensatz debole:51



Teorema 12.7. (Nullstellensatz debole proiettivo). Sia V (I) � Pn(K) una variet�aproiettiva con K algebricamente chiuso. AlloraV (I) = ; () 9 r : (x0; : : : ; xn)r =Mr � IDimostrazione=) Per ipotesi Va(I) = CV coincide con l'origine O. Quindi per il Nullstellensatz fortea�ne pI = Ia(Va(I)) = Ia(O) =M. In particolare esiste N tale che xNi 2 I 8i equindiMN(n+1) � I.(= Per ipotesi xri 2 I, quindi CV = Va(I) coincide con l'origine e pertanto V (I) = ;Teorema 12.8. (Nullstellensatz proiettivo) Sia I un ideale omogeneo in K[x0; : : : ; xn]con K algebricamente chiuso. Se Pn(K) � V (I) 6= ; alloraI(V (I)) = pIDimostrazione A�ermiamo che Ia(Va(I)) = I(V (I)). Infatti se f 2 Ia(Va(I)) e x 2V (I) allora ogni espressione di x in coordinate omogenee appartiene a Va(I) e quindi fsi annulla su tutte le coordinate omogenee di x. Pertanto f 2 I(V (I)). Viceversa siaf 2 I(V (I)). Se 0 6= x 2 Va(I) allora x d�a coordinate omogenee per un punto di V (I)e quindi f(x) = 0. Rimane da provare che f si annulla nell'origine. Siccome I(V (I)) �eomogeneo, la componente di f di grado zero f0 deve appartenere ancora a I(V (I)) e quindif0 si deve annullare su V (I). Per ipotesi V (I) 6= ; e quindi f0 = 0.Quindi usando la versione a�ne 6.10 abbiamo pI = Ia(Va(I)) = I(V (I)), c.v.d.Osservazione. Il lettore interessato pu�o ripercorrere i passi dell'algoritmo di divisionee veri�care che quando si divide un polinomio omogeneo f per dei polinomi omogeneif1; : : : ; fr si ottiene f =P aifi + r dove i quozienti ai ed il resto r sono ancora polinomiomogenei. In particolare se r 6= 0 allora deg r = deg f . Se f e g sono omogenei allora laS-coppia S(f; g) �e omogenea. Analizzando l'algoritmo di Buchberger, segue che un idealeomogeneo ha una base di base di Groebner formata da polinomi omogenei.Esercizio. Sia I un ideale omogeneo in K[x0; : : : ; xn]. Provare che I �e primo se e solo seV (I) � Pn �e irriducibile.Vediamo adesso la relazione tra una variet�a a�ne e la sua chiusura proiettiva. Lospazio a�ne Kn con coordinate (x1; : : : ; xn) pu�o essere completato con un \iperpianoall'1" ed immerso come aperto in Pn(K) con coordinate omogenee (x0; : : : ; xn)De�nizione 12.9. Sia g un polinomio in K[x1; : : : ; xn] di grado d. Alloragh := xd0g(x1x0 ; : : : ; xnx0 )�e un polinomio omogeneo in K[x0; : : : ; xn] ancora di grado d che si dice l'omogeneizzatodi g.Esempio. Se g = x1 + x2x3 + 5x22x3 allora gh = x20x1 + x0x2x3 + 5x22x3.Lemma 12.10. 52



i) gh(1; x1; : : : ; xn) = g(x1; : : : ; xn) cio�e deomogeneizzando si riottiene gii) Sia F (x0; : : : ; xn) un polinomio omogeneo e sia xe0 la massima potenza di x0 che divideF . Se f = F (1; x1; : : : ; xn) �e la deomogeneizzazione di F allora F = xe0 � fh.iii) (gh)m = (gm)h per ogni m 2 N.Dimostrazione i) e iii) sono evidenti dalle de�nizioni. Per provare ii) osserviamo chef ha grado d� e e quindi fh = xd�e0 F (1; x1x0 ; : : : ; xnx0 ) = x�e0 F (x0; x1; : : : ; xn).De�nizione 12.11. Sia I un ideale in K[x1; : : : ; xn]. De�niamoIh :=< fhjf 2 I >� K[x0; : : : ; xn]Ih �e un ideale omogeneo.Osservazione. Se f1; : : : ; fp generano I allora pu�o essere �fh1 ; : : : ; fhp � � 6= Ih. Ad esempioconsideriamo I(C) = (f1; f2) = (x2�x21; x3�x31) � R[x1; x2; x3] ideale della cubica gobba(si veda l'esempio 5.6). Allora (fh1 ; fh2 ) = (x2x0 �x21; x3x20 �x31). Abbiamo (f2 � x1f1)h =(x3 � x1x2)h = x0x3 � x1x2 2 Ih ma l'ultimo polinomio non �e combinazione di fh1 e fh2(basta guardare i gradi).Teorema 12.12. Sia I un ideale di K[x1; : : : ; xn] e sia G = fg1; : : : ; gsg una base diGr�obner di I rispetto ad un ordine monomiale graduato. Allora Gh = fgh1 ; : : : ; ghs g generaIh. Dimostrazione Proveremo l'enunciato pi�u forte che Gh �e una base di Gr�obner per Ihrispetto ad un conveniente ordine monomiale inK[x0; : : : ; xn] che andiamo a de�nire. Ognimonomio in K[x0; : : : ; xn] si pu�o scrivere come x�11 : : : x�nn xd0 = x�xd0. Allora possiamoestendere l'ordine graduato > ad un ordine >h in K[x0; : : : ; xn] dato dax�xd0 >h x�xe0 () x� > x�oppure x� = x�e d > e�E facile veri�care che >h �e un ordine monomiale e che LM>h(fh) = LM>(f) 8f 2K[x1; : : : ; xn] (infatti x0 �e minore rispetto a >h di qualunque polinomio in x1; : : : ; xn equindi LM>h(fh) non contiene x0 ed �e un monomio che appariva gi�a in f).Dobbiamo provare che < LT>h(Ih) > �e generato da LT>h(Gh). Infatti sia F 2 Ih.Abbiamo F =P ajfhj con fj 2 I. Alloraf := F (1; x1; : : : ; an) =X a0jfhj (1; x1; : : : ; xn) =X a0jfj 2 I(l'ultima uguaglianza per il lemma 12.10) Adesso sempre dal lemma 12.10 abbiamo F =xe0 � fh e quindi LM>h(F ) = xe0 � LM>h(fh) = xe0 � LM>(f)Siccome G �e una base di Gr�obner per I LM>(f) �e un multiplo di qualche LM>(gi) =LM>h(ghi ) e quindi anche LM>h(F ) �e un multiplo di qualche LM>h(ghi ) c.v.d.Confrontando il teorema 12.12 con l'osservazione che lo precede e con l'esempio 5.4 illettore pu�o notare che (x2 � x21; x3 � x31) �e una base di Gr�obner per l'ideale della cubicagobba I(C) con LEX ma non pu�o esserlo per un ordine graduato.I comandi di CoCoA relativi all'omogeneizzazione sono Homog(x; F ) dove F �e un polinomio eHomog(x; I) dove I �e un ideale (quest'ultimo comando �e basato sul teor. 12.12).53



De�nizione 12.13. Se W � Kn allora la chiusura proiettiva W �e la chiusura di Wnella topologia di Zariski di Pn(K).Teorema 12.14. Sia W � Kn una variet�a a�ne. AlloraW = V (Ia(W )h)Dimostrazione� Proviamo che W � V (Ia(W )h). Infatti se x 2 W e f 2 Ia(W ) abbiamo f(x) = 0 dacui fh(x) = 0 e quindi tutti i polinomi di Ia(W )h si annullano su x. La tesi segueprendendo la chiusura di ambo i membri.� Sia W = V (F1; : : : ; Fs). Ogni Fi si annulla su W e quindi fi = Fi(1; x1; : : : ; xn) siannulla su W . Pertanto fi 2 Ia(W ) da cui fhi 2 Ia(W )h. Abbiamo Fi = (vedi 12.10)xei0 fhi 2 Ia(W )h e quindi (F1; : : : ; Fs) � Ia(W )h e prendendo V di ambo i membri siha la tesi.Teorema 12.15. Sia K un campo algebricamente chiuso e sia I � K[x1; : : : ; xn] unideale. Allora Va(I) = V (Ih) � Pn(K)Dimostrazione� Va(I) � (dall'analoga inclusione del teorema precedente) V (Ia(Va(I))h) = (dal Null-stellensatz) V ((pI)h) � V (Ih)� Sia Va(I) = V (F1; : : : ; Fs). Come nell'analoga inclusione del teorema precedenteabbiamo (F1; : : : ; Fs) � Ia(Va(I))h. Per il Nullstellensatz l'ultimo ideale �e uguale a(pI)h ed �e facile veri�care che a sua volta questo ideale �e incluso inpIh (occorre usareil lemma 12.10 iii). Pertanto (F1; : : : ; Fs) � pIh e prendendo V di ambo i membri siottiene Va(I) � V (pIh) = V (Ih) c.v.d.Dai teoremi 12.15 e 12.12 si ottiene l'algoritmo per calcolare la chiusura proiettiva diuna variet�a a�ne su un campo algebricamente chiuso. Si procede nel modo seguente:Se W = V (I) �e una variet�a a�ne si calcola una base di Gr�obner G di I rispetto adun ordine graduato. Allora W �e de�nita in Pn(K) da Gh.Osservazione. Il teorema 12.15 �e falso su R. Ad esempio se I = (x21 + x42) � R[x; y]allora Va(I) � R2 consiste solo dell'origine e quindi la sua chiusura proiettiva �e data dalpunto di coordinate omogenee (1; 0; 0) � P2(R). D'altronde V (Ih) = V (x20x21 + x42) =(1; 0; 0) [ (0; 1; 0).12.16 Algoritmo di consistenza nel proiettivo. Sia �ssato un ordine monomiale.Sia I un ideale omogeneo in K[x0; : : : ; xn] e sia K algebricamente chiuso. ValeV (I) = ; , 8i 9ni j xnii 2 LT (I)Dimostrazione) Per il teorema 12.7 9r tale cheMr � I e quindi 8i xri 2 I da cui xri 0LT (xri ) 2 LT (I).54



( Posto N = maxfnig abbiamo MN(n+1) � I e quindi tutti i monomi di grado �N(n+1) appartengono a LT (I) e S = fx�jx� =2 LT (I)g �e un insieme �nito di monomi.De�niamo SK come lo spazio vettoriale su K formato dalle combinazioni lineari deglielementi di S a coe�cienti in K. Quindi SK �e un sottospazio di K[x0; : : : ; xn] didimensione �nita. De�niamo adesso l'applicazione�:K[x0; : : : ; xn]=I ! SK�(f) := fmodI� �e ben de�nita perch�e se f�f 0 2 I allora (f�f 0) mod I = 0 (corollario 2.13). Inoltredal teorema 2.11 segue che se r �e il resto della divisione di f per una base di Gr�obnerdi I e r0 �e il resto di f 0 allora r + r0 �e il resto di f + f 0. Quindi � �e un'applicazionelineare. � �e iniettiva perch�e se (f � f 0) mod I = 0 allora f � f 0 2 I (ancora per ilcorolario 2.13). Pertanto K[x0; : : : ; xn]=I �e isomorfo ad un sottospazio di SK ed haanch'esso dimensione �nita. Pertanto considerando le classi modulo I[1]; [xi]; [x2i ]; : : :queste devono essere linearmente dipendenti, cio�e devono esistere delle costanti cj 2 K,cj 6= 0 tali che P cjxdji 2 I. Siccome I �e omogeneo segue che xdii 2 I per qualche di.Quindi CV = Va(I) �e contenuto nell'origine ed abbiamo V (I) = ;.L'algoritmo precedente pu�o essere pensato come una versione costruttiva del Nullstel-lensatz debole proiettivo (teor. 12.7). Infatti i generatori di LT (I) possono essere calcolatifacilmente da una base di Gr�obner di I.Dato un ideale omogeneo I � K[x0; : : : ; xn], con CoCoA si pu�o veri�care se la variet�a V (I) � Pn�e vuota con il comando LeadingTerm(I) che fornisce una base minimale per LT (I).De�nizione 12.17. Un mor�smo razionale tra due variet�a proiettive irriducibiliX � Pne Y � Pm �e un mor�smo razionale tra due convenienti parti a�ni X \Kn e Y \Km.I mor�smi razionali sono espressi in coordinate da polinomi omogenei tutti dello stessogrado.Spieghiamo nei dettagli questa a�ermazione. In un conveniente sistema di coordinateabbiamo (z1; : : : ; zn) coordinate su Kn e (x0; : : : ; xn) coordinate omogenee su Pn � X.Analogamente siano (w1; : : : ; wm) coordinate su Km e (y0; : : : ; ym) coordinate omogeneesu Pm � Y . Allora un mor�smo razionale f da X a Y si esprime in coordinate come�f1(z1; : : : ; zn)g1(z1; : : : ; zn) ; : : : ; fm(z1; : : : ; zn)gm(z1; : : : ; zn)� =  f1(x1x0 ; : : : ; xnx0 )g1(x1x0 ; : : : ; xnx0 ) ; : : : ; fm(x1x0 ; : : : ; xnx0 )gm(x1x0 ; : : : ; xnx0 )! ==  ~f1(x0; : : : ; xn)~g1(x0; : : : ; xn) ; : : : ; fm(x0; : : : ; xn)gm(x0; : : : ; xn)!55



dove deg ~fi = deg ~gi. Riducendo a denominatore comune si ha�h1(x0; : : : ; xn)g(x0; : : : ; xn) ; : : : ; hm(x0; : : : ; xn)g(x0; : : : ; xn) �con deg hi = deg g e passando a coordinate omogenee l'ultima espressione diventa(g(x0; : : : ; xn); h1(x0; : : : ; xn); : : : ; hm(x0; : : : ; xn))L'ultima espressione �e infatti formata da polinomi omogenei tutti dello stesso grado.Esempio. �:P2 � � ! P2 de�nito da �(x0; x1; x2) = (x1x2; x0x2; x0x1) �e un mor�smorazionale de�nito su tutto P2 escluso i tre punti di coordinate (1; 0; 0), (0; 1; 0), (0; 0; 1). �Einteressante veri�care che �2(x0; x1; x2) = x0x1x2(x0; x1; x2) e quindi � �e un mor�smobirazionale tale che ��1 = �. Una rappresentazione equivalente di � �e la seguente:�(x0; x1; x2) = ( 1x0 ; 1x1 ; 1x2 ). � �e un esempio di trasformazione quadratica, cio�e pu�o es-sere rappresentata da polinomi di grado 2. Un teorema classico di Cremona a�erma che ilgruppo dei mor�smi birazionali di P2 �e generato dalle trasformazioni quadratiche.Esempio 12.18(la proiezione da un punto). Se P 2 Pn ha coordinate (0; : : : ; 0; 1)allora la proiezione da P sull'iperpiano Pn�1 de�nito da xn = 0 �e data da�P :Pn n P ! Pn�1�P (x0; : : : ; xn) = (x0; : : : ; xn�1)La proiezione da P pu�o essere considerata come mor�smo razionale �P :Pn ��! Pn�1.De�nizione 12.19. Siano X � Pn e Y � Pm due variet�a proiettive. Una fun-zione f :X ! Y si dice un mor�smo regolare in x0 2 X se esiste un intorno apertoU di x0 e polinomi omogenei f0; : : : ; fm dello stesso grado tali che 8x 2 U abbiamo(f0(x); : : : ; fm(x)) = f(x)In particolare deve esistere j tale che fj(x0) 6= 0.De�nizione 12.20. Una funzione f :X ! Y si dice un mor�smo regolare se �e regolare8x 2 X.In particolare un mor�smo razionale pu�o essere visto come un mor�smo regolare inalmeno un punto (e quindi in un aperto). Un mor�smo razionale regolare in tutti i punti�e un mor�smo regolare.Osservazione importante. Una collezione di polinomi omogenei tutti dello stesso gradof0; : : : ; fm con fi 2 K[x0; : : : ; xn] che non si annullano contemporaneamente su X � Pnde�nisce un mor�smo regolare da X a Pm. Esistono per�o mor�smi regolari che non sipossono de�nire in questo modo (si veda l'esempio seguente).Esempio 12.21. Sia X �e la conica in P2 de�nita da x2 + y2 � z2 ((x; y; z) coordinateomogenee) allora la proiezione stereogra�ca p:X ! P1 �e de�nita su X n f(0; 1; 1)g da56



p(x; y; z) = (x; y � z) mentre �e de�nita su X n f(0; 1;�1)g da p(x; y; z) = (y + z;�x). Illettore dovrebbe veri�care che la de�nizione �e ben posta nell'intersezione.Analogamente al caso a�ne, possiamo de�nire due variet�a proiettive V e W isomorfese esistono due mor�smi regolari f :V !W e g:W ! V tali che f � g = 1W e g � f = 1V .L'isomor�smo di K-algebre K[V ] ' K[W ] �e equivalente all'isomor�smo tra i coni a�niCV e CW , che a sua volta implica che V e W sono isomorfe. Non vale per�o il viceversa,ad esempio una conica nonsingolare ed una retta (proiettive) sono isomorfe ma i loro conia�ni non lo sono. Pertanto il teorema 11.6 non si estende al caso proiettivo.L'isomor�smo tra K-algebre graduate K[V ] e K[W ] �e equivalente ad un fatto molto pi�u forte,vale a dire che esiste �:Pn ! Pn proiettivit�a tale che �(V ) = W . Due variet�a si�atte si diconoproiettivamente isomorfe.Se V �e una variet�a proiettiva, si pu�o de�nire K(V ) campo delle frazioni graduato diK[V ], che contiene solo elementi del tipo [f ][g] con deg f = deg g. Gli elementi di K(V ) sipossono identi�care con i mor�smi razionali V ��! K od anche con i mor�smi razionaliV � � ! P1. Vale che K(V ) �e isomorfo al campo delle funzioni di una sua parte a�ne,cio�e a K(V \Kn). In particolare V eW variet�a proiettive sono birazionalmente equivalentise e solo se K(V ) ' K(W ) come estensioni di K (in analogia con il teorema 11.20).13. CURVE PIANEStudiamo brevemente le variet�a date da una singola equazione inK2 (curve piane a�ni) o inP 2(K) (curve piane proiettive). In questo paragrafo supporremo sempreK algebricamentechiuso. Questo per ilLemma 13.1. Sia f 2 K[x; y] e sia C = V (f) � K2 una curva piana a�ne. Se K �ealgebricamente chiuso allora C consiste di in�niti punti.Dimostrazione Ricordiamo che ogni campo algebricamente chiuso K ha in�niti ele-menti. (infatti se K = fk1; : : : kpg il polinomio p(x) = Qpi=1(x � ki) + 1 non avrebbe radici inK .) Se f dipende solo da x allora per ogni radice x0 di f tutti i punti (x0; y) 8y 2 Kappartengono a C. Se f ha grado positivo in y allora 8x0 2 K l'equazione f(x0 ; y) = 0 haalmeno una soluzione e quindi esistono in�niti punti su C.Esempio. Se f = x2 + y2 2 R[x; y] allora V (f) � R2 consiste di un solo punto. Quindil'ipotesi che K sia algebricamente chiuso �e necessaria nel lemma 13.1.Proposizione 13.2. Sia f 2 K[x; y] e sia C = V (f) � K2 una curva a�ne. AlloraV (fh) � P2(K) �e la chiusura proiettiva di C.Dimostrazione Dalla de�nizione segue che se I = (f) allora Ih = (fh). La tesi segueallora dal teorema 12.15 . 57



Lemma 13.3. Sia f 2 K[x; y]. V (f) � K2 �e irriducibile se e solo se f �e irriducibile.Dimostrazione Per il teorema 6.12 V (f) �e irriducibile se e solo se I(V (f)) �e primo. Peril teorema degli zeri di Hilbert 6.10 I(V (f)) =p(f). Se f = fa11 � � � fakk �e la decomposizionedi f in polinomi irriducibili segue facilmente che p(f) = (f1 � � � fk). Quindi V (f) �eirriducibile se e solo se (f1 � � � fk) �e primo. Abbiamo che (f1 � � � fk) �e primo se solo sef1 � � � fk �e irriducibile, cio�e se e solo se f �e irriducibile da cui la tesi.Se f = fa11 � � � fakk �e la decomposizione di f in fattori irriducibili allora V (f) �e unionedelle sue componenti irriducibili V (fi). Se poniamofrid := f1 � � � fkallora evidentemente V (f) = V (frid) e p(f) = (frid).De�nizione 13.4. Un polinomio f si dice ridotto se f = frid cio�e se f �e irriducibileoppure contiene i suoi fattori irriducibili con molteplicit�a 1.Lemma 13.5. Sia f 2 K[x1; : : : ; xn] e sia car K = 0. Allorafrid = fMCD(f; fx1 ; : : : ; fxn)Dimostrazione Sia f = fa11 � � � fakk la decomposizione di f in fattori irriducibili. �Esu�ciente provare che MCD(f; fx1 ; : : : ; fxn) = fa1�11 � � � fak�1kAbbiamofxi = kXj=1 aj @fj@xi fa11 � � � faj�1j � � � fakk = fa1�11 � � � fak�1k kXj=1 aj @fj@xi f1 � � � f̂k � � � fk (13:1)Quindi fa1�11 � � � fak�1k divide f e tutte le sue derivate prime fxi . �E facile veri�care da(13.1) che 8j fajj non divide tutte le derivate prime di f e quindi segue la tesi.Nel resto di questo paragrafo consideriamo sempre curve C = V (f) con f polinomioridotto. Il lemma 13.5 mostra che possiamo sempre ricondurci a questo caso (almeno secar K = 0)Lemma 13.6. Sia f 2 K[x; y] di grado totale d. Allora l'intersezione di V (f) con unaretta che non �e una sua componente irriducibile consiste al pi�u di d punti.Dimostrazione La retta pu�o essere parametrizzata da x = x0 + at, y = y0 + bt.Sostituendo abbiamo l'equazione f(x0 + at; y0 + bt) = 0 che �e un polinomio non nullo digrado � d nella variabile t e quindi ha al pi�u d radici.58



De�nizione 13.7. Sia P = (x0; y0) un punto di intersezione tra una retta L ed unacurva C = V (f) � K2. Sia L parametrizzata da x = x0 + at, y = y0 + bt, (in modoche P corrisponde al valore t = 0). La molteplicit�a della radice t = 0 del polinomiop(t) = f(x0 + at; y0 + bt) si dice molteplicit�a di intersezione di L e C nel punto P .Studiamo ora come varia la molteplicit�a di intersezione tra una curva C ed una rettaL in un punto P 2 C al variare di L tra le rette passanti per P . Se P = (x0; y0) abbiamoche f(x0; y0) = 0 e L �e parametrizzata da x = x0+ at, y = y0+ bt al variare di (a; b) 2 P1.Consideriamo lo sviluppo di Taylorf(x0+at; y0+bt) = f(x0; y0)+[fx(x0; y0)a + fy(x0; y0)b] t+: : : (termini di grado superiore in t)(13:2)Ne segue chei) Se fx(x0; y0) = fy(x0; y0) = 0 allora tutte le rette per P hanno molteplicit�a di inter-sezione � 2 con C in P .ii) Se (fx(x0; y0); fy(x0; y0)) 6= (0; 0) allora la molteplicit�a di intersezione della retta L �e1 se [fx(x0; y0)a + fy(x0; y0)b] 6= 0 mentre �e � 2 se [fx(x0; y0)a+ fy(x0; y0)b] = 0.Notiamo che l'equazione [fx(x0; y0)a + fy(x0; y0)b] = 0 �e risolta da a = fy(x0; y0) eb = �fx(x0; y0). Eliminando il parametro la retta corrispondente ha equazionefx(x0; y0)(x � x0) + fy(x0; y0)(y � y0) = 0Questa osservazione motiva le seguentiDe�nizione 13.8. Un punto P 2 C = V (f) curva piana a�ne si dice singolare sefx(P ) = fy(P ) = 0. Altrimenti P si dice nonsingolare. Una curva si dice nonsingolare (oliscia) se tutti i suoi punti sono nonsingolari.De�nizione 13.9. In un punto P = (x0; y0) 2 C = V (f) nonsingolare la retta diequazione fx(x0; y0)(x � x0) + fy(x0; y0)(y � y0) = 0si dice la retta tangente.Algoritmo per la nonsingolarit�a di una curva. Sia K algebricamente chiuso. Unacurva C = V (f) �e nonsingolare se e solo se V (f; fx; fy) = ;, ovvero (dal teorema deglizeri di Hilbert) se e solo se (f; fx; fy) = (1). Quest'ultima condizione pu�o essere veri�catacalcolando una base di Gr�obner dell'ideale (f; fx; fy).De�nizione 13.10. Un punto p 2 V (f) si dice di molteplicit�a r se tutte le derivateparziali di f di ordine � r � 1 si annullano in P e se esiste una derivata parziale di ordiner non nulla in P . Un punto di molteplicit�a 2; 3; : : : si dice anche doppio, triplo, : : :.I punti nonsingolari corrispondono ai punti di molteplicit�a 1. Calcolando i terminisuccessivi dello sviluppo di Taylor (13.2), otteniamo che in un punto P di molteplicit�a r59



tutte le rette per P incontrano C con molteplicit�a di intersezione in P = r escluso unnumero �nito, dato dalle soluzioni in (a; b) dirXi=0 �ri� @f@r�ix@iy (P )ar�ibi = 0 (13:3)Le rette appena menzionate possono essere considerate come rette tangenti in P .De�nizione 13.11. Un punto singolare di molteplicit�a r(� 2) si dice ordinario se haesattamente r tangenti distinte, cio�e se il discriminante del polinomio in (13.3) �e non nullo.Esempi. La curva V (y2 � x2(x+1)) ha un punto doppio ordinario nell'origine. La curvaV (y2 � x3) ha un punto doppio non ordinario nell'origine, che si dice cuspide. La curvaV (x4�x2+y2) (il cui gra�co reale �e un \otto") ha un punto doppio ordinario nell'origine.Teorema 13.12 Forma debole del Teorema di Bezout. Siano C = V (f) eD = V (g)due curve senza componenti comuni con f , g di gradi rispettivamente d, e. Allora C \Dconsiste al pi�u in de punti.Dimostrazione Se uno dei due polinomi f , g dipende solo da x o solo da y allora lacurva corrispondente �e data da una unione di rette, ed in questo caso il risultato �e evidente.Altrimenti le coordinate dei punti di intersezione devono soddisfare le due equazioni nonnulle Res(f; g; x) = 0 (in y) e Res(f; g; y) = 0 (in x) e quindi i punti di intersezionesono in numero �nito che denotiamo con fP1; : : : ; Pkg. Sia Lij la retta per Pi e Pj . Pervalutare il numero dei punti conviene scegliere un nuovo sistema di coordinate (con uncambiamento a�ne) dove gli assi coordinati non sono paralleli alle rette Lij per 1 � i <j � k. Osserviamo che un cambiamento di coordinate a�ne non altera i gradi dei polinomi,che chiamiamo ancora con f e g. Adesso per ogni radice xi del polinomio Res(f; g; y) esisteal pi�u un valore yi tale che (xi; yi) 2 C \ D. Quindi �e su�ciente osservare che il gradodi Res(f; g; y) �e � de. Infatti scriviamo f = Pdi=0 ai(x)yd�i e g = Pej=0 bj (x)ye�j condeg ai � i e deg bj � j e calcoliamodet ����������������������������
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Il determinante �e una somma di tanti monomi in ai(y) e bj(y). Il monomio corrispondentealla diagonale �e di grado � de. Tutti gli altri monomi si ottengono con permutazionida questo ed �e facile vedere che il grado rimane � de (conviene pensare di riempire icoe�cienti nulli con a�1; a�2; : : : ad+1; ad+2; : : : in modo che i gradi siano sempre crescentidi una unit�a andando verso destra).De�nizione 13.13. Un punto P 2 V (f) = C nonsingolare si dice un 
esso se la tangentein P ha molteplicit�a di intersezione � 3 con C in P .Esempi. (�e istruttivo negli esempi seguenti disegnare il gra�co reale)i) L'origine �e un 
esso per la curva y � x3 = 0.ii) La curva 2x4 � 3x2y + y2 � 2y3 + y4 = 0ha molteplicit�a 2 nell'origine. La molteplicit�a di intersezione della tangente (general-izzata) y = 0 nell'origine �e 4. L'origine si dice un tacnodo.iii) La curva (x2 + y2)2 + 3x2y � y3 = 0ha un punto triplo ordinario nell'origine.iv) La curva (x2 + y2)3 � 4x2y2 = 0(\quadrifoglio") ha un punto quadruplo non ordinario nell'origine.Proposizione 13.14. Un punto P nonsingolare per V (f) �e un 
esso se e solo sedet �������� 0 fx fyfx fxx fxyfy fxy fyy �������� = 0 (13:4)Dimostrazione Sostituendo (a; b) = (�fy ; fx) all'equazione (13.3) afxx + 2abfxy +b2fyy = 0 si ottiene esattamente la (13.4).Osservazione. Una curva di�erenziabile in R2 di equazione implicita f(x; y) = 0 hacurvatura nei punti nonsingolari uguale ak = �det �������� 0 fx fyfx fxx fxyfy fxy fyy ��������(f2x + f2y )3=2Pertanto i punti di 
esso corrispondono ai punti di curvatura nulla.Sia ora F 2 K[x; y; z] un polinomio omogeneo. Consideriamo la curva proiettivaV (F ) � P2 che ha parte a�ne de�nita da f(x; y) = F (x; y; 1).61



Possiamo de�nire un punto P 2 V (F ) di molteplicit�a r se per un aperto a�ne standardK2 � P2 contenente P abbiamo che P �e di molteplicit�a r per la curva a�ne V (F ) \K2.Analogamente possiamo de�nire la molteplicit�a di intersezione con una retta e la rettatangente. I punti singolari sono quelli di molteplicit�a � 2.Lemma 13.15. Un punto P �e singolare per la curva V (F ) � P2 se e solo se Fx(P ) =Fy(P ) = Fz(P ) = 0.Dimostrazione La relazione di Eulero (deg F )F = xFx + yFy + zFz mostra che leequazioni Fx(P ) = Fy(P ) = Fz(P ) = 0 implicano F (P ) = 0. Sia P = (x0; y0; z0).Possiamo supporre (a meno di cambiare nome alle coordinate) che z0 6= 0. Allora poniamof(x; y) = F (x; y; 1), da cui fx = Fx, fy = Fy e la tesi segue dalla de�nizione.13.16 Algoritmo per la nonsingolarit�a di una curva proiettiva. Sia C = V (F ) �P2 con F polinomio omogeneo in K[x; y; z] e K algebricamente chiuso. Per veri�care seC �e nonsingolare si procede nel modo seguente:i) Si sostituisce F con Frid mediante 13.5.ii) Si calcola una base di Gr�obner G per l'ideale generato da Fx; Fy ; Fz.iii) Si applica 12.16. Se esistono tre interi a, b, c tali che xa, yb e zc appartengono a LT (I)allora C �e nonsingolare (e viceversa).Esercizi.a) Veri�care che la curva x2 + y2 � 1 = 0 �e nonsingolare e la sua chiusura proiettivarimane nonsingolare.b) Veri�care che la curva y � x3 = 0 �e nonsingolare mentre la sua chiusura proiettiva haun punto singolare (\acquista una singolarit�a all' in�nito").c) Per quali valori di � 2 K la curvax3 + y3 + z3 + 3�xyz = 0�e nonsingolare in P2(K) ? Soluzione: per � 6= �1;��;��2 (� radice cubica dell'unit�a) e neicasi esclusi si spezza in 3 rette.d) Per quali valori di � 2 K la curvax3 + y3 + z3 + �(x + y + z)3 = 0�e nonsingolare in P2(K) ? Soluzione: per � 6= �1=9;�1.Per curve proiettive la nonsingolarit�a pu�o essere espressa anche attraverso alcuni \in-varianti". Ad esempio �e ben noto che la conica de�nita da P2i;j=0 aijxixj con aij matricesimmetrica 3 � 3 �e nonsingolare se e solo se det aij 6= 0. In generale una curva di gradod �e nonsingolare se un certo polinomio omogeneo di grado 3(d � 1)2 nei coe�cienti dellacurva (detto discriminante) �e 6= 0 (vedi F. Enriques, O. Chisini, Lezioni: : : III pag. 166).Se F , G 2 K[x; y; z] sono due polinomi omogenei di gradi d, e allora vale l'analogodel teorema 13.12: il numero dei punti di intersezione �e � de (per dimostrarlo �e su�ciente62



prendere un piano a�ne che contiene tutti i punti di intersezione). In ambito proiettivoil teorema di Bezout si pu�o enunciare in modo pi�u preciso. Infatti si pu�o de�nire lamolteplicit�a di intersezione di due curve in un punto ed il numero dei punti di intersezionedi V (F ) e V (G) in P2 �e dato esattamente da de se ogni punto �e contato con la suamolteplicit�a.Gli esercizi seguenti estendono alcuni dei concetti precedenti al caso proiettivo.Esercizio. Provare che la retta tangente alla curva F (x; y; z) � P2 nel punto nonsingolareP �e data da xFx(P ) + yFy(P ) + zFz(P ) = 0Esercizio. SiaK algebricamente chiuso. Provare che 2 curve piane in P2(K) si incontranoalmeno in un punto.Esercizio. Provare che un punto nonsingolare P 2 V (F ) � P2 �e un 
esso se e solo seH(F ) = det ��������Fxx Fxy FxzFxy Fyy FyzFxz Fyz Fzz �������� = 0Dedurre che se deg F = d allora V (F ) ha al pi�u 3d(d � 2) 
essi.Una cubica ha al pi�u 9 
essi (sono esattamente 9 se contati in modo opportuno).Un celebre teorema di Newton a�erma che la retta congiungente due 
essi di una cubicaincontra la cubica ancora in un punto di 
esso.14. MORFISMI DI SEGRE E SCOPPIAMENTIStudiamo adesso gli spazi prodotto Kn �Km, Kn �Pm(K), Pn(K) �Pm(K).De�nizione 14.1. In Kn � Km de�niamo una topologia che ha per insiemi chiusiV (f1; : : : ; fN ) con fi 2 K[x1; : : : ; xn; y1; : : : ; ym].Questo equivale a considerareKn�Km ' Kn+m e prendere la topologia di Zariski suquest'ultimo spazio. La topologia che si ottiene non �e la topologia prodotto tra le topologiedi Zariski di Kn e Km. Ad esempio i chiusi per la topologia prodotto in K �K sono datidall'unione di un numero �nito di punti e di rette \orizzontali" o \verticali".63



De�nizione 14.2. Se X � Kn e Y � Km sono variet�a algebriche allora il prodottoX � Y � Kn � Km ' Kn+m risulta una variet�a algebrica le cui equazioni sono datedall'unione delle equazioni che de�niscono X e Y .Gra�co di un mor�smo regolare 14.3. Se V � Kn e W � Km sono variet�airriducibili e f :V !W �e un mor�smo regolare allora G(f) = f(x; f(x))jx 2 V g � V �W�e una variet�a algebrica isomorfa a V che si dice il gra�co di f . G(f) �e de�nito dalleequazioni (con ovvie notazioni) yi � fi(x1; : : : ; xn) (si veda il teorema 10.2).Esercizio 14.4. Consideriamo il mor�smo regolare Kn �Km f�!Knm de�nito daf(x1; : : : ; xn; y1; : : : ; ym) = (: : : ; xiyj ; : : :)Chiamando zij le coordinate di Knm, f �e de�nito dalle equazioni zij = xiyj . Provare chei) l'immagine di f �e una variet�a algebrica che si pu�o identi�care con le matrici Z = (zij )di rango � 1.ii) Se p 2 Im(f) allora f�1(p) ' K� se p 6= 0 e f�1(0) ' [Kn � 0] [ [0�Km].De�nizione 14.5. In Kn � Pm de�niamo una topologia che ha per insiemi chiusiV (f1; : : : ; fN ) con fi 2 K[x1; : : : ; xn; y1; : : : ; ym] omogenei nelle yj , cio�e fi �e una sommadi monomi del tipo cxa11 � � �xann yb00 � � � ybmm dove Pmj=0 bj �e costante.Kn�Pm non �e una variet�a a�ne n�e proiettiva. �E un aperto di una variet�a proiettiva(che de�niremo al punto seguente). Gli aperti di variet�a proiettive si dicono variet�a quasi-proiettive.De�nizione 14.6. In Pn � Pm de�niamo una topologia che ha per insiemi chiusiV (f1; : : : ; fN ) con fi 2 K[x0; : : : ; xn; y1; : : : ; ym] omogenei separatemente nelle xi e nelleyj , cio�e fi �e una somma di monomi del tipo cxa00 � � �xann yb00 � � � ybmm dove Pni=0 ai = d ePmj=0 bj = d0 sono costanti. f si dice biomogeneo di grado d nelle xi e di grado d0 nelle yj .Abbiamo f(�x; �y) = �d�d0f(x; y)8 �; � 2 K, quest'ultima equazione pu�o essere presacome de�nizione equivalente di polinomio biomogeneo.Dalle de�nizioni precedenti segue la catena di inclusioni continue ed aperte:Kn �Km � Kn �Pm � Pn �PmTeorema 14.7. (C. Segre) Pn �Pm �e una variet�a proiettiva.Dimostrazione La dimostrazione di questo teorema �e importante quanto l'enunciato.Infatti si tratta di costruire il mor�smo di Segre s:Pn � Pm ! P(n+1)(m+1)�1 e provareche �e un omeomor�smo sull' immagine (immersione). La tecnica �e analoga a quelladell'esercizio 14.4. Poniamo x0; : : : ; xn coordinate omogenee su Pn, y0; : : : ; ym coordi-nate omogenee su Pm e zij con 0 � i � n, 0 � j � m coordinate omogenee suP(n+1)(m+1)�1. De�niamo s(x; y) = (: : : ; xiyj ; : : :) cio�e s �e dato dalle equazioni zij = xiyj .64



Sia I � K[: : : ; zij ; : : :] l'ideale omogeneo de�nito dai minori 2� 2 della matrice Z = (zij ),cio�e I �e generato da zijzkl � zilzkj8i; j; k; l. �E immediato veri�care che Im(s) � V (I), infatti xiyjxkyl � xiylxkyj = 0 (inmodo pi�u elegante (xiyj ) ha rango 1). Viceversa se (: : : ; zij ; : : :) 2 V (I) allora sia zi0j0una coordinata 6= 0. Posto xi = zij0zi0j0 yj = zi0jzi0j0allora xiyj = zij0zi0jz2i0j0 = zijzi0j0 (l'ultima uguaglianza dalle equazioni di V (I)). Quindi s(x; y)e (: : : ; zij ; : : :) hanno le stesse coordinate omogenee e segue Im(s) = V (I).Per provare che s �e iniettiva supponiamo s(x; y) = s(x0; y0), quindi 9 � 6= 0 tale chexiyj = �x0iy0j 8i; j. Adesso per qualche i0, j0 abbiamo xi0 6= 0, yj0 6= 0, da cui x0i0y0j0 6= 0e quindi x0i0 6= 0, y0j0 6= 0. Pertanto posto c := �y0j0yj0 abbiamo c 6= 0 e dall'equazionexiyj0 = �x0iy0j0 8i si ricava xi = cx0i 8i e quindi x = x0 in Pn(K). Analogamente y = y0.Per provare che s �e un omeomor�smo sull'immagine ricordiamo che una base per gli apertiin Pn�Pm �e data da f(x; y)jf(x; y) 6= 0; f biomogeneo di grado d in x e d0 in yg al variaredi f , d, d0. �E su�ciente prendere gli aperti precedenti con d = d0 per avere una base. Infattise ad esempio d � d0 allora f(x; y)jf(x; y) 6= 0g = [mj=0f(x; y)jyd�d0j f(x; y) 6= 0g. Inoltreogni polinomio f in (x; y) biomogeneo di grado d sia in x che in y si pu�o scrivere comeun polinomio F in xiyj . Pertanto s (f(x; y) 2 Pn �Pmjf(x; y) 6= 0g) = V (I) \ f(zij) 2P(n+1)(m+1)�1jF (zij) 6= 0g e quindi s �e un omeomor�smo, c.v.d.Osservazione. Si pu�o provare che l'ideale I de�nito nella dimostrazione del teor. 14.7 �eprimo.Osservazione. Il lettore avr�a notato che la de�nizione 14.6 �e stata fatta esattamente perfar valere il teorema 14.7. Equivalentemente si pu�o de�nire la topologia in Pn�Pm comela topologia indotta da quella di Zariski sull'immagine s(Pn �Pm) � P(n+1)(m+1)�1.Esercizio. Provare che Pn �Pm �e un variet�a razionale.De�nizione 14.8. Se X � Pn(K) e Y � Pm(K) sono due variet�a proiettive de�niterispettivamente dai polinomi fi(x0; : : : ; xn) e gj(y0; : : : ; ym) per 1 � i � I e 1 � j � Jallora il prodotto X � Y � Pn � Pm � P(n+1)(m+1)�1 �e una variet�a proiettiva de�nitadai polinomi fi(z0k; : : : ; znk) e gj(zp0; : : : ; zpm) per 1 � i � I, 0 � k � m, 1 � j � J ,0 � p � n.Lemma 14.9. Se f :X ! Y �e un mor�smo regolare tra variet�a proiettive (irriducibili)allora il gra�co G(f) � X � Y �e una sottovariet�a di X � Y isomorfa a X.Dimostrazione Con ovvie notazioni le equazioni del gra�co in X � Y sono date dayifj (x0; : : : ; xn) � yjfi(x0; : : : ; xn)al variare degli aperti su cui �e de�nita f (si veda l'esempio seguente).65



Esempio. Sia X la conica in P2 de�nita da x2+y2�z2 = 0 e sia p:X ! P1 la proiezionestereogra�ca (si veda l'esempio 12.21 ). Se (w0; w1) sono coordinate omogenee in P1 leequazioni del gra�co G(p) in X �P1 sono date daw0(y � z) = w1x�w0x = w1(y + z)x2 + y2 � z2 = 0Lo scoppiamento(blow-up) in un puntoSiano (x0; : : : ; xn) coordinate omogenee in Pn e (y0; : : : ; yn�1) coordinate omogeneein Pn�1. De�niamo Z = V (: : : ; xiyj � xjyi; : : :)0�i;j�n�1 � Pn �Pn�1.Z �e de�nita equivalentemente tagliando l'immagine del mor�smo di Segre (vedi ladimostrazione del teorema 14.7) con gli iperpiani zij � zji = 0 per 0 � i; j � n� 1.Consideriamo la proiezione sul primo fattore p1:Pn�Pn�1 ! Pn e sia � = p1jZ :Z !Pn. Sia P 2 Pn il punto di coordinate (0; : : : 0; 1). Allora vale:i) ��1(P ) = P �Pn�1 ' Pn�1.Infatti �e immediato veri�care che P �Pn�1 � Zii) se Q 2 Pn, Q 6= P allora ��1(Q) �e dato da uno e un solo punto di Z. In particolare� �e suriettivo.Infatti se Q = (x0; : : : ; xn) con xi 6= 0 per qualche i compreso tra 0 e n � 1 allorayj = xjxi determina l'unico punto (x; y) 2 Z tale che �(x; y) = Q. Geometricamente P , Qe (y0; : : : ; yn�1; 0) sono allineati.De�nizione 14.10. Z insieme a �:Z ! Pn si dice lo scoppiamento di Pn nel punto Pdi coordinate (0; : : : ; 0; 1).�E utile osservare che la proiezione sul secondo fattore �:Z ! Pn�1 si fattorizza neldiagramma Z??y� & �Pn ��!�P Pn�1e quindi � pu�o essere pensata come un'applicazione che risolve �P (si veda l'esempio12.18) nel punto P dove �P non �e de�nita.E := ��1(P ) = P �Pn�1 si dice il divisore eccezionale dello scoppiamento.Lemma 14.11. Z �e irriducibile.Dimostrazione Z n E �e irriducibile perch�e isomorfo a Pn n P . Quindi �e su�cienteprovare che E � Z nE. Pensiamo Pn�1 immerso in Pn come l'iperpiano x0 = 0. Per66



ogni y 2 Pn�1 sia Ly la retta in Pn per y e P . Allora (Ly n P ) � fyg � Z n E. Infatti sex = (x0; : : : ; xn) �e allineato con y e P allora si annullano i minori 3� 3 della matrice0BB@x0 : : : xn�1 xny0 : : : yn�1 00 : : : 0 1 1CCATali minori corrispondono ai minori 2� 2 della matrice x0 : : : xn�1y0 : : : yn�1 !cio�e alle equazioni di Z.Quindi (P; y) 2 (Ly)� fyg � Z nE c.v.d.In seguito utilizzeremo anche la seguenteProposizione 14.12. Sia Ui = Pn�1 n fyi = 0g ' Kn�1. Allora ��1(Ui) ' Ui �P1Dimostrazione Se (y0; : : : ; 1; : : : ; yn�1) sono coordinate su Ui allora possiamo costruirel'isomor�smo fi:Ui �P1 ! ��1(Ui) � Z � Pn �Pn�1 dato dafi (y0; : : : ; 1; : : : ; yn�1;xi; xn) = (xiy0; xiy1; : : : ; xi; : : : ; xiyn�1; xn; y0; : : : ; 1; : : : ; yn�1)�E facile veri�care che fi ammette inversa.Lo scoppiamento si rivela uno strumento molto potente per studiare le singolarit�a. Se X � Pnpossiamo de�nire ~X � Z come ��1(X n fPg). ~X si dice la trasformata propria di X . Se X �e unacurva con un nodo in P a tangenti distinte allora ~X incontra il divisore eccezionale E in 2 punti distinticorrispondenti alle due tangenti (si dice che i 2 rami di X si sono separati).Z ��!Pn�1 ha tutte le �bre isomorfe a P1 e si dice un P1-�brato che proviene da un �brato dirango 2 su Pn�1. Si pu�o provare che Z non �e isomorfo a P1�Pn�1, che corrisponde al �brato banale.I �brati hanno numerose applicazioni in matematica e in �sica.15. IL TEOREMA FONDAMENTALEDELLA TEORIA DELL'ELIMINAZIONEIl lemma seguente mostra che il risultante �e in modo naturale un oggetto proiettivo.67



Lemma 15.1. Siano f = Pdi=0 aixi0xd�i1 e g = Pd0j=0 bjxj0xd0�j1 due polinomi (x0; x1)-omogenei a coe�cienti in un campo K. Poniamo
Res(f; g) := det ����������������������������

a0 a1 : : : ada0 . . . . . .. . . . . . . . .a0 a1 : : : adb0 b1 : : : : : : bd0b0 . . . . . .. . . . . . . . .. . . . . . . . .b0 b1 bd0
����������������������������Allorai) Res(f; g) = 0() f e g hanno a comune un fattore irriducibile in K[x0; x1]ii) Se K �e algebricamente chiusoRes(f; g) = 0 () f; g si annullano in un punto comune di P1Dimostrazione Proviamo ii) (i) segue con piccole modi�che). Poniamo f = x�0 f 0 eg = x�0g0 con f 0, g0 non divisibili per x0. Se � 6= 0, � 6= 0 allora (x0; x1) = (0; 1) 2 P1�e una soluzione comune e corrispondentemente Res(f; g) = 0 perch�e la prima colonna �enulla. Se � = � = 0 allora Res(f; g) = Res(f(1; x1); g(1; x1); x1) ed il risultato segue dalteorema 8.2. Se � = 0 e � 6= 0 allora a0 6= 0 e Res(f; g) = a�0Res(f; g0) e ci si riconduce alcaso precedente. Analogamente se � 6= 0 e � = 0.Teorema 15.2. (Main theorem of elimination theory, versione proiettiva) Sia K alge-bricamente chiuso. Allora la proiezionep:Pn(K)�Pm(K) ! Pm(K)�e chiusa.Dimostrazione1) Il teorema equivale alla versione localeConsideriamo il diagrammaPn(K)�Km � Pn(K)�Pm(K)??yp0 ??ypKm � Pm68



Le inclusioni del diagramma sono continue. Quindi se p �e chiusa anche p0 �e chiusa(prendendo la chiusura proiettiva). Viceversa se p0 �e chiusa per ogni aperto a�ne Km �Pm allora anche p �e chiusa (basta osservare che un insieme C in Pm tale che C \ Km�e chiuso per ogni aperto a�ne standard Km � Pm ha complementare aperto e quindi �eanch'esso chiuso.)2) Il teorema �e vero se n = 1Per il primo punto �e su�ciente considerare p0:P1 �Km ! Km. Sia S � P1 �Kme sia I(S) � K[z1; : : : ; zm; x0; x1] l'ideale generato da tutti i polinomi (x0; x1)�omogeneiche si annullano su S. �E su�ciente provare che(z1; : : : ; zm) 2 p0(S)() 8f; g 2 I(S) (x0; x1) � omogenei si ha R(f; g)(z1; : : : ; zm) = 0=) Infatti f(z1; : : : ; zm; x0; x1) e g(z1; : : : ; zm; x0; x1) hanno una soluzione a comunecome polinomi omogenei in (x0; x1) (si veda il lemma 15.1).(= Sia per assurdo (z1; : : : ; zm) =2 p0(S). Sia f 2 I(S) e siano Pi = (x(i)0 ; x(i)1 ) peri = 1; : : :N gli zeri del polinomio f(z1; : : : ; zm; x0; x1). Pertanto per i = 1; : : : Nesistono gi 2 I(S) tali che gi(Pi) 6= 0 (altrimenti 9Pj tale che Pj 2 V (I(S)) = S = Se sarebbe (z1; : : : ; zm) 2 p0(S)). Posto g := 1 �QNi=1 �1� gigi(Pi)� 2 I(S) (svolgendoil prodotto il termine 1 si sempli�ca) segue g(Pj) = 1 per j = 1; : : :N e quindi per illemma 15.1 R(f; g)(z1; : : : ; zm) 6= 0 contro l'ipotesi.3) Il teorema �e vero in generaleSi dimostra per induzione su n. Sia Z lo scoppiamento di Pn lungo un punto. Con-sideriamo il diagramma commutativo Z �Kma. & bPn �Km Pn�1 �Kmp0 & . cKma �e suriettiva e continua , quindi abbiamo p0(S) = p0 � a � a�1(S) = c � b � a�1(S). Perinduzione c �e chiusa ed �e su�ciente provare che b �e chiusa. A questo proposito osserviamoche in modo analogo al punto 1) �e su�ciente provare che per un ricoprimento Ui ' Kn�1di aperti a�ni di Pn�1 vale che il mor�smo b�1(Ui �Km) b�!Ui �Km �e chiuso. Questoultimo fatto segue dalla proposizione 14.12 e dal punto 2).Corollario 15.3. Sia V una variet�a (a�ne o proiettiva) e sia K algebricamente chiuso.Allora la proiezione Pn(K) � V ! V �e chiusa.De�nizione 15.4. Una variet�a X tale che per ogni variet�a a�ne o (equivalentemente)proiettiva V la proiezione X � V ! V �e chiusa si dice completa.69



Il corollario 15.3 prova che Pn(K) conK algebricamente chiuso �e uno spazio completo.La completezza sostituisce nell'ambito algebrico la compattezza. Si ricordi infatti che unospazio topologico X �e compatto se e solo se per ogni spazio topologico V la proiezioneX � V ! V �e chiusa (prendendo la topologia prodotto!) ([N. Bourbaki, Elements deMath., livre III] nel caso Hausdor�).Corollario 15.5. Ogni variet�a proiettiva de�nita suK algebricamente chiuso �e completa.Corollario 15.6. Sia X una variet�a proiettiva de�nita su K algebricamente chiuso esia f :X ! Pm(K) un mor�smo regolare. Allora f(X) �e una variet�a.Dimostrazione Basta applicare il corollario 15.5 alla proiezione X � Pm ! Pm econsiderare l'immagine del gra�co G(f) (si veda 14.3).Corollario 15.7. Sia K algebricamente chiuso e sia�P :Pn n P ! Pn�1la proiezione da P (si veda l'esempio12.18). Se X � Pn �e una variet�a non contenente Pallora �P (X) �e una variet�a in Pn�1 e le �bre di �P sono �nite.Il corollario 15.6 �e una versione algebrica del celebre (e molto pi�u di�cile) Proper Mapping Theoremdi Remmert che vale in ambito analitico.Lemma 15.8. Sia f :X ! Y un mor�smo regolare dominante. Se X �e irriducibileallora Y �e irriducibile.Dimostrazione Se Y = V1 [ V2 allora X = f�1(V1) [ f�1(V2). Per l'ipotesi sar�aX = f�1(V1) da cui f(X) � V1 e quindi Y = f(X) � V1.Teorema 15.9. Sia X una variet�a proiettiva irriducibile e sia K algebricamente chiuso.Allora ogni mor�smo regolare f :X ! Kn �e costante.Dimostrazione �E su�ciente provare che una funzione regolare f :X ! K �e costante.Sia i:K ! P1 l'immersione naturale. Dal corollario 15.6 e dal lemma 15.8 segue che(i � f)(X) �e una variet�a irriducibile propria di P1 e quindi �e un punto.In ambito analitico (K = C) il teorema 15.9 segue dal principio di massimo.�E possibile dare una versione costruttiva del teorema 15.2. In particolare si pu�o ottenere comeconseguenza anche un algoritmo per il calcolo dell'immagine di una variet�a proiettiva.De�nizione 15.10. Dato un ideale I � K[x0; : : : ; xn; y1; : : : ; ym] generato da polinomi(x0; : : : ; xn)� omogenei allora l'ideale di eliminazione proiettivo �eÎ := ff 2 K[y1; : : : ; ym]j8 0 � i � n 9 ei tale che xeii f 2 IgDe�nizione 15.11. Dato un ideale I � K[x0; : : : ; xn; y0; : : : ; yn] generato da polinomibiomogenei (si veda la def.14.6) allora l'ideale di eliminazione proiettivo �eÎ :=< f 2 K[y0; : : : ; ym]omogeneoj8 0 � i � n 9 ei tale che xeii f 2 Ig >Î �e in ogni caso un ideale, questo �e mostrato anche dalla seguente70



Proposizione 15.12.i) Dato un ideale I � K[x0; : : : ; xn; y1; : : : ; yn] generato da polinomi (x0; : : : ; xn)� omo-genei allora per tutti gli interi e su�cientemente grandi si ottieneÎ := (I:< xe0; : : : ; xen >) \K[y1; : : : ; ym]ii) Dato un ideale I � K[x0; : : : ; xn; y0; : : : ; yn] generato da polinomi biomogenei alloraper tutti gli interi e su�cientemente grandi si ottieneÎ := (I:< xe0; : : : ; xen >) \K[y0; : : : ; ym]Dimostrazione Dimostriamo solo i) essendo ii) completamente analoga. L'inclusione� �e evidente. Poi si considera la catena ascendente di ideali I:< x0; : : : ; xn >� I:<x20; : : : ; x2n >� : : :. Questa catena �e stazionaria e quindi esiste un intero e tale cheI:< xd0; : : : ; xdn >= I:< xe0; : : : ; xen > (15:1)per ogni d � e. Se f 2 Î allora 8i 9 ei tale che xeii f 2 I. Posto d := maxfeig alloraxdi f 2 I 8i e quindi f 2 I: (xd0; : : : ; xdn). Per (15.1) abbiamo f 2 (I:< xe0; : : : ; xen >) \K[y1; : : : ; ym] come volevamo.Teorema 15.13. (Main theorem of elimination theory, versione proiettiva \costruttiva")Sia K algebricamente chiuso.i) Sia I un ideale generato da polinomi (x0; : : : ; xn)�omogenei inK[x0; : : : ; xn; y1; : : : ; yn]e sia p:Pn(K) �Km ! Km la proiezione. Allorap(V (I)) = V (Î)(si veda la def.15.10)ii) Sia I un ideale generato da polinomi biomogenei in K[x0; : : : ; xn; y0; : : : ; yn] e siap:Pn(K) �Pm(K)! Pm(K) la proiezione. Allorap(V (I)) = V (Î)(si veda la def.15.11)Dimostrazione Dimostriamo solo i) essendo ii) completamente analoga.� Sia (a0; : : : ; an; b1; : : : ; bm) 2 V (I) e f 2 Î. Occorre provare che f(b1; : : : ; bm) = 0.Per ipotesi 8i 9ei tale che xeii f 2 I e quindiaeii f(b1; : : : ; bm) = 0Inoltre 9i tale che ai 6= 0 da cui la tesi.71



� Cominciamo col provare che I(p(V (I))) �pÎ (15:2)Se f 2 I(p(V (I))) � K[y1; : : : ; ym] � K[x0; : : : ; xn; y0; : : : ; yn] e se (b1; : : : ; bm) 2p(V (I)) allora f si annulla su (b1; : : : ; bm). Pertanto se (a0; : : : ; an; b1; : : : ; bm) 2 Va(I)abbiamo che f e quindi anche xif si annulla su (a0; : : : ; an; b1; : : : ; bm). Segue dalNullstellensatz che per qualche n vale xni fn 2 I8 i e quindi fn 2 Î, il che prova(15.2). Adesso applicando V a (15.2) si ottieneV (Î) = V (pÎ) � V (I(p(V (I)))) = p(V (I)) = p(V (I))dove l'ultima uguaglianza segue dal teorema 15.2.Osservazione. Il lettore interessato pu�o elaborare un algoritmo che calcola Î quando sononoti i generatori di I. Infatti �e un utile esercizio provare che seI:< xe0; : : : ; xen >= I:< xe+10 ; : : : ; xe+1n >allora I:< xe0; : : : ; xen >= I:< xd0; : : : ; xdn >per ogni d � e. Si pu�o quindi trovare l'intero e e poi calcolare Î con l'algoritmo visto nelx7.16. IL TEOREMA DI CHEVALLEYAbbiamo visto che l'immagine di una variet�a proiettiva mediante un mor�smo regolare �eancora una variet�a proiettiva (corollario 15.6) mentre l'immagine di una variet�a a�ne pu�onon essere una variet�a (esempio dopo il teorema 10.2). Proveremo in questo paragrafo chel'immagine di una variet�a �e sempre un insieme costruibile.De�nizione 16.1. X sottoinsieme di uno spazio topologico si dice costruibile se X siottiene dagli insiemi aperti e chiusi dopo aver e�etuato un numero �nito di operazioni diunione e intersezione. Equivalentemente X = [pi=1(Ai \ Ci) con Ai aperti e Ci chiusi.Complementari, unioni e intersezioni �nite di costruibili sono ancora costruibili. Sef :X ! Y �e continua e V � Y �e costruibile allora f�1(V ) �e costruibile.Saremo interessati agli insiemi costruibili in Kn e in Pn con le rispettive topologie diZariski. 72



Lemma 16.2. Sia Z un insieme costruibile in Kn o in Pn tale che Z �e irriducibile.Allora Z �e localmente chiuso, cio�e esiste un aperto A tale che Z = Z \A.Dimostrazione Sia Z = [ri (Ai \ Ci) con Ai aperti, Ci chiusi irriducibili distinti (qui�e su�ciente utilizzare il fatto che ogni chiuso �e unione �nita di chiusi irriducibili). Alloraper l'irriducibilit�a Ai \ Ci = Ci e Z = [(Ai \ Ci) = [Ci. Quindi r = 1 da cui la tesi.Proposizione 16.3. Sia Z un insieme costruibile in Kn o in Pn. AlloraZ = C1 n (C2 n (C3 n (: : : n Cp)))con chiusi Cp �6= Cp�1 � 6= : : : �6= C1 tali che Ci n Ci+1 = Ci e C1 n C2 = C1 = Z.Dimostrazione Poniamo C1 = Z = [Fi (componenti irriducibili). Abbiamo Z =C1 nH1 con H1 � C1 costruibile. Poniamo quindi C2 = H1. A�ermiamo cheC2 \ Fi � 6= Fi (16:1)Altrimenti vale C2 \ Fi = Fi. In questo caso se x 2 Fi allora x 2 Z e x 2 C2 ed ogniintorno di x incontra Z e C2. Pertanto Z \ Fi = Fi e H1 \ Fi = Fi. Dal lemma 16.2 Z \Fie H1 \ Fi sono aperti disgiunti in Fi e questo contraddice l'irriducibilit�a di Fi. Quindiabbiamo provato (16:1). In particolare C2 �6= C1. Adesso considera cheC1 n C2 = [i(Fi n (C2 \ Fi)) = [iFi = C1A questo punto poniamoH1 = C2nH2 con H2 � C2 costruibile e possiamo procedere comesopra. La catena discendente dei Ci cos�� costruiti deve arrivare a ; per noetherianit�a.Corollario 16.4. Sia Z un insieme costruibile in Kn o in Pn. Allora esiste ; 6= V � Ztale che V �e un aperto in Z. Inoltre V = Z.Dimostrazione Basta prendere V = Z n C2 nella prop. 16.3.Corollario 16.5. Sia Z un insieme costruibile in Kn o in Pn. Allora Z = [ri=1Gi dovei Gj sono insiemi localmente chiusi disgiunti tra loro tali che Gi � Gi+1.Dimostrazione Basta prendere G1 = C1 n C2, G2 = C3 n C4; : : : nella prop. 16.3.Lemma 16.6. Sia X � Pn con coordinate omogenee (x0; : : : ; xn). Sia Kni = fxi 6= 0gun aperto a�ne standard. Le due propriet�a seguenti sono equivalenti:i) X �e costruibileii) X \Kni �e costruibile per i = 0; : : : ; n.Dimostrazione i)=)ii) �e ovvia. Per provare ii)=)i) basta considerare che X \Kni �ecostruibile anche in Pn e quindi X = [ni=0 [X \Kni ] �e costruibile perch�e unione �nita dicostruibili. 73



Teorema 16.7. (Chevalley). Sia K algebricamente chiuso. Sia X � Kn un insiemecostruibile e f :X ! Pm un mor�smo regolare. Allora f(X) �e costruibile.Corollario 16.8. Sia K algebricamente chiuso. Sia X � Kn una variet�a e f :X ! Pmun mor�smo regolare. Allora f(X) �e costruibile.Dimostrazione del teorema di Chevalley Per il lemma 16.6 possiamo supporre chel'immagine di f sia in Km. Considerando il gra�co di f , vedi (14.3), possiamo supporreche S � Kn � Km e se �:Kn � Km ! Km �e la proiezione dobbiamo provare che �(S)�e costruibile. Prendendo successive proiezioni possiamo supporre n = 1. Facciamo laseguente a�ermazione:se U � K �Km �e costruibile allora 9 V � �(U) aperto non vuoto in �(U) (16:2)Supponiamo dapprima che (16:2) sia vera. In particolare V = �(U) \ A per qualcheA aperto e quindi V �e costruibile. Inoltre V = �(U) \ A e quindi V �e aperto anche in�(U). Sia U1 = U \ (X n��1(V )) (chiuso in U) da cui �(U) = �(U1)[V e quindi se �(U1)�e costruibile anche �(U) �e costruibile. Notiamo che siccome V 6= ; abbiamo U1 � 6= U .Se U1 6= ; per (16.2) allora esiste V1 6= ; tale che V1 � �(U1) e V1 �e aperto in �(U1).Posto U2 = U1 \ (X n ��1(V1)) (chiuso in U1 e quindi in U) abbiamo U2 �6= U1 �6= Ue �(U1) = �(U2) [ V1 da cui se �(U2) �e costruibile anche �(U1) �e costruibile. Se U2 6= ;possiamo trovare U3 e continuando troviamo una catena U �6= U1 � 6= : : : con Ui chiusi inU . Per il corollario 6.7 esiste j tale che Uj = ; da cui �(Uj�1) = �(Uj ) [ Vj�1 = Vj�1 �ecostruibile. Pertanto anche �(U) �e costruibile come volevamo.Rimane da provare (16.2). Possiamo sostituire Km con Y = �(U) e K � Km con��1(Y ) = Y �K. Possiamo considerare U =� Y �P1 , �:Y �P1 ! Y con �(U) densoin Y e dobbiamo provare che �(U) contiene un aperto di Y . Dal corollario 16.4 abbiamoche U contiene V localmente chiuso tale che V = U . Inoltre Y = �(U) = �(U ) (l'ultimauguaglianza perch�e � �e chiusa per il corollario 14.5) da cui �(V ) �e denso in Y e quindi perprovare (16.2) possiamo supporre U = A \ C localmente chiuso.Sia T il complementare di A. Se C = Y �P1 la tesi �e vera perch�e il luogo dei puntip di Y tali che T � fpg � P1 �e una sottovariet�a di Y . Pertanto C � 6= Y � P1. Per ilcorollario15.3 �(C) e �(C\T ) sono chiusi. Siccome �(C) � �(U) = Y �e su�ciente provareche �(C \ T ) � 6= Y . Possiamo supporre che C sia irriducibile. Gli ideali di C e di T sonogenerati da polinomi F della formaF (z;w) = a0zk + a1zk�1w + : : :+ akwkcon ai 2 K[Y ] e (z;w) coordinate omogenee su P1. Sia F 2 I(C) un polinomio irriducibile.Esiste G 2 I(T ) che non contiene F come fattore irriducibile. In particolare per il lemma15.1 Res(F;G) 2 K[Y ] �e non nullo (si possono considerare i polinomi a coe�cienti nelcampo dei quozienti K(Y )). Quindi �(C \ T ) �e contenuto nella sottovariet�a propria diY de�nita dall'annullarsi di Res(F;G). La dimostrazione del teorema di Chevalley �e cos��completa. 74



Osservazione. Una applicazione del teorema di Chevalley �e collegata al teorema di chiusuradel cap. 9. Infatti con le notazioni del cap. 9 dal teorema di Chevalley segue �t(V ) contieneV (It) nW dove W �e un chiuso di Zariski.Teorema 16.9. Sia f :X ! Y un mor�smo razionale dominante di variet�a (a�ni oproiettive) e sia f�:K(Y ) ! K(X) l'inclusione indotta. Denotiamo con [K(X):K(Y )] ilgrado dell'estensione. Sono equivalenti le tre propriet�a seguenti:i) [K(X):K(Y )] �e �nitoii) Per ogni sottovariet�a C � 6= X si ha f(C) �6= Yiii) 9 U � Y aperto 6= ; tale che 8y 2 Uf�1(y) �e �nitoCenno di dimostrazioneSiccome l'enunciato riguarda mor�smi razionali possiamo sos-tituire X e Y con degli aperti di variet�a a�ni dove f �e de�nita. Considerando il gra�co dif (si veda 14.3) ci riconduciamo al caso in cui f �e la restrizione ad un sottoinsieme X diKn (aperto di una variet�a) di una proiezione da Kn a Km. Proveremo che i) ,ii) e poiche i),iii). Consideriamo per induzione la composizione di proiezioniKn f1�!Km+1 f2�!Kme poniamo X1 = f1(X). Segue dal teorema di Chevalley che f1(X) contiene un aperto inX1. �E facile vedere che �e su�ciente dimostrare il teorema nel caso in cui n =m+ 1.i))ii) Sia p(z; y1; : : : ; ym) = p(z; y) = zk + ak�1(y)zk�1 + : : : a0(y) il polinomio minimo diK(X) su K(Y ) con ai(y) 2 K(Y ). Sia g(z; y) una equazione che si annulla su C e siaR(y) = Res(p; g; z). Se fosse R(y) � 0 in K(Y ) allora p e g avrebbero un fattore incomune in K(Y )[z]. Ma K(X1) ' K(Y )[z]=(p) da cui (p) �e massimale, quindi primoe p �e irriducibile. Pertanto R non �e nullo, abbiamo R = �p + �g con �, � 2 K(Y ) etogliendo i denominatori tR = �0p+�0g con t; �0; �0 2 K[Y ]. Segue f(C) � ftR = 0g.ii))i) Siano (z; y1; : : : ; ym) coordinate in Kn e pensiamo z 2 K(X). Se z �e trascendente suK(Y ) allora per ogni h 2 I(X) scritto come h(z; y) = ad(y)zd+ad�1(y)zd�1+ : : : deveessere ai nullo su Y e quindi h si annulla su f�1(y) per ogni y 2 Y , cio�e f�1(y) �V (I(X)) = X e quindi X �e un aperto di Y � K � X. Il complementare di X inY �K pu�o contenere solo un numero �nito di �bre Y � fkg al variare di k 2 K. Siak0 2 K tale che Y � fk0g non �e contenuto nel complementare di X. Pertanto postoC = Y � fk0g \X segue f(C) = Y .i)) iii) Se z �e algebrico su K(Y ) consideriamo sempre il polinomio minimo p(z; y) = zk +ak�1(y)zk�1+: : : a0(y) di z su K(Y ). Fuori dal luogo dove si annullano i denominatoridi ai 2 K(Y ) abbiamo che le �bre di f sono �nite.iii)) i) Se z �e trascendente su K(Y ) allora come nel punto ii))i) abbiamo che X �e un apertodi Y �K � X.De�nizione 16.10. Se una delle condizioni equivalenti del teorema 16.9 �e soddisfattaallora f si dice genericamente �nito. 75



Proposizione 16.11. Sia f :X ! Y un mor�smo (razionale dominante) genericamente�nito. Se K �e algebricamente chiuso e se car K = 0 allora[K(X):K(Y )] = ]ff�1(y)g per y 2 UDimostrazioneCon le stesse considerazioni fatte nella dimostrazione del teorema 16.10 possiamoconsiderare il polinomio minimo p(z; y). Togliendo i denominatori possiamo supporrep(z; y) = ak(y)zk + ak�1(y)zk�1 + : : : con ai regolari su Y e k = [K(X):K(Y )]. Sia� 2 K[Y ] il discriminante di p come polinomio in z. Se � � 0 allora p e dpdz avrebberoun fattore in comune (qui gioca car K = 0) contro l'irriducibilit�a di p. Pertanto � �e nonnullo e nel complementare di V (a0�) la �bra consiste esattamente di d punti.Corollario 16.12. Sia K algebricamente chiuso e car K = 0. Se f :X � � ! Y �eun mor�smo razionale dominante (genericamente �nito) iniettivo su un aperto U allora �eun'equivalenza birazionale.Dimostrazione Dal teorema 16.9 e dalla prop. 16.11 abbiamo [K(U):K(Y )] = [K(X):K(Y )] =1 e quindi K(X) ' K(Y ). La tesi segue allora dal teorema 11.20.Il corollario precedente chiarisce la di�erenza tra variet�a razionali e unirazionali.Esistono esempi di variet�a nonsingolari di dimensione 3 su C unirazionali ma nonrazionali.Esercizio. Sia Qn�1 � Kn una ipersuper�cie quadrica e P 2 Qn�1 un punto che non �e unvertice di Q. Se car K = 0 e K �e algebricamente chiuso provare che �P :Qn�1��! Kn�1�e un'equivalenza birazionale.17. FUNZIONE E POLINOMIO DI HILBERTSia K[x1; : : : ; xn]�slo spazio vettoriale dei polinomi di grado � s. In particolaredim K[x1; : : : ; xn]�s = �n+ ss �(conviene pensare ai polinomi omogenei di grado s in n+ 1 variabili). De�niamoI�s = I \K[x1; : : : ; xn]�s, esso contiene i polinomi di I di grado � s:De�nizione 17.1 La funzione di Hilbert di un ideale I � K[x1; : : : ; xn] �e76



FI(s) := dimK[x1; : : : ; xn]�s=I�sFI(s) �e una funzione non decrescente de�nita sugli interi � 0 che assume valori interi � 0.Una delle scoperte fondamentali compiute da Hilbert nel suo celebre lavoro pubblicato suMathematische Annalen del 1890 fu il comportamento polinomiale di FI(s) per s� 0. Ilgrado di questo polinomio �e uguale alla dimensione di V (I).Ricordiamo che un ordine monomiale si dice graduato se x� < x� quando P�i <P�i In particolare DEGLEX e DEGREVLEX sono ordini monomiali graduati, mentreLEX non lo �e. Il passo fondamentale per il calcolo esplicito della funzione di Hilbert fucompiuto da Macaulay nel 1927.Teorema 17.2 (Macaulay) Fissiamo un ordine monomiale graduato. Allora I eLT (I) hanno la stessa funzione di Hilbert.Dimostrazione Dobbiamo provare che dimK I�s = dimK LT (I)�s. Fissato s � 0abbiamo fLM(f)jf 2 I�sg = fLM(f1); : : : ; LM(fm)g dove LM(f1) > LM(f2) > : : : >LM(fm). A�ermiamo che ff1; : : : ; fmg formano una base di I�s come spazio vettorialesu K. Infatti se P ajfj = 0 con aj 2 K pesi non nulli, poniamo i = minfjjaj 6= 0g.Allora aiLT (fi) non pu�o essere cancellato nella somma precedente, quindi f1; : : : ; fm sonolinearmente indipendenti. Poniamo ora W =< f1; : : : ; fm >. Se per assurdo W 6= I�sscegliamo f 2 I�snW con LM(f) minimo. Allora 9� 2 K; i � 0 tali che LM(f � �fi) <LM(f) ed anche f � �fi 2 I�snW , da cui una contraddizione.A�ermiamo anche che fLM(f1); : : : ; LM(fm)g formano una base di LT (I)�s. Ovviamentegli elementi sono indipendenti. Inoltre LT (I)�s =< LM(f)jf 2 I; LM(f)ha grado �s >. Per ipotesi l'ordine �e graduato, quindi degf = degLM(f), pertanto LT (I)�s =<LM(f)jf 2 I�s >=< LM(f1); : : : ; LM(fm) > come volevamo.De�nizione 17.3 Un polinomio p(t) 2 Q[t] si dice un polinomio numerico sep(t) 2 Z per t� 0, t 2 Z:Esempio 17.4� t+ii � = (t+i)(t+i�1):::(t+1)i! �e un polinomio numerico se i � 0,dove � i0 � = 1. Secondo questa de�nizione � t+ii � 6= 0 per t� 0, a di�erenza dell'usualecoe�ciente binomiale.I due insiemi f1; t; t2; : : : ; tdg e f1; (t+1);� t+22 �; : : : ;� t+dd �g sono due basi dellospazio vettoriale Q[t]�d. La seconda base �e pi�u conveniente per scrivere i polinomi nu-merici.Il sistema CoCoA �e dotato di alcuni comandi che permettono di passare da unabase all'altra.Teorema 17.5 P (t) �e un polinomio numerico di grado d, P (t) = dPi=0 ai� t+ii �77



con ai 2 ZDimostrazione ( �e ovvia) si prova per induzione su d. Per d = 0 il risultato �e banale. In generale abbiamo cheP (t)�P (t�1) �e un polinomio numerico di grado d�1 e per ipotesi induttiva P (t)�P (t�1) =d�1Pi=0 ci� t+ii � con ci 2 Z. Poniamo P (t) = dPi=0 ai� t+ii � con ai da determinare. AlloraP (t)�P (t�1) = dPi=0 ai� t+ii ��ai� t+i�1i � = dPi=1ai� t+i�1i�1 � = d�1Pi=0 ai+1� t+ii �. Abbiamoallora ai = ci�1 2 Zper i � 1. Inoltre P (t) = a0 + dPi=1 ai� t+ii � da cui a0 2 Z:Corollario 17.6 Se P (t) �e un polinomio numerico abbiamo P (t) 2 Z 8t 2 Z:Esercizio Scrivere la matrice 4 � 4 del cambiamento di base in Q[t]�3tra le duebasi precedenti. In generale tali matrici sono sempre triangolari.Lemma 17.7 Siano fAigi=1:::n insiemi �niti ed indichiamo con jAij il numerodegli elementi di Ai. Allora jA1 [ : : : [Anj = nPr=1(�1)r�1� P1�i1<:::<ir�n jAi1 \ : : : \Air j�:Dimostrazione Se n = 2 l'enunciato �e jA[Bj = jAj+ jBj � jA\Bj. Il caso generalesegue facilmente per induzione su n.Teorema 17.8 Sia I � K[x1; : : : ; xn] un ideale. La funzione di Hilbert FI(s) �eun polinomio numerico per s� 0.Dimostrazione Per il teorema di Macaulay �e su�ciente dimostrare la tesi quandoI �e un ideale monomiale. Siccome FI(s) = �n+ss � � dim I�s faremo vedere che dim I�s�e un polinomio numerico per s � 0. Ricordiamo che poich�e I �e monomiale un polinomioappartiene a I se e solo se ogni suo termine appartiene a I. Pertanto dimI�s = j monomi inI di grado � sj. Siano x�1 ; : : : ; x�k i generatori di I e de�niamo gli insiemi (per � 2 Zn�0)F� = fmonomi multipli di x�g, F s� = fmonomi multipli di x� di grado � sg. E' chiaroche jF s�j = �s�multideg�+nn �per s� 0 �e un polinomio numerico in s.Inoltre F�i1 \ : : : \ F�ir = F
 dove x
 = LCM(x�i1 ; : : : ; x�ir ) ed in particolare jF s�i1 \: : :\F s�ir j = jF s
 j per s � 0. Abbiamo dimI�s = j[ki=1F s�i j. Dal lemma 17.7 la cardinalit�adi questa unione pu�o essere espressa attraverso una somma �nita di termini ciascuno deiquali �e un polinomio numerico per s� 0, da cui la tesi.Osservazione. Otterremo un'altra dimostrazione del teorema 17.8 facendo uso del teo-rema delle sizigie di Hilbert. 78



De�nizione 17.9 Sia I � K[x1; : : : ; xn] un ideale. Il polinomio numerico PI(t)tale che PI(t) = FI(t) per t� 0 si dice polinomio di Hilbert di I.In linea di principio la dimostrazione precedente permette di calcolare esplicitamentela funzione di Hilbert e il polinomio di Hilbert di un ideale dell'anello dei polinomi. Questoalgoritmo(opportunamente modi�cato) �e stato implementato in molti sistemi di calcolosimbolico.Ad esempio in COCOA il comando Hilbert(R=I) mostra il polinomio di Hilbert di I nell'ambienteproiettivo; quando vogliamo un risultato nell'a�ne per la variet�a V (I) dove I � K[x1; : : : ; xn] bisognaavere l'accortezza di aggiungere una variabile ausiliaria all'anello e quindi lavorare in K[x1; : : : ; xn; t].Se ad esempio I = (y � x2; z � x3) occorre de�nire come anello K[x; y; z; t], posto I = ideal(y �x2; z�x3) il comandoHilb(R=I) d�a la risposta corretta PI(s) = 3s+1. HilbCoeff(R=I) scrive icoe�cienti a segni alterni rispetto alla base� t+ii �. In questo caso PI(s) = 3(s+1)�2 ed i coe�cientisono 3; 2. Il comandoHilbertFn(R=I) d�a la funzione di Hilbert FI(s). In generale, per valori piccolidi s, FI(s) e PI(s) non si limitano tra di loro. Il pi�u piccolo s0 per cui FI(s) = PI(s) quando s � s0si chiama indice di regolarit�a di I e pu�o essere ottenuto col comandoReg(R=I). Nell'esempio precedentereg = 0.Esempio (facile). Sia I = (xy; x3) � K[x; y]. Allora FI(0) = 1, FI(1) = 3,FI(s) = s + 3 per s � 2. Qui PI(s) = s + 3 e Reg(R=I) = 2.Esempio Sia I = (y�x3; z�x4) � K[x; y; z]. Il polinomio di Hilbert �e PI(s) = 4s+1 = 4(s+1)�3mentre FI(0) = 1; FI(1) = 4 e FI(s) = 4s+ 1 per s � 2. Qui Reg(R=I) = 2:18. DIMENSIONE DI UNA VARIET�A ALGEBRICAVogliamo sviluppare un algoritmo che ci permetta di determinare la dimensionedell'insieme delle soluzioni di un sisteman f1(x1; : : : ; xn) = 0...fk(x1; : : : ; xn) = 0dove fi sono polinomi a coe�cienti in un campo K algebricamente chiuso.Dal teorema degli zeri di Hilbert 9.2 siamo gi�a in grado di determinare quandol'insieme delle soluzioni �e vuoto (dimensione= �1): questo accade se e solo se l'idealeI = (f1; : : : ; fk) �e l'ideale (1), oppure se e solo se LT (I) = (1) per un qualunque ordine79



monomiale, e questa ultima condizione pu�o essere veri�cata calcolando una base di Gr�obnerdi I, ad esempio con l'algoritmo di Buchberger.Ci proponiamo ora di caratterizzare il caso successivo, in cui dim V (I) = 0, cio�e ilcaso in cui le soluzioni sono un numero �nito.Teorema 18.1 Sia I � K[x1; : : : ; xn] un ideale e sia S =< x�jx� =2 LT (I) >sottospazio (su K) di K[x1; : : : ; xn]. Allora K[x1; : : : ; xn]=I ' S come spazi vettoriali suK. L'isomor�smo non �e canonico ma dipende dalla scelta di un ordine monomiale.Dimostrazione Fissiamo un ordine monomiale, e sia G = fg1; : : : ; gsg una base diGr�obner per I. Indichiamo con [f ] 2 K[x1; : : : ; xn]=I gli elementi del quoziente (f 2K[x1; : : : ; xn]) e de�niamo � : K[x1; : : : ; xn]=I ! S data da �([f ]) = �f G (resto delladivisione per G, che abbiamo indicato anche come f mod I). Se f = Phigi + r �e ladivisione poniamo quindi �([f ]) = r. � �e ben de�nito perch�e se f � f 0 2 I abbiamof =Phigi + r; f 0 = Ph0igi + r0 (divisioni per G) e quindi r � r0 2 I. Pertanto se r 6= r0abbiamo LT (r � r0) divisibile per qualche LT (gj) (per de�nizione di base di Gr�obner)in contraddizione con l'algoritmo di divisione. � �e suriettiva perch�e se x� 2 S abbiamo�([x�]) = x�. Inoltre se �f G = f�0 G �e ovvio che f � f 0 2 I, quindi � �e iniettiva. E' facileveri�care che �(k[f ]) = k�([f ]). Rimane da far vedere che � conserva la somma. Infattise f = g + r; f 0 = g0 + r0 dove nessun termine di r; r0 appartiene a LT (I) segue chef + f 0 = (g + g0) + (r + r0) dove nessun termine di (r + r0) appartiene a LT (I). Sia r00ilresto della divisione di f + f 0 per G, allora f + f 0 = g00 + r00 dove nessun termine di r00appartiene a LT (I). Quindi se (r + r0)� r00 6= 0 abbiamo LT [(r + r0) � r00] 2 LT (I) che �euna contraddizione. Pertanto r + r0 = r00 , cio�e �([f ]) + �([f 0]) = �([f + f 0]).Teorema 18.2 Sia K algebricamente chiuso e I � K[x1; : : : ; xn] un ideale. Sonoequivalenti:i) V (I) �e �nitoii) 8i = 1; : : : ; n 9mi � 0 tale che ximi 2 LT (I)iii) lo spazio vettoriale K[x1; : : : ; xn]=I(' S vedi teor. 18.1) ha dimensione �nitaDimostrazionei) ) ii) Se V (I) = ; abbiamo 1 2 LT (I) dal teorema degli zeri e basta porre mi = 0. Se V (I) 6= ;siano fajgj2J(i) tutte le i-esime coordinate dei punti di V (I). Posto fi = Qj2J(i)(xi � aj)abbiamo fi 2 I(V (I)) = pI dal teorema degli zeri.Quindi 9 ki : fiki 2 I e LT (fiki) =: ximi 2 LT (I) come volevamo.ii) ) iii) Se x� 2 S =< x�jx� 62 LT (I) > (l'uguaglianza per il teor. 18.1) deve essere �i � mi � 1.Quindi dimS � nQi=1mi.iii) ) i) Per ipotesi gli elementi [1]; [x1]; [x12]; : : : ; [x1n]; : : :sono linearmente dipendenti, quindi 9 cj 2J tali cheP cjx1j 2 I. In particolare i punti di V (I) possono avere solo un numero �nito di80



coordinate di�erenti al primo indice (le radici del polinomio precedente). Il ragionamentosi ripete anche per gli altri indici.La condizione ii) del teorema precedente d�a un algoritmo per stabilire se l'insiemedelle soluzioni di un sistema di polinomi �e �nito, una volta calcolata una base di Gr�obner.In caso a�ermativo la dimostrazione mostra anche che il numero delle soluzioni �e limitatoda nQi=1mi ( se ci fossero nQi=1mi + 1 soluzioni potrei costruire nQi=1mi + 1 polinomi ciascunodei quali si annulla in tutti i punti escluso uno, e questi polinomi sarebbero indipendentiin K[x1; : : : ; xn]=I).Esercizi Nei casi seguenti determinare quando V (I) �e �nito e limitare il numerodei punti di V (I).i) I � C[x; y; z] con base di Gr�obner data da(x2y; y3z; z5; xz)ii) I � C[x; y; z]con base di Gr�obner data da (x2; xy; y3; yz10; z7)iii) I � C[x1; x2; x3; x4] con base di Gr�obner data da (x21; x22; x23; x1x4; x2x4; x3x4)Risposta: V (I) �e �nito solo nel caso ii) ed il numero di punti �e� 42:Osserviamo che i risultati precedenti possono essere interpretati come segue:dimV (I) = �1, FI(s) � 0 8s Nullstellensatz deboledimV (I) = 0, FI(s) �e costante per s� 0 teorema 18.2De�nizione 18.3. Sia V una variet�a algebrica. La dimensione di V �e il grado delpolinomio di Hilbert di I(V ).Veri�cheremo pi�u avanti che questa de�nizione di dimensione coincide con quella nota suicomplessi perch�e �e uguale al grado di trascendenza su K del campo delle funzioni razionali.In generale I(V ) �e di�cile da calcolare. Se K �e algebricamente chiuso vedremo che lade�nizione 18.3 �e operativa (vedi teor.18.13 e l'algoritmo seguente).Il caso proiettivoVediamo quali modi�che occorre apportare alla teoria precedente nel caso di una variet�aproiettiva V = V (I) � Pn de�nita da un ideale omogeneo I � K[x0; : : : ; xn]. Sia CV �Kn+1 il cono a�ne corrispondente.Si pone (se V 6= ;) dimV := dimCV � 1 (18:1)La dimensione di V pu�o essere calcolata direttamente nell'ambito proiettivo introducendola funzione di Hilbert proiettiva (che con abuso di notazione chiameremo con lo stessosimbolo). Si pone (si ricordi la def. 18.1) 81



K[x0; : : : ; xn]s := fp 2 K[x0; : : : ; xn]jdeg p = sgIs := I \K[x0; : : : ; xn]sDe�nizione 18.4. Se I �e un ideale omogeneo la sua funzione di Hilbert proiettiva �eFI(s) := dimK[x0; : : : ; xn]sIsSiccome I �e omogeneo segue subito dal lemma 12.4 che come spazi vettoriali si haK[x0; : : : ; xn]�sI�s ' �sj=0K[x0; : : : ; xn]jIje quindi se F aI (s) �e la funzione di Hilbert a�ne abbiamoFI(s) = F aI (s) � F aI (s � 1) (18:2)�E facile veri�care che se P (s) �e un polinomio di grado d allora P (s) � P (s � 1) �e unpolinomio di grado d� 1. Quindi degFI(s) = degF aI (s)� 1 ed in accordo con la def.18.3 econ (18.1) e (18.2) segue che se V � Pn alloradimV = degFI(V )(s) (18:3)Siccome LT (I) �e ancora un ideale omogeneo, abbiamo da (18.2) e dal teorema17.2 che perogni ordine monomiale graduatoFI(s) = F aI (s) � F aI (s � 1) = F aLT (I)(s) � F aLT (I)(s � 1) = FLT (I)(s)L'uguaglianza FI(s) = FLT (I)(s) nell'ambito proiettivo (analoga del teorema 17.2)�e vera per qualunque ordine monomiale, anche non graduato, ma non dimostreremo quiquesto fatto.Se si �e interessati soltanto al calcolo della dimensione e non di tutto il polinomio di Hilbertl'algoritmo del paragrafo 17 pu�o essere notevolmente sempli�cato. Scopo dei teoremiseguenti �e descrivere questa sempli�cazione (sia nel caso a�ne che in quello proiettivo.L'algoritmo che ne risulta �e esposto dopo il teorema 18.13. Cominciamo col notare cheV (x�1i1 � � � x�rir ) = fxi1 = 0g [ : : : [ fxir = 0g = V (xi1 ) [ : : : [ V (xir )ed in generale la variet�a di un ideale monomiale I �e data dall'unione di certi sottospazivettoriali di Kn visto come spazio vettoriale.82



De�nizione 18.5. Sia I un ideale monomiale. PoniamoC(I) := f� 2 Zn�0jx� 62 Iginsieme dei monomi nel complemento di I.C(I) corrisponde a S del teor. 18.1.Poniamo e1 = (1; 0; : : : ; 0); e2 = (0; 1; 0; : : :); : : : ; en = (0; : : : ; 0; 1) corrispondenti ai monomix1; x2; : : : ; xn. De�niamo i sottospazi coordinati di Zn�o come gli insiemi de�niti da <ei1 ; : : : ; eir >Z�0� Zn�0 per qualche i1 < : : : < ir. Il teorema seguente a�erma che isottospazi vettoriali di V (I) corrispondono ai sottospazi coordinati in C(I).Teorema 18.6. Sia I un ideale monomiale. ValeW := \i 62fi1;:::;irgV (xi) � V (I) , < ei1 ; : : : ; eir >Z�0� C(I)In particolare W �e un sottospazio vettoriale di Kn di dimensione r.Dimostrazione) W contiene il punto p di coordinate � xi = 0 se i 62 fi1; : : : ; irgxi = 1 se i 2 fi1; : : : ; irg : Quindi p2 V (I): Se � 2<ei1 ; : : : ; eir >Z�0 abbiamo che x� calcolato in p vale 1 e quindi x� 62 I; cio�e � 2 C(I):( Sia < ei1 ; : : : ; eir >Z�0� C(I): Allora se x� 2 I in x� compare una variabile diversa daxi1 ; : : : ; xir : Pertanto x� 2 I(W ): Abbiamo provato che I� I(W ) e quindi W� V (I) comevolevamo.Lemma 18.7. Sia I un ideale monomiale. C(I) �e dato da una unione �nita di traslatidi sottospazi coordinati.Dimostrazione Se I �e principale ed �e generato dal monomio x� alloraC(I) = [ni=1 �[�i�1j=0 f(�1; : : : ; �n) 2 Zn�0j�i = jg� (18:4)Per induzione, se la propriet�a �e vera per gli ideali generati da k � 1 monomi allora seI = (m1; : : : ;mk) abbiamo C(I) = C(m1; : : : ;mk�1) \ C(mk)e quindi la propriet�a �e vera per I.Lemma 18.8. Sia I un ideale monomiale e sia W un sottospazio coordinato in Zn�0. Se9 a 2 Zn�0 tale che W + a � C(I) allora W � C(I).Dimostrazione La propriet�a �e vera se I �e principale (si veda (18.4)). Quindi la tesi sidimostra per induzione sul numero dei generatori di I come nel lemma precedente.83



Proposizione 18.9. Sia I un ideale monomiale. Il grado del polinomio di Hilbert di Icoincide con la massima dimensione di un sottospazio vettoriale incluso in V (I).Dimostrazione Per il teorema 18.6 la massima dimensione di un sottospazio incluso in V (I)�e uguale alla massima dimensione di un sottospazio coordinato in C(I). Per il lemma18.8la massima dimensione di un sottospazio coordinato incluso in C(I) �e uguale alla massimadimensione di un traslato di un sottospazio coordinato incluso in C(I). Per il lemma 18.7C(I) = [pi=1Ci dove Ci sono traslati di sottospazi coordinati. AlloraPI(s) = ]C(I)�s = ] ([pi=1Ci)�sNotiamo che se Cj �e un traslato di uno spazio coordinato di dimensione p allora ](Cj )�s �eun polinomio in s di grado p. Usando il lemma 17.7 per valutare ([pi=1Ci)�s ed il fatto chel'intersezione di due distinti traslati di sottospazi coordinati C1 e C2 �e ancora un traslatodi un sottospazio coordinato di dimensione minore di max (dim C1; dim C2) segue la tesi.Corollario 18.10. Sia I un ideale di K[x1; : : : ; xn] e sia �ssato un ordine monomialegraduato. Il grado del polinomio di Hilbert di I coincide con la massima dimensione di unsottospazio vettoriale incluso in V (LT (I)).Dimostrazione Segue dalla prop. 18.9 e dal teorema di Macaulay 17.2.Lemma 18.11. Sia I un ideale. AlloraLT (pI) �pLT (I)Dimostrazione Se m �e un monomio in LT (pI), allora LT (f)jm per qualche f 2 pI.Pertanto 9 q tale che fq 2 I da cui LT (fq) = LT (f)qjmq e quindi mq 2 LT (I) che �e latesi.Lemma 18.12. Sia I un ideale monomiale, alloradeg PI = deg PpIDimostrazione Abbiamo V (I) = V (pI) e quindi la tesi segue dalla prop. 18.9.Teorema 18.13. Sia K algebricamente chiuso. Sia V = V (I) una variet�a algebrica.Allora dim V = deg PIDimostrazione Per la de�nizione 18.3 abbiamo che dim V = deg PI(V ). Dal teorema deglizeri di Hilbert 6.10 segue I(V ) = pI. Quindi �e su�ciente provare chedeg PI = deg PpI84



Dalla inclusione I � pI segue subito la disuguaglianza deg PpI � deg PI . Inoltre per ilteorema 17.2 ed il lemma 18.12 seguedeg PI = deg PLT (I) = deg PpLT (I)Applicando il lemma 18.11 ed ancora il teorema 17.2 abbiamodeg PpLT (I) � deg PLT (pI) = deg PpIcome volevamo. Algoritmo per il calcolo della dimensioneUn semplice algoritmo per calcolare la dimensione di una variet�a V (I) � Kn su un campoK algebricamente chiuso basato sul corollario 18.10 e sul teorema 18.13 �e il seguente:se LT (I) = (m1; : : : ;mt) con mi monomi poniamoMj = fk 2 f1; : : : ; ngjxk divide mjg perj= 1; : : : ; t (Mj �e sempre non vuoto se I �e proprio). Sia alloraM = fJ � f1; : : : ; ngjJ\Mj 6=; per j= 1; : : : ; tg: E' facile veri�care chedimV (I) = n�minfjJ j : J 2 MgNel caso proiettivo la dimensione calcolata in questo modo va diminuita di 1L'algoritmo precedente�e implementato in COCOA col comando dim(R/I) che mostra la dimensione (a�ne)di V(I). In questo caso non bisogna aggiungere variabili ausiliarie a R. Questo �e il comando pi�u veloceper trovare la dimensione, e funziona bene anche per basi di Gr�obner molto grosse (centinaia o migliaia dielementi) quando invece il calcolo esplicito del polinomio di Hilbert risulta molto laborioso.EsercizioTorniamo a studiare i tre esempii) I� C[x; y; z] con base di Gr�obner data da (x2y; y3z; z5; xz)ii) I� C[x; y; z] con base di Gr�obner data da (x2; xy; y3; yz10; z7)iii) I� C[x1; x2; x3; x4] con base di Gr�obner data da (x21; x22; x23; x1x4; x2x4; x3x4)Determinare dim V(I) (a�ne) mediante l'algoritmo precedente.Risposta Nel caso i) dim V(I)= 1 e f1; 3g oppure f2; 3g 2 M di cardinalit�a minima.Nel caso ii) dim V(I)= 0 e f1; 2; 3g �e l'elemento diM di cardinalit�a minima.Nel caso iii) dim V(I)= 1 e f1; 2; 3g �e l'elemento diM di cardinalit�a minima.Nell' esercizio precedente, nel caso i) PI(z) = 3z + 12 e Reg(R/I)= 6: Nel casoii) PI(z) = 28; questo signi�ca che V(I) �e formato da 28 punti, contati con molteplicit�aopportune e Reg(R/I)= 8: Nel caso iii) PI(z) = 2z + 5 e Reg(R=I) = 2De�nizione 18.14. Sia V una variet�a proiettiva e sia PI(V ) = adtd+ : : :. Allora si ponedeg V := add!85



Esempio. Sia f 2 K[x0; : : : ; xn] un polinomio omogeneo di grado d. Consideriamol'ipersuper�cie V (f) � Pn. Alloradim V (f) = n� 1 deg V (f) = dInfatti per s � d dim K[x0; : : : ; xn]�s(f)s = �n+ sn ���n� d+ sn � == �sn + n(n� 1)2 � n! sn�1 + : : :���sn + n(n � 1) � 2dn2 � n! sn�1 + : : :� = d(n� 1)!sn�1 + : : :Nel caso di variet�a proiettive il polinomio di Hilbert e la funzione di Hilbert hanno una interpretazionecoomologica (formula di Riemann-Roch).I coe�cienti del polinomio di Hilbert hanno un signi�cato geometrico.La de�nizione 18.14 mostra che il coe�ciente di sd de�nisce il grado di V. Se V(I)= C �e una curvanonsingolare (dim(C)= 1) allora PI(s) = deg(C)s�g+1: C �e omeomorfa come super�cie di Riemannad una sfera con g manici e g si dice il genere di C. In questo caso il genere pu�o essere ricavato dal polinomiodi Hilbert. In particolare g= 0 se e solo se C �e razionale ( o unirazionale), quindi �e possibile stabilire dalpolinomio di Hilbert ( e quindi dalle equazioni che de�niscono C usando gli algoritmi visti in precedenza)se C �e razionale! Nel caso delle curve si ha FI(s) � PI(s) 8s � 0:Se S = V (J) � Pn �e una super�cie(i.e. dim = 2) allora valepJ (t) = d�t+ 22 �+ (1� g � d)(t + 1) + (pa + g)dove d = deg S, g �e il genere di una curva tagliata su S da un iperpiano generico e pa si dice il generearitmetico di S.Vogliamo adesso provare che il grado del polinomio di Hilbert di una variet�a alge-brica V �e uguale al grado di trascendenza su K del campo delle funzioni razionali di V .Abbiamo cos�� a disposizione una de�nizione alternativa di dimensione. Questo permetteanche di veri�care che quando K = C la de�nizione che abbiamo dato di dimensione coin-cide con quella usuale. Per semplicit�a consideriamo solo il caso a�ne, lasciando al lettorele semplici modi�che necessarie nel caso proiettivo.Ricordiamo che il grado di trascendenza su K di un campo K 0 che contiene K comesottocampo �e uguale al massimo numero di elementi di K 0 algebricamente indipendenti suK (quando questo numero �e �nito).Teorema 18.15. Sia V una variet�a e siaK algebricamente chiuso. Il grado del polinomiodi Hilbert dell' ideale I = I(V ) �e uguale al grado di trascendenza su K del campo dellefunzioni razionali K(V ). Pertanto si pu�o scriveredim V = deg trK K(V ) (18:5)86



La (18.5) �e presa spesso come de�nizione di dimensione. La de�nizione 18.3 ha il vantaggio di essereoperativa.Dimostrazione1) deg pI � deg tr K(V )Sia d = deg pI. Facciamo vedere che possiamo trovare d elementi di K[V ] che sonoalgebricamente indipendenti su K.Infatti dal corollario 18.10 esistono i1 < : : : < id compresi tra 1 e n tali che W :=\j =2fi1;:::;idgV (xj ) � V (LT (I)). Possiamo supporre, riordinando le indeterminate, chefi1; : : : ; idg = f1; : : : ; dg . Mostriamo che [x1]; : : : ; [xd] sono algebricamente indipendentisu K. Sia p un polinomio a coe�cienti in K tale che p([x1]; : : : ; [xd]) = [0]. Quindi[p(x1; : : : ; xd)] = [0] da cui p(x1; : : : ; xd) 2 I (18:6)Sia P il punto di coordinate (1; : : : ; 1; 0; : : : ; 0) (le prime d coordinate uguali a 1). AlloraP 2 W � V (LT (I)). Quindi ogni monomio in LT (I) si annulla in P e pertanto non pu�odipendere soltanto da x1; : : : ; xd. Siccome LT (I) �e un ideale monomiale segue LT (I) \K[x1; : : : ; xd] = 0. Quindi I \K[x1; : : : ; xd] = 0 (18:7)perch�e un elemento non nullo f 2 I\K[x1; : : : ; xd] darebbe LT (f) 2 LT (I)\K[x1; : : : ; xd].Da (18.6) e (18.7) segue immediatamente p = 0 come volevamo.2) deg pI � deg tr K(V )Poniamo sempre d = deg pI . Se �1; : : : ; �r 2 K(V ) sono algebricamente indipendenti,dobbiamo provare che r � d. Possiamo supporre che �i = [fi]=[f ] con [f1]; : : : ; [fr ]; [f ] 2K[V ], [f ] 6= 0. Sia N = maxfdeg f1; : : : ; deg fr ; deg fg. Se p 2 K[y1; : : : ; yr] ha grado� s allora fsp(f1=f; : : : ; fr=f) �e un polinomio in K[x1; : : : ; xn] di grado � Ns. Pertantosi pu�o de�nire il mor�smo�:K[y1; : : : ; yr]�s ! K[x1; : : : ; xn]�NsI�Nsdato da �(p) := [fsp(f1=f; : : : ; fr=f)]Vogliamo provare che � �e iniettiva. Sia pertanto p tale che [fsp(f1=f; : : : ; fr=f)] = 0Siccome K[x1;:::;xn]�NsI�Ns si inietta in K[V ] e quindi in K(V ) abbiamo [f ]sp(�1; : : : ; �r) = 0in K(V ) e quindi p(�1; : : : ; �r) = 0 in K(V ). Segue che � �e iniettiva. Quindi�r + sr � = dim K[y1; : : : ; yr ]�s � PI(Ns)da cui PI(Ns) �e un polinomio in s di grado � r e quindi deg pI � r come volevamo.Corollario 18.16. Due variet�a birazionalmente equivalenti hanno la stessa dimensione.87



19. RICHIAMI SUIMODULI NOETHERIANI E SUIMODULI GRADUATISia A un anello commutativo con unit�a. Un gruppo abeliano M si dice un A-modulo seesiste una moltiplicazione A �M ! M (denotata con am per a 2 A;m 2M) tale chea(m +m0) = am+ am0(a + a0)m = am + a0m(aa0)m = a(a0m)1m = m 8a; a0 2 A; 8m;m0 2MSe A �e uguale ad un campo K, M risulta quindi un K-spazio vettoriale.Ogni anello �e un modulo su se stesso e ogni ideale I� A �e in modo naturale un A-modulo.Se A f! B �e un mor�smo di anelli, B �e un A-modulo de�nendo a�b = f(a)b: Ogni gruppoabeliano �e uno Z � modulo ponendo ng= g + g + : : : + g (n volte) 8n � 0; 8g 2 G e(�1)g = �g:Un sottogruppo N� M si dice un sottomodulo se A�N � N: In particolare i sot-tomoduli di un anello visto come modulo su se stesso sono gli ideali. Se N� M e' unsottomodulo �e ben de�nito il modulo quoziente M=N: La somma diretta di A-moduli �e inmodo naturale un A-modulo. In particolare Ar = A�r si dice A-modulo libero di rango r.Esempio 19.1 Sia A un anello e siano f1; : : : ; fr 2 A:Syz(f1; : : : ; fr) = f(g1; : : : ; gr) 2 Arj rXi=1 gifi = 0g�e un A-modulo (sottomodulo di Ar) e si dice modulo delle sizigie su f1; : : : ; fr: Ad esempio(1,1,�x� y) 2 Syz(x2; y(y + 2x); x + y) � K[x; y]3:Un mor�smo di A-moduli f:M! N �e un mor�smo di gruppi tale che f(am) = af(m)8a 2 A; 8m 2 M: Ker f (risp. Im f) risulta in modo naturale un sottomodulo di M (risp.N). Sia M un A-modulo con A anello locale eM� A l'ideale massimale. Allora M/MM�e in modo naturale un A=M� modulo; quindi uno spazio vettoriale perch�e A=M �e uncampo. Un risultato fondamentale in questo contesto �e il19.2 Lemma di Nakayamaf1; : : : ; fk generano M come A-modulo, [f1]; : : : ; [fk] generanoM=MM comeA=M-spaziovettorialeDimostrazione ) �e ovvia( Sia N il sottomodulo di M generato da f1; : : : ; fk: Per ipotesi ogni m2M si pu�o scriverenella forma m= P ki= 1aifi + r con ai 2 A; r2 MM: Quindi M= N +MM: Vogliamoprovare M=N = 0: Altrimenti siano g1; : : : ; gn generatori minimali di MN = N+MMN =MMN :88



Dunque gn =Pni=1 bigi in MN con bi 2 M: Allora (1�bn)gn =Pni=2 bigi in MN . Siccome A �elocale 1�bn �e invertibile e gn risulta una combinazione lineare di g2; : : : ; gn contro l'ipotesidi minimalit�a.Successioni esatte Una successione di mor�smi di A-moduli: : :!Mi�1fi�1�!Mi fi�!Mi+1�! : : :si dice esatta se Im fi�1 = Ker fi 8i: In particolare quindi la composizione di due mor�smisuccessivi �e zero, cio�e fi �fi�1 = 0: Questa ultima condizione equivale a Im fi�1 � Ker fi.Ad esempio, dato f:M ! N abbiamof iniettivo , 0 ! M ! N esattaf suriettivo , M ! N ! 0 esattaUna successione esatta di tre moduli0 ! M ! N ! P ! 0si dice successione esatta corta. Una successione esatta: : :!Mi�1fi�1�!Mi fi�!Mi+1fi+1�! : : : (19:1)si spezza in tante successioni esatte corte : : :0 ! Ker fi�1 ! Mi�1 ! Im fi�1 ! 00 ! Ker fi ! Mi ! Im fi ! 00 ! Ker fi+1 ! Mi+1 ! Im fi+1 ! 0: : :dove la condizione di esattezza fa s�� che l'ultimo termine di una successione sia uguale alprimo termine della successiva.Viceversa le successioni esatte corte : : :0 ! Mi�1 ! Ni�1 ! Mi ! 00 ! Mi ! Ni ! Mi+1 ! 00 ! Mi+1 ! Ni+1 ! Mi+2 ! 0: : :si \rincollano" nella successione esatta lunga: : : ! Ni�1 ! Ni ! Ni+1 ! : : :Esercizio Dati M, N, P A-moduli con A locale e M � A massimale, si usi il lemma diNakayama per provare cheM ! N ! P ! 0 �e esatta , M=MM ! N=MN ! P=MP ! 0 �e esatta(Questo fatto si esprime dicendo che il funtore M7!M=MM �e esatto a destra)Esercizio 19.3. Sia K un campo. Se0�!M0�!M1�! : : :�!Mp�!089



�e una successione esatta di spazi vettoriali su K (K-moduli), provare chepXi=0(�1)idim Mi = 0Suggerimento: si cominci a provare il caso p = 2.Osservazione. Se 0 ! M=MM ! N=MN �e esatta anche 0 ! M ! N �e esatta manon vale il viceversa (controesempio istruttivo: M= N = A anello locale delle funzionirazionali in un intorno di p= (p1; : : : ; pn) 2 Kn dove K �e un campo, cio�e gli elementi di Ahanno la forma f(x1;:::;xn)g(x1;:::;xn) con g(p1; : : : ; pn) 6= 0; il mor�smo �e dato dalla moltiplicazioneper x1 � p1):Osservazione Se nella successione esatta (19.1) si ha Mi�1 = Mi+1 = 0 segueMi = 0: Se si ha Mi�1 = Mi+2 = 0 segue Mi ' Mi+1: Questa osservazione �e semplice mamolto utile.Proposizione 19.4 Sia M un A-modulo. Sono condizioni equivalenti:i) ogni catena ascendente di sottomoduli �e stazionariaii) ogni sottomodulo �e �nitamente generatoDimostrazione i)) ii) Sia per assurdo N�M non �nitamente generato. Allora esiste unasuccessione fmig di elementi di N tali che (m1) � (m1;m2) � (m1;m2;m3) � : : : e tuttele inclusioni sono strette.ii) ) i) Se M1 � M2 � : : : � Mi � : : : �e una catena di sottomoduli si considera [Mi che�e un sottomodulo �nitamente generato per ipotesi. Sia [Mi = (m1; : : : ;mt) con mi 2Mkie sia k= max(k1; : : : ; kt): Segue Mk =Mk+1 =Mk+2 = : : : come volevamoDe�nizione 19.5 Un A-modulo che soddisfa i) o ii) si dice noetheriano. Inparticolare un anello noetheriano �e un modulo noetheriano su se stesso.Teorema 19.6 Sia 0 ! M1 �! M �! M2 ! 0 esatta.M �e noetheriano , M1; M2 sono noetherianiDimostrazione) Ogni catena ascendente in M1 �e una catena ascendente in M e dunque �e stazionaria. SefNig �e una catena ascendente in M2 allora ��1(Ni) �e stazionaria per ipotesi. Siccome�(��1(Ni)) = Ni segue la tesi.( Sia Ln una catena ascendente in M. Allora Ln\M1 �e stazionaria inM1 e �(Ln) �e stazionariain M2 'M=M1: Quindi se n � N seguea) Ln +M1 = Ln+1 +M1b) Ln \M1 = Ln+1 \M1Sia ln+1 2 Ln+1: Da a) segue ln+1 = ln +m con ln 2 Ln; m2 M1: Quindi m= ln+1 � ln 2Ln+1 \M1 = Ln \M1 per b), da cui ln+1 2 Ln: Pertanto Ln �e stazionaria.Corollario 19.7 Se fMigi=1;:::;k sono A-moduli noetheriani allora �ki=1Mi �enoetheriano 90



Dimostrazione Per induzione su k dalla successione0 ! �k�1i=1Mi ! �ki=1Mi ! Mk ! 0Corollario 19.8 Sia A un anello noetheriano e M un A-modulo.M �e noetheriano, M �e un quoziente del modulo libero Ar per qualche r2 N:(la seconda condizione equivale a dire che M �e �nitamente generato).Dimostrazione ( Ar �e noetheriano per il corollario precedente ed ogni quoziente di Ar �enoetheriano per il teorema 19.6.) Se M �e generato da m1; : : : ;mk il mor�smo Ak !M dato da (a1; : : : ; ak) 7!Pki=1 aimi�e suriettivo.In particolare il corollario precedente caratterizza tutti i moduli noetheriani Msull'anello S = K[x0; : : : ; xn]: Ogni M appare in una successione esatta0�!K�!Sr�!M�!0dove K �e un sottomodulo di Sr. Lo studio degli S-moduli noetheriani si riconduce quindia quello dei sottomoduli di Sr.Ricordiamo che un anello A si dice graduato se A = �d2NAd con Ad sottogruppitali che Ad � Ae � Ad+e 8d; e 2 N. L'esempio principale di anello graduato �e dato daS = K[x0; : : : ; xn]. Gli elementi di Ad si dicono di grado d.Sia A un anello graduato, un A-modulo M si dice graduato se M = �d2ZMd e valeAdMe �Md+e. In particolare S �e un S-modulo graduato.De�nizione 19.9. Sia M un modulo graduato e sia d 2 Z. Il modulo graduato M(d) �eun modulo isomorfo a M con graduazione M(d)e :=Md+eUn mor�smo di moduli graduati f :M ! N �e un mor�smo di moduli tale che f(Md) � Nd.Un A-modulo graduato libero di rango r �e per de�nizione isomorfo a �ri=1A(di) per qualchedi 2 Z.Esempi 19.10. Se a 2 Sd allora S f�!S(d) de�nito da f(s) := as �e un mor�smodi moduligraduati. Un mor�smo di moduli graduati F :�ri=1S(ai) !�sj=1S(bj) �e rappresentato dauna matrice s � r a coe�cienti polinomi omogenei. Precisamente il coe�ciente di posto(j; i) �e un polinomio omogeneo di grado bj � ai. Notiamo che se conosciamo i gradi deglielementi di una riga e di una colonna sono individuati i gradi degli elementi di tutta lamatrice.20. SIZIGIEEsempio 20.1 Sia A= K[x1; : : : ; xn] e sia I= (f1; : : : ; fk) un ideale di A. Si ha al-91



lora la successione esatta 0 ! syz(f1; : : : ; fk) ! Ak ! I ! 0, da cui per il teorema19.6syz(f1; : : : ; fk) �e noetheriano (si veda l'esempio19.1). In particolare esistono (gj1; : : : gjk) 2syz(f1; : : : ; fk) (j= 1; : : : ; s) generatori. Quindi se Pki=1 gifi = 0 segue (g1; : : : ; gk) =Psj=1 aj (gj1; : : : ; gjk) cio�e una qualunque sizigia �e combinazione lineare di un numero �nitodi sizigie �ssate. Questo fatto fu provato per la prima volta da Hilbert (Math. Ann. 1890)e la sua soluzione fu una delle motivazioni del Basissatz (teor. 1.2).Risoluzioni libere Sia A un anello noetheriano e M un A-modulo noetheriano.Pertanto abbiamo una risoluzione 0 ! K1 ! F0 ! M ! 0 con F0 libero, dove K1 �e ilmodulo delle sizigie sui generatori di M. Anche K1 �e noetheriano, quindi si ottiene 0 !K2 ! F1 ! K1 ! 0 dove F1 �e libero e K2 �e il modulo delle sizigie sui generatori di K1(sizigie delle sizigie). Continuando in questo modo si ottiene una risoluzione libera: : :! Fn ! : : :! F2 ! F1 ! F0 !M ! 0La risoluzione non �e unica ma dipende dai generatori scelti. In generale la risoluzioneprecedente continua a sinistra con in�niti termini.20.2 Teorema delle sizigie di Hilbert Sia S= K[x1; : : : ; xn] e sia M un S-modulo�nitamente generato.i) Esiste una risoluzione libera della forma0 ! Fn ! : : : ! F2 ! F1 ! F0 ! M ! 0ii) Se M �e graduato si pu�o scegliere la risoluzione in i) formata da moduli graduati liberi eda mor�smi di moduli graduati.Dimostreremo alla �ne di questo paragrafo il teorema 20.2.Si dice che la lunghezza della risoluzione precedente �e n, e si chiama dimensioneproiettiva di M ( pd(M) ) la minima lunghezza di una risoluzione libera di M. In particolareM �e libero se e solo se pd(M)= 0 e pd misura \di quanto M non �e libero". Il teorema dellesizigie a�erma che dopo n passi le sizigie non hanno relazioni, cio�e il modulo delle sizigie�e libero. Dunque pd(M)� n per ogni S-modulo M . Dimostreremo il teorema delle sizigiealla �ne di queste note, insieme ad un algoritmo di calcolo per le risoluzioni libere.In particolare il teorema delle sizigie si applica al caso in cui M �e un ideale di S. Inquesto caso si cercano quindi le sizigie di un insieme di polinomi ff1; : : : ; fkg: Notiamo chei mor�smi che appaiono nelle risoluzioni libere di S-moduli sono rappresentati da matricicon coe�cienti polinomi e le sizigie sono le relazioni tra le righe di queste matrici.Il teorema delle sizigie �e falso per moduli noetheriani su anelli diversi da K[x1; : : : ; xn] =S: Ad esempio si pu�o provare che l'ideale I = (x0; x2; x4) nell'anelloS0 = K[x0; x1; x2; x3; x4; x5]=(x0x1 � x2x3 + x4x5)non ammette una risoluzione libera �nita di S0-moduli. Geometricamente V(I) �e un piano92



proiettivo nella quadrica di Klein. Questo esempio �e legato alla rappresentazione spin delgruppo ortogonale.Esempio Il campo K �e un S-modulo ed il nucleo del mor�smo S ! K ! 0 �eformato dall'ideale I = (x1; : : : ; xn): Il nucleo W del mor�smo Sn ! I ! 0 �e generatodagli elementi (x2;�x1; 0; : : : ; 0); (x3; 0;�x1; 0; : : : ; 0); : : : e si ha quindiS(n2 ) ! W ! 0Continuando in questo modo si ottiene la risoluzione di lunghezza n0! S(nn ) ! S( nn�1 )! : : :! S(n2 )! S(n1 ) ! S! K! 0 (20:1)che �e un caso particolare del cosiddetto complesso di Koszul. Si pu�o provare che pd(K)= n;cio�e il massimo consentito dal teorema delle sizigie.Nel contesto dei moduli graduati la (20.1) diventa0�!S(�n)�!S(�n+ 1)( nn�1)�! : : :�!S(�2)(n2)�!S(�1)(n1)�!S�!K�!0 (20:2)Osservazione Se A �e locale �e ben de�nita una unica risoluzione minimale di ogniA-modulo �nitamente generato M (vedi ad esempio E.Kunz, Commutative algebra andalgebraic geometry). La risoluzione minimale: : :�!F1�!F0�!M�!0ha la propriet�a che quozientando per l'ideale massimaleM� A tutti i mor�smi indottiFiMFi ! Fi�1MFi�1sono nulli. In questo caso i ranghi dei moduli liberi che appaiono nella risoluzione minimalesi dicono i numeri di Betti di M. Considerazioni analoghe si possono ripetere quando M �eun S-modulo graduato. In questo caso una risoluzione libera �e minimale se quozientandoper l'ideale massimale irrilevante (x1; : : : ; xn) si ottengono mor�smi nulli. Questo equivalea chiedere che le matrici associate ai mor�smi (si veda l'esempio 19.10) non contenganocoe�cienti costanti non nulli.Esempi. Se W consiste nell'unione di tre punti non allineati in P2 allora il modulo grad-uato I(W ) ha risoluzione minimale data da0�!S(�3)2�!S(�2)3�!I(W )�!0In un opportuno sistema di coordinate omogenee (x; y; z) i mor�smi della risoluzione prece-dente sono dati da 93



0�!S(�3)20BB@ z z�y 00 �x1CCA�! S(�2)3(xy xz yz )�! I(W )�!0Se W 0 consiste nell'unione di tre punti (distinti) allineati in P2 allora il modulo graduatoI(W 0) ha risoluzione minimale data da0�!S(�4)�!S(�1)� S(�3)�!I(W 0)�!0In questo secondo caso i mor�smo sono dati da0�!S(�4) yz(y � z)�x !�! S(�1)� S(�3)(x yz(y � z) )�! I(W 0)�!0Se M �e un S-modulo graduato �nitamente generato alloraFM (t) = dim Mtsi dice funzione di Hilbert (proiettiva) di M .Si pu�o provare che FM (s) �e un polinomio numerico per s � 0 (che si dice polinomio diHilbert di M).In entrambi gli esempi precedenti il polinomio di Hilbert (proiettivo) �e lo stesso, infattipI(W )(t) = pI(W 0)(t) = �t+ 22 �� 3 = 12(t2 + 3t� 4)(vedi esempio 17.4)Esercizio. Sia S = K[x0; : : : ; xn]. Provare cheFS(d)(t) = n �d+t+nn � se t � �d� n0 se t � �d� n� 1Esercizio. Se 0�!M0�!M1�! : : :�!Mp�!0�e una successione esatta di S-moduli graduati provare chekXi=0 fMi(t) = 0 kXi=0 PMi(t) = 0Suggerimento: si tenga conto dell' eserc. 19.3Osservazione. Le funzioni ed i polinomi di Hilbert possono essere calcolati anche dallerisoluzioni, ad esempiopI(W )(t) = 3pS(�2)(t) � 2pS(�3)(t) = 3�t2�� 2�t � 12 � = 12(t2 + 3t� 4)94



Per quanto riguarda le funzioni di Hilbert (proiettive) abbiamoFI(W )(t) = pI(W )(t) per t � 1FI(W )(t) = 0 per t � 0mentre FI(W 0)(t) = pI(W 0)(t) per t � 2FI(W 0)(1) = 1FI(W 0)(t) = 0 per t � 0I moduli I(W ) e I(W 0) hanno quindi regolarit�a diversa.I gradi che appaiono nella risoluzione minimale (graduata) di un modulo graduato M sidicono ancora i numeri di Betti di M .Le risoluzioni libere di ideali omogenei associati a variet�a proiettive ri
ettono propriet�a geometriche dellevariet�a stesse. Questo legame �e oggetto attuale di ricerca (congetture di Green).Per dimostrare il teorema delle sizigie �e necessario estendere la teoria delle basidi Gr�obner al contesto pi�u generale dei sottomoduli di Sm: Indichiamo con ei l'elemento(0,: : : ; 1; : : : ; 0) 2 Sm (1 al i-esimo posto) e sia Em = fe1; : : : ; emg � Zm�0: Un monomiodi Sm �e un elemento della forma mei con m monomio in S. Quindi i monomi di Sm sonoassociati in modo naturale agli elementi di Zn�0�Em � Zn+m�0 : Un sottomodulo monomialedi Sm �e per de�nizione un sottomodulo generato da monomi. Analogamente a quanto vistoper gli ideali (prop. 2.6) si pu�o veri�care che esiste unica base minimale di monomi persottomoduli monomiali. Per la noetherianit�a tale base �e �nita e pu�o essere estratta da unqualunque insieme di monomi generatori.Esercizio Sia M un sottomodulo monomiale di Sm: Alloraf2 M , ogni termine di f appartiene a MCenno agli ordini monomiali per moduliE' de�nito in Sm (e quindi in ogni suo sottomodulo) un ordine parziale naturale sui monomidato da mei j m0ej se e solo se m j m0 e i= j: Se i monomi sono identi�cati con a,b 2Zn�0 �Em � Zn+m�0 questo equivale a dire che a divide b se e solo se a1 � b1; : : : ; an+m �bn+m: Un ordine < sui monomi di Sm si dice compatibile con la moltiplicazione se a < bimplica ac < bc 8a; b 2 Sm; c2 S:La proposizione seguente generalizza il corollario 1.9.Proposizione 20.3 Sia > un ordine sui monomi di Sm che sia totale e compatibile conla moltiplicazione. Sono equivalenti:i) > �e un buon ordinamentoii) > ra�na l'ordine parziale naturale 95



Dimostrazione i)) ii) se ii) non �e veri�cata esiste x�ei j x�ei con � > �: Quindi x� = x�x
con 
 < 0 (ordine indotto su Zn�0) e quindi 1 > x
 . Allora la catena 1> x
 > x2
 > : : : >xn
 non ammette minimo.ii)) i) se A �e un qualunque insieme di monomi sia fx�1ei1 ; : : : ; x�keikg con x�1ei1 < : : : <x�keik un insieme di generatori estratto da A per il sottomodulo generato da A. Allorax�1ei1 �e il minimo di A.De�nizione 20.4 Un ordine sui monomi di Sm che sia totale, compatibile con lamoltiplicazione e soddis� i) o ii) della prop. 20.3 si dice un ordine monomiale. Analoga-mente al caso degli elementi di S, se f2 Sm �e de�nito il leading term LT(f) rispetto ad unordine monomiale.Un esempio di ordine monomiale su Sm �e il LEX secondo cui a < b se e solo seil primo coe�. 6= 0 (da sinistra) di a � b 2 Zn+m �e negativo. Quindi se m;m0 2 S conm < m0 nell'usuale LEX si ha mei < m0ej 8i; j; mentre ad esempio xe1 > xe2 > : : : > xen:Analogamente si possono de�nire DEGLEX e DEGREVLEX.Molte propriet�a viste per gli ideali di S si estendono in modo naturale ai sottomodulidi Sm: Vediamo alcuni risultati, lasciando al lettore i dettagli.Sia �ssato un ordine monomiale su Sm: Se M �e un sottomodulo di Sm �e de�nitoil sottomodulo monomiale LT(M), generato da LT(f) per f2 M: Un insieme di generatorif1; : : : fk di M tale che LT(f1); : : : LT (fk) generano LT(M) si dice base di Gr�obner per M.Si pu�o de�nire un algoritmo di divisione in Sm come nel caso dei polinomi (si vedail teorema 1.12). In particolare se divido f2 Sm per f1; : : : fk 2 Sm si ha f= kPi=1 qifi+ r conqi 2 S; r2 Sm; nessun termine di r �e divisibile per LT(fi) e LM(qifi) � LM(f): L'algoritmotermina sempre per il buon ordinamento. Nel caso in cui si divide per una base di Gr�obnerfg1; : : : gkg di M� Sm si ottiene che dato f2 Sm; 9!g 2 (g1; : : : ; gk); r2 Sm tali che f = g+re nessun termine di r �e divisibile per LT (gi) (analogo del teorema 2.11). Vale quindi il20.5 Criterio di appartenenza per i moduli (vedi coroll. 2.13 e algoritmo 3.3)f 2M , -fG = 0(-fG �e il resto della divisione per una base di Gr�obner G di M)Siano f,g2 Sm; con un ordine moniomiale �ssato e sia LT(f)= c1f 0ei: LT(g)= c2g0ejcon c1; c2 2 K; f 0, g0 monomi. Sia x
 = m:c:m:(f 0; g0): PoniamoDe�nizione 20.6. S(f; g) := n 0 se i 6= jx
c1f 0 f � x
c2g0 g se i = jIn particolare LT( x
c1f 0 f) = LT ( x
c2g0 g) = x
ei e questi termini si cancellano, quindiLT (S(f; g)) < x
ei96



Vale ancora l'analogo del teorema 3.120.7 Criterio di Buchberger per i moduli Siano g1; : : : ; gt generatori di M� Sm:G= fg1; : : : ; gtg �e base di Gr�obner per M , S(gi; gj)G = 0 8i; jIl criterio d�a un algoritmo e�ciente per calcolare una base di Gr�obner da un insieme digeneratori G aggiungendo successivamente a G gli eventuali resti non nulli delle divisionidegli elementi S(gi; gj) per G. Trovata una base di Gr�obner si pu�o poi estrarre l'unica basedi Gr�obner ridotta. Il lettore pu�o provare a dimostrare il criterio di Buchberger per imoduli utilizzando i teoremi successivi di questo capitolo. I dettagli sono in [E].Questo algoritmo �e implementato in Cocoa. Un modulo M� Sm �e de�nito dalle righe di una matrice conm colonne ed il comando gbasis(M) fornisce la base di Gr�obner ridotta. Il comando mod non d�a il resto inquesto caso, per�o si pu�o ugualmente veri�care l'appartenenza di un elemento ad un sottomodulo di Smcalcolando le sizigie come vedremo.Eercizio. (generalizzazione del teor. 17.8) Sia M un S-modulo graduato �nitamentegenerato. Provare che FM (s) �e un polinomio numerico per s� 0.I comandi Hilbert(M) e Hilbertfn(M) sono implementati in CoCoA anche nel caso di sottomoduliM � Sr .De�nizione 20.8 Abbiamo S= K[x1; : : : ; xn] e poniamo Sk = K[xk+1; : : : ; xn]: SeM� Sm sia Mk =M \ (Sk)m il k-esimo modulo di eliminazione.Teorema 20.9 Se G �e una base di Gr�obner per M rispetto all'ordine monomialeLEX allora Gk = G \ (Sk)m �e base di Gr�obner per Mk:La dimostrazione �e analoga al caso degli ideali di S (teor. 4.2).L'eliminazione di variabili �e utile anche per calcolare l'intersezione di sottomodulidi Sm; come nel caso degli ideali di S. Siano infatti M1;M2 � Sm e consideriamo S�K[x1; : : : ; xn; t] (t variabile ausiliaria). Sia tM1 il sottomodulo di K[x1; : : : ; xn; t]m generatodagli elementi tm com m2M1 e analogamente consideriamo (1�t)M2 � K[x1; : : : ; xn; t]m:E' facile veri�care la formulaM1 \M2 = [tM1+(1� t)M2]\Sm (analoga della prop. 4.3)e quindi l'intersezione M1 \M2 pu�o essere calcolata eliminando la variabile t usando ilteorema precedente.Osserviamo a questo proposito che i comandi Elim e Intersect di Cocoa sono implementati anche nel casodi sottomoduli di Sm: Calcolo delle sizigieDe�nizione 20.10. Siano m1; : : : ;mt termini in Sm; quindi mi = cix�iek(i): Per ognicoppia di indici i,j tali che k(i) = k(j) poniamo mij = m:c:m:(x�i ;x�j)cjx�j allora S(mi;mj) =mjimi �mijmj = 0 e quindi�ij :=mjiei �mijej 2 Syz(m1; : : : ;mt) = fPhieijPhimi = 0g:Proposizione 20.11 Con le notazioni della def. 20.10 gli elementi �ij 8i; j taliche i < j e k(i) = k(j) generano Syz(m1; : : : ;mt)97



Dimostrazione E' su�ciente provare la tesi quandom1; : : : ;mt 2 S (cio�e quando m= 1): SiaT il sottomodulo di Syz(m1; : : : ;mt) generato da �ij: Se h= (h1; : : : ; ht) 2 Syz(m1; : : : ;mt)de�niamo �(h) = maxi (multigrado(himi))Se per assurdo Syz(m1; : : : ;mt)nT 6= ; scegliamo h 2 SyznT con minimo �(h): Consideri-amo gli indici v tali che multigrado(LT(hv)mv) = �: QuindiPLT (hv)mv = 0 e nel lemma20.12 vedremo che h0 =PLT (hv)ev 2 T: Ma �(h� h0) < �(h) da cui una contraddizione.Lemma 20.12. (generalizzazione del lemma 2.17) Con le notazioni della dim. dellaprop. 20.11 se Pkv=1LT (hv)mv = 0 e x� = LM(hv)LM(mv) 8v = 1; : : : ; k allora h0 :=Pkv=1LT (hv)ev 2 T .Dimostrazione PoniamoLT (hv) = �vLM(hv) emv = cvLM(mv). Per ipotesiPkv=1 �vcv =0. Sia x
vs := m:c:m: (LM(hv); LM(hs))in modo che mvs = x
vscsLM(ms) . Abbiamotauij = mjiei �mijej = x
jieiciLM(mi) � x
ij ejcjLM(mj )da cui x��
ij �ij = LM(hi)eici � LM(hj )ejcj (20:3)Pertanto abbiamoh0 = kXv=1�vcvLM(hv)evcv = kXv=1�vcv0@ vXj=1 LM(hj)ejcj � LM(hj�1)ej�1cj�1 1A == kXj=1 LM(hj )ejcj � LM(hj�1)ej�1cj�1 kXv=j �vcvL'addendo per j = 1 dell'ultima sommatoria �e nullo per ipotesi e quindi usando anche(20.3) rimane h0 = kXj=2 x��
j;j�1�j;j�10@ kXv=j �vcv1A 2 Tcome volevamo. 98



De�nizione 20.13. Sia ora g1; : : : gt una base di Gr�obner per (g1; : : : ; gt) � Sm e siaLT (gi) = cix�iek(i): Per ogni coppia di indici i; j tali che k(i) = k(j) e tali che i < jponiamo mij = m:c:m:(x�i ;x�j)cjx�j ; allora S(gi; gj) = mjigi � mijgj = tPu=1f i;ju gu con f i;ju 2 Sdall'algoritmo di divisione (qui usiamo l'ipotesi che la base sia di Gr�obner) e quindi�ij := mjiei �mijej � tPu=1 f i;ju eu 2 Syz(g1; : : : ; gt):E' importante osservare che dall'algoritmo di divisione seguemultigrado(f i;ju gu) �multigradoS(gi; gj) < multigrado(mjigi) = multigrado(mijgj)quindi gli addendi dell'espressione di �ij non si cancellano.Teorema 20.14. (Schreyer) Se g1; : : : gt �e base di Gr�obner per il sottomodulo (g1; : : : ; gt) �Sm allora �ij de�nite con 20.13 per i < j sono una base di Gr�obner per Syz(g1; : : : ; gt) (perun ordine de�nito nel corso della dimostrazione); in particolare generano Syz(g1; : : : ; gt).Dimostrazione De�niamo un ordine monomiale in �tj=1Sej = St ponendomeu > nev se e solo se LT(mgu) > LT (ngv) oppure LT(mgu) = LT (ngv) e u< v: E' facileveri�care che l'ordine appena de�nito �e un ordine monomiale. Abbiamo gi�a osservato cheLT(mjigi) = LT (mijgj) > LT (f i;ju gu) 8u; pertanto con l'ordine monomiale sopra de�nitoabbiamo LT(�ij) = mjiei: Quindi se � =P fvev 2 Syz(g1; : : : ; gt) �e su�ciente provare cheLT(� ) �e un multiplo di mjiei per qualche i,j con i< j: Sia nv = LT (fv) per v= 1; : : : ; t;dunque LT(fvev) = nvev: Questi termini non possono cancellarsi, quindi LT(� ) = npepper qualche p. Sia � = P0 nvev la somma sugli indici v tali che LM(nvgv) = LM(npgp):Gli indici di questa somma devono essere � p perch�e LT(� ) = npep e per come abbiamode�nito l'ordine monomiale su St: Quindi P0 nvLT (gv) = 0 e � �e una sizigia su LT(gv)con v� p: Per la proposizione 20.11 � �e combinazione di mjiei �mijej con i; j � p e quindinp appartiene all'ideale generato da mjp con j> p come volevamo.Il teorema precedente �e particolarmente importante perch�e d�a un algoritmo peril calcolo delle sizigie di una base di Gr�obner, semplicemente attraverso l'algoritmo didivisione. Siccome si ottiene automaticamente una base di Gr�obner per Syz, il procedi-mento pu�o essere iterato per calcolare le sizigie delle sizigie e cos�� via, �no ad ottenere unarisoluzione libera del modulo generato da g1; : : : ; gt:Se si vuole calcolare Syz(f1; : : : ; fk) dove f1; : : : ; fk sono elementi qualunque diSm; l'algoritmo di Buchberger permette di calcolare una base di Gr�obner g1; : : : ; gt per ilmodulo generato da f1; : : : ; fk: L'algoritmo (attraverso i resti di S(fi; fj)) d�a anche comesottoprodotto le espressioni esplicite gi = P aijfj e le espressioni delle �ij del teorema (siriveda l'oss. alla �ne del x8). E' facile veri�care che sostituendo gi =Paijfj nelle sizigie sufgig date da �ij si ottengono tutte le sizigie su ffig: Con sostituzioni successive si trovanoanche le sizigie delle sizigie e cos�� via. 99



Teorema 20.15 Con le notazioni del teorema precedente, ordiniamo g1; : : : ; gtin modo tale che quando LT(gi) = �iek(i); LT(gj) = �jek(j) con k(i)= k(j) allora i < j see solo se �i > �j secondo LEX su K[x1; : : : ; xn]: Se x1; : : : ; xs mancano da LT(gi) allorax1; : : : ; xs; xs+1 mancano da LT(�ij) per i < j.Dimostrazione Ricordiamo che LT(gi) = cix�iek(i) e che LT(�ij) = mjiei con mji =m:c:m:(x�i ;x�j)cix�i (con l'ordine monomiale de�nito nel corso della dimostrazione del teorema20.14). Dal momento che i < j per la costruzione fatta x1; : : : ; xs mancano ancge daLT (gj). Siccome x1; : : : xs non appaiono in LT(gi); LT (gj) e LT(gi) � LT (gj) secondo LEXsegue che xs+1 appare in LT(gi) a potenza maggiore che in LT(gj): Quindi xs+1 non apparein mji come volevamo.Dimostrazione del teorema 20.2 delle sizigie di Hilbertii) segue da i) con considerazioni elementari, pertanto ci limitiamo a provare i). Sia(g1; : : : ; gt) una base di Gr�obner per M. Abbiamo0 ! Syz(g1; : : : ; gt) ! St ! M ! 0 e possiamo costruire per il teorema 20.15 una basedi Gr�obner per Syz dove non appare x1 nei leading term. Allo stesso modo i leading termdelle sizigie di tale base non contengono x1; x2: Dopo n passi otteniamo un modulo dovetra i leading term dei generatori non compaiono x1; : : : ; xn e quindi i generatori stessi noncontengono x1; : : : ; xn: Tale modulo �e quindi generato da alcuni tra gli ei; ed �e perci�o libero.La dimostrazione precedente �e costruttiva e permette di costruire una risoluzionelibera di un qualunque S-modulo noetheriano se sono noti i suoi generatori. Nelle appli-cazioni �e su�ciente saper calcolare le divisioni rispetto ad un ordine �ssato.Osservazione. Un lavoro di Bayer-Stillman (Inventiones math. 87(1987)) mostra cheDEGREVLEX �e mediamente l'ordine pi�u e�ciente per calcolare le sizigie.In Cocoa sono implementati i comandi Syz(I) e MinResolution(I) dove I pu�o essere un ideale di S o unsottomodulo di Sm: Gli interi che appaiono nelle risposte sono i gradi (numeri di Betti) che hanno sensosolo nel caso omogeneo. Si trovano variazioni di questi comandi attraverso Help. Pu�o essere istruttivocalcolare la risoluzione dell'ideale massimale (x1; : : : ; xn) � K[x1; : : : ; xn] (complesso di Koszul).Esercizio Sia I= (w2 � xz;wx� yz; x2 �wy; xy � z2; y2 �wz) � K[w; x; y; z] = S:Si calcoli la risoluzione dell' S-modulo S=I assumendo DEGREVLEX.In�ne osserviamo che se f 2 (f1; : : : ; fr) � Sm allora in Syz(f; f1; : : : ; fr) c'�e un elementocon una costante al primo posto (e viceversa!) e questo permette di risolvere il problema di appartenenzaper sottomoduli di Sm attraverso il calcolo delle sizigie (comando Syz di Cocoa).100
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APPENDICEINTRODUZIONE ALL'USO DI COCOACoCoA �e un sistema di calcolo simbolico, scritto da A. Giovini e G. Niesi, Dipartimentodi Matematica, Universit�a di Genova. Pu�o essere copiato e distribuito gratuitamente, conla condizione che il sistema sia citato in ogni ricerca che ne fa uso. Esistono versioni perpersonal computer Macintosh e MS/DOS, e recentemente �e disponibile anche una versioneUNIX.Il \nocciolo" del programma �e costituito da una implementazione dell' algoritmo di Buch-berger (in una versione pi�u e�ciente di quella vista nel x3). La maggior parte dei comandisfrutta questo algoritmo. Molti di essi sono descritti nelle note che precedono questaappendice.Si rimanda al manuale per una descrizione completa del sistema. Qui vogliamo solointrodurre alcuni comandi elementari (essenzialmente quelli che ancora non fanno usodell'algoritmo di Buchberger). Ci riferiamo principalmente alla versione MS/DOS.Anello di base. Il sistema esegue calcoli in un anello K[x1; : : : ; xn]. Viene assuntoall'inizio un anello chiamato R con 4 indeterminate t; x; y; z (in quest'ordine!) concar K = 0 e l'ordine DEGREVLEX (vedi x1). Tutti questi parametri possono esserecambiati con l'istruzione Ring. Ad esempio Ring(R; 0; abcde; 1; lex) de�nisce un anelloR = K[a; b; c; d; e] dove carK = 0, con l'ordine lex. Il parametro 1 signi�ca che tutte levariabili hanno peso 1 e si consiglia inizialmente di non cambiarlo.Importante: per eseguire una istruzione in Cocoa bisogna terminare con Ctrl+Enter(Enter su Macintosh).Operazioni algebriche.La sintassi �e quella usuale. Ad esempio (x^ 2+y^ 2)/(x+y) �e(x2+y2)(x+y) . Gli esponenti possono essere impostati anche con Alt 1, Alt 2,: : : Alt 9. Analoga-mente Alt Q,: : : ,Alt P (cio�e la riga inferiore a quella dei numeri) permette di impostaredegli indici. Ogni nuovo polinomio pu�o essere chiamato con una lettera (maiuscolo 6= mi-nuscolo) seguita eventualmente da un indice numerico.Oggetti de�niti sull'anello.Cocoa pu�o operare su polinomi, liste di polinomi (racchiusitra gra�e), matrici di polinomi, ideali e moduli (visti come sottomoduli di un modulolibero). Ad esempio F=x^ 2+y^ 3 assegna ad F il polinomio x2+ y3. Per matrici ed idealisi veda la lista dei comandi alla �ne.Istruzioni multiple.Il sistema pu�o eseguire pi�u istruzioni quando vengono impostatesuccessivamente separate da punto e virgola. Si pu�o tornare indietro spostando il cursorecon le frecce e possono essere modi�cate e poi eseguite delle istruzioni gi�a impostate inprecedenza. Si pu�o anche isolare una serie di istruzioni come \blocco" cominciando conCtrl+KB e terminando con Ctrl+KK. In questo caso le istruzioni vengono eseguite conCtrl+KD (invece che con Ctrl+Enter). Valgono tutti i comandi degli editor Wordstar, Qe di molti comuni Word Processor.Input e output di �les.Un blocco gi�a evidenziato viene salvato con Ctrl+KW, mentreCtrl+KR legge un �le. 102



Sostituzione di variabili.Si provi P=x^ 2+y;Q=P[x=3,y=z+1];Q. Questo comando per-mette di veri�care l'e�etto di un mor�smo tra due anelli.Per uscire da Cocoa.Quit Ctrl+Enter. In caso di collegamento da un terminale, ricor-darsi sempre di eseguire logout.F1 chiama un aiuto. F10 permette di cambiare alcune opzioni (si esce con Esc). Elenchiamodi seguito alcuni comandi utili:AdjMatrix(A)calcola la matrice aggiunta di A.Cancel(F )cancella F .Der(F; x)calcola la derivata di F rispetto a x.Der(F; n; x)calcola la derivata n-esima di F rispetto a x.Det(A)calcola il determinante della matrice A.Ideal(f1; : : : ; fk)de�nisce l'ideale generato da f1; : : : ; fk. Sugli ideali I e J si pu�o operare con I + J .IdealOfMinors(p;A)de�nisce l'ideale generato da tutti i minori p� p della matrice A.Listelenca gli oggetti de�niti.Matrix(r; s; f11 ; f12; : : : ; frs)de�nisce una matrice r � s con coe�cienti fij .Transpose(A)de�nisce la matrice trasposta di A.Write(obj)scrive sullo schermo il contenuto dell'oggetto obj. Ad esempioWrite(Ring) scrive l'anellodi base.
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Esercizi per introdursi a Cocoa1) Si assegni A = (x + y)3; B = (x � y)3; C = x3 � y3 (polinomi in K[x; y]) e si sempli�chiA�B, A+B, A=B, A=C, 2A(B + C)Soluzione: A=(x+y)^ 3; B=(x-y)^ 3; C=x^ 3-y^ 3 Ctrl+Enteroppure si possono impostare gli esponenti con Alt+3e successivamente (o anche nello stesso rigo) A-B;A+B;A/B;A/C;2A*(B+C) Ctrl+Enter2) Si sostituisca nei polinomi A, B, C dell'eserc. 1) x = t e y = 2zSoluzione: A1=A[x=t,y=2z];A1;B1=B[x=t,y=2z];B1;C13) Dato P (x; y) = x3 � x2y + 5xy2 � 7 si calcoli P (x; 2) , Py e Py(x; 3).Soluzione: P=x3-x2y+5xy2-7; PP=P[y=2];PP; Py=Der(P,y); PPy=Py[y=3];PPy4) Si scriva un polinomio omogeneo F di grado d in x; y; z e si veri�chi la relazione di EulerodF � Fx � Fy � Fz = 05) Si ponga I = (x; y2), J = (x2 + y) e si calcolino generatori per l'ideale I + J2.Soluzione: I=Ideal(x,y2);J=(x2+y);K=I+J2;K6) Si ripeta l'esercizio 5) con J = (3x2 + y)Soluzione: Si sposti il cursore con le frecce evidenziando l'espressione precedente conCtrl+KB all'inizio e Ctrl+KK alla �ne. Dopo aver corretto J si esegua con Ctrl+KD7) Si ponga I = (x3 + x2 � 4x� 4; x3 �x2 � 4x+4; x3 � 2x2 � x+2). �E vero che x2 � 4 2 I?Prima soluzione: I=Ideal(x3+x2-4x-4,x3-x2-4x+4, x3-2x2-x+2);g=gbasis(I);g e dal risul-tato si vede subito che la risposta �e s��Seconda soluzione: I=Ideal(x3+x2-4x-4,x3-x2-4x+4, x3-2x2-x+2);(x2-4) mod Imod calcola direttamente il resto della divisione per una base di Gr�obner, siccome vienezero possiamo concludere che x2 � 4 2 ISi provi ad impostare senza parentesi x2-4 mod I. Come interpretate il risultato?Terza soluzione (valida solo perch�e abbiamo polinomi in una sola variabile): g=GCD(x3+x2-4x-4,x3-x2-4x+4, x3-2x2-x+2). A questo punto si pu�o ragionare come nella prima soluzione.Si noti che questa assegnazione per g cancella tutte le precedenti.8) Determinare se xy3 � z2 + y5 � z3 appartiene all'ideale I = (�x3 + y; x2y � z)9) Si calcoli una base di Gr�obner per I = (�x3 + y; x2y � z) rispetto a DEGREVLEX,DEGLEX e LEX.Soluzione: Degrevlex �e l'ordine che Cocoa assume dall'inizio, quindi basta usare il comandogbasis. Per cambiare l'ordine con Deglex occorre impostare un nuovo anello, ad esempiocon Ring(R; 0;xyz; 1; deglex). Per cambiare anello pu�o essere utile stampare l'anello dibase con Write(Ring), eseguire le modi�che necessarie tornando indietro con le frecce,evidenziare l'istruzione ed in�ne eseguirla con Ctrl+KD.Si noti che la risposta ottenuta con LEX permette di ricavare gli ideali di eliminazione.10) Determinare se f = xy3 � z2 + y5 � z3 appartiene all'ideale I = (�x3 + y; x2y � z).10) Si calcoli la base di Gr�obner (ridotta) dell'ideale generato da x+y+z�1, 2x�3y+4z�2,x� 5y � 6z � 6. Si interpreti la risposta come soluzione di un sistema lineare. La rispostacambia usando Lex o Deglex al posto di Degrevlex?104



11) Si ponga F = x11� x10 + 2x8 � 4x7 + 3x5 � 3x4 + x3 + 3x2 � x� 1, G = Der(F; x),H =F=GCD(F;G) e si stampi H. Cosa si pu�o dedurre sul polinomio F .Risposta: il polinomio F contiene un fattore irriducibile ripetuto almeno due volte.12) Sia L = fxy2 � xz + y; xy � z2; x � yz4g. L �e una lista di polinomi che si imposta inCocoa racchiusa tra parentesi gra�e. Sia I l'ideale generato da L. Si calcoli (con LEX)LeadingTerm(L) (che calcola il LT di ciascun polinomio) e LeadingTerm(I). Si calcoli in�nela base di Gr�obner di I. Si ripeta il calcolo con Degrevlex.13) Sia I = (t2 + x2 + y2 + z2; t2 + 2x2 � xy � z2; t+ y3 � z3). Si calcoli una base di Gr�obnerper I rispetto a Lex e rispetto a Degrevlex.14) Si ripeta l'esercizio 13) per I = (x � t4; y � t3; z � t2)15) Si calcoli la base di Gr�obner G per I = (x2 + y; x4 + 2x2y + y2 + 3). Si osservi che, datala forma particolare dei polinomi, il risultato pu�o essere predetto in anticipo e non cambiaal variare dell'ordine monomiale. Qual �e la variet�a V (I) ?16) Si calcoli la base di Gr�obner G per J = (xz � y; xy + 2z2; y � z) = (j1; j2; j3). Si calcolinoi resti delle divisioni per G dei polinomi F1 = x3z � 2y2, F2 = x3z � 2y2 � 2z, F3 =x3z � 2y2 + 5. In generale �e vero che i resti sono additivi? Si provi anche ad impostareF1divJ che d�a la matrice dei coe�cienti (q1; q2; q3) tali che F�(FmodJ) = j1q1+j2q2+j3q3.17) Sia I l'ideale generato da (x2 + y + z � 1; x + y2 + z � 1; x + 3y + z2 � 1). Si calcoli I1dapprima eliminando la x e poi eliminando la y.Prima soluzione: si calcoli una base di Gr�obner per I con Ring(R; 0;xyz; 1; lex) e poi conRing(R; 0; yxz; 1; lex)Seconda soluzione: si esegua Elim(x; I) e poi Elim(y; I)18) Si calcoli il risultante dei polinomi x3+x2� 4x� 4; x3�x2� 4x+4 (si veda l'esercizio 7))Soluzione: F=x3+x2-4x-4; G=x3-x2-4x+4; R=Resultant(F,G,x).19) Si calcoli il discriminante del polinomio generale di terzo grado ax3 + bx2 + cx+ d20) Si calcoli il risultante rispetto a x dei polinomi x3 + y3 � 1, x8 + y8 � 1. Si noti che ilrisultante ha grado 24. Si elimini poi la x dall'ideale (x3 + y3� 1; x8 + y8� 1). Si noti cheil generatore ha grado 22. In che relazione �e il generatore con il risultante?21 Sia I = (x3 + y2 � 1; x+ z � 1), J = (yx3 + y). Si trovino generatori per l'ideale I \ JPrima soluzione: Si introduca una variabile ausiliaria t e si lavori conRing(R; 0; txy; 1; lex).Si trovino generatori per tI e per (1�t)J ed in�ne si elimini la t da tI+(1�t)J calcolandouna base di Gr�obner oppure con Elim.Seconda soluzione: Intersect(I,J)22) Sia f = x3 + y + 3x2 + 2xy + 6, g = x2y2 + 2y2 � 9x3 � 18x. Calcolare (f) \ (g) edanche il minimo comune multiplo tra f e g. Quest'ultimo pu�o essere calcolato anche conLCM(f; g).23) Sia I = (z � xy; xz � y2) e sia J = (y; z). Si calcoli I:J .105


