Appunti su area ed  equivalenza

Il concetto di estensione di una figura piana è un concetto primitivo. La misura di questa estensione, che prende il nome di area è un concetto che si apprende sin dalla scuola elementare. Eppure questo concetto nasconde molte difficoltà appena si cerca di approfondirlo e di formalizzarlo, per cui nell’insegnamento rappresenta un punto critico, uno di quei concetti potenzialmente “pericolosi”. Per questo cerchiamo di ragionare su questo argomento.

L’approccio più naturale è quello operativo: l’area è un concetto primitivo, quindi non la definiamo, però bisogna saperla calcolare. Si devono quindi dare degli algoritmi (formule) che permettono di calcolarla nelle situazioni che ci si presentano. In quest’ottica la problematica presenta tre grandi stadi di sviluppo:

l’area dei poligoni

l’area della circonferenza e di altre figure non poligonali “naturali” (ad esempio il segmento di parabola)

l’area delle figure “generali”

Questo sviluppo naturale presenta delle difficoltà intrinseche ad ogni passaggio, perchè non basta ( e non è opportuno!) dare delle ricette di calcolo, ma occorre verificare che i calcoli che facciamo diano una teoria non contraddittoria. In altre parole occorre sapere che se calcolo un’area con due metodi diversi trovo sempre lo stesso risultato. Questo porta ad enunciare delle proprietà dell’area, che da un punto di vista moderno, possono essere prese come definizione assiomatica di area. Le 4 proprietà dell’equivalenza, citate dalla maggior parte dei libri di testo, sono un riadattamento delle “nozioni comuni” euclidee. A seconda della maturità della classe, l’insegnante dovrà scegliere se presentarle come proprietà di un concetto primitivo noto o come postulati che definiscono un concetto nuovo (va da sè che la seconda strada è percorribile soltanto nei Licei). Le 4 proprietà sono:

Due superfici uguali sono equivalenti (uguali è qui sinonimo di congruenti o isometriche)

L’equivalenza delle superfici piane gode delle proprietà riflessiva, simmetrica e transitiva (quindi è una relazione di equivalenza)

Somma o differenza di superfici equivalenti sono equivalenti

Postulato di De Zolt “Una superficie non può essere equivalente ad una sua parte”(Bergamini, Trifone, Zagnoli; Zanichelli). “Una superficie è prevalente ad una sua parte”  (cioè ha maggiore estensione di una sua parte) (Cateni, Fortini; Le Monnier)

Un commento sulle proprietá (o  postulati) è che il punto forte del secondo è la proprietá transitiva. Infatti spesso per provare che due figure sono equivalenti si prova che sono equivalenti ad una terza (si pensi ad una delle  dimostrazioni classiche del primo teorema di Euclide).  Un altro commento è che il postulato di De Zolt ha avuto una vita travagliata, ed è stato enunciato con sicurezza soltanto alla fine dell’800 (sul testo di Cateni-Fortini c’e’ una nota storica al riguardo), quando si è stabilito che in lavori precedenti veniva usato senza farne menzione. Quindi se per secoli  grandi pensatori si sono accapigliati sulla sua importanza, non è giusto pretendere che i nostri studenti del biennio lo assimilino subito, mentre dovremo aspettarci che molti lo imparino semplicemente a memoria, rimanendo in questo caso con un ricordo della matematica peggiore di quello che avevano prima. Con questo argomento vorrei sottolineare che nel caso dell’equivalenza il problema dei fondamenti va sdrammatizzato, e che una definizione “operativa” di area è spesso piú congeniale nella maggior parte delle scuole. Commento importante: non c'è niente di peggio dello pseudorigore, meglio allora limitarsi alla giustificazione intuitiva. 

Inoltre va riconosciuto che l’approccio euclideo presenta in questo caso dei limiti notevoli (chi scrive è un convinto assertore dell’importanza dell’approccio euclideo in altre situazioni!). Infatti l’area è un numero reale, che può essere ottenuto come risultato di una misura. La teoria delle proporzioni euclidea che sostituisce l’uso dei numeri reali è difficile da comprendere e rischia di essere in questo ambito una proposta di pseudorigore che non viene assimilata ma soltanto imparata a memoria. Torneremo su questo punto in occasione del confronto con la geometria delle trasformazioni.

Un esempio di questa cattiva assimilazione è il seguente (quando caliamo la geometria sintetica nel registro della  geometria analitica): provate a calcolare  l’area di un triangolo quando sono note le coordinate dei suoi vertici. Questo esercizio mette in difficoltà la maggior parte dei nostri studenti (con conseguenze sulle classifiche di apprendimento della matematica tra i paesi sviluppati pubblicate dai giornali) che tentano uno dei due metodi seguenti:

L’applicazione della formula Area=(base) x (altezza) /2 con notevoli difficoltà nel calcolo dell’altezza (equazione della retta ortogonale, ecc.).

L’applicazione della formula di Erone, che richiede a monte un uso triplo del teorema di Pitagora per avere le misure dei tre lati.

L’approccio corretto (che ha un fondamento fisico) consiste nel calcolare un prodotto vettoriale, non richiede nessuna operazione di radice quadrata, permette di collegarsi a tutte le situazioni fisiche dove è richiesto un prodotto vettoriale. Quello che si calcola è in sostanza un determinante 2x2, lo stesso che appare nella formula di Cramer, e che sarebbe bene ricollegare. Non è un caso che i programmi prevedano l’approfondimento della geometria analitica in contemporanea con l’inizio della fisica, ma questa opportunità viene spesso dimenticata. Un esempio analogo al precedente è quello del calcolo dell’angolo tra due rette, su cui si potrebbero ripetere osservazioni dello stesso tenore.

Lunghezze, angoli, aree, volumi, il problema della misura

Lunghezze ed angoli si possono misurare direttamente, occorre eseguire un confronto con una unità di misura prefissata. Il procedimento di approssimazione, che coinvolge i sottomultipli dell'unità di misura, è alla base della definizione di numero reale. Con questo procedimento si possono calcolare i decimali successivi (in linea di principio fino a dove vogliamo) di una misura confrontando ogni volta con il sottomultiplo successivo , per eccesso e per difetto. Si può quindi calcolare una lunghezza con un errore di approssimazione stabilito a priori. Spesso occorrono misure indirette. Non esistono strumenti che misurano aree o volumi. C’e’ una difficoltà intrinseca alla misura di area, che si ritrova quando si tenta di ripetere il procedimento di approssimazione sopra descritto al caso delle aree. In questo caso l’unità di misura è data da un quadrato di lato prefissato, ed ogni sottomultiplo è contenuto nel sottomultiplo precedente in numero di 100 unità. Il problema non è questo ma sta nel fatto che le approssimazioni per eccesso e per difetto non differiscono di una unità come nel caso delle lunghezze, e quindi occorre passare al sottomultiplo successivo senza prima avere stabilito l’approssimazione precedente! Quindi non è chiaro a priori quante approssimazioni devo fare per calcolare l’area con un numero di decimali stabilito in precedenza. Per questo motivo le misure di area vengono ricondotte a misure di lunghezza, ed ogni formula di area descrive un’area in termini di lunghezze. L’insegnante deve quindi porre un’attenzione strategica all’introduzione del concetto di lunghezza, qui il problema è come introdurre i numeri reali, l'argomento si presta a confronti con la fisica e ad approfondimenti sull'approssimazione numerica). Questa fase va studiata attentamente perchè l'introduzione del concetto di misura in generale ed in particolare l'introduzione del concetto di lunghezza vincola l'introduzione successiva del concetto di area. 

La misura di lunghezze di curve o di aree di superfici generali è un problema complesso. Infatti esistono sottoinsiemi non misurabili. Nella scuola superiore conviene affrontare il problema gradualmente. Occorre tenere presente che il concetto di area è giá ben presente nella mente degli studenti. Si tratta di trovare il giusto livello di formalizzazione. Un ordine possibile è questo: 

lunghezza dei segmenti, misura degli angoli (qui il problema è come introdurre i numeri reali, l'argomento si presta a confronti con la fisica e ad approfondimenti sull'approssimazione numerica). Questa fase va studiata attentamente perchè l'introduzione del concetto di misura in generale ed in particolare l'introduzione del concetto di lunghezza vincola l'introduzione successiva del concetto di area. 

area dei poligoni, equivalenza tra poligoni (è il primo stadio di cui avevamo parlato)

area del rettangolo. La formula base x altezza nasconde la difficoltà principale del concetto e della corretta definizione di area, si possono seguire almeno tre strade che vanno scelte in modo chiaro: 1)giustificazione intuitiva, 2) prima il caso delle dimensioni con misura razionale,  poi un procedimento limite con una dimensione di misura razionale, infine il caso generale (un cenno a questo procedimento è contenuto nel testo di Courant-Robbins “Che cos’è la matematica?” nel capitolo 8) 3) svolgere le costruzioni geometriche che danno l'equivalenza (prlg con stessa base e stessa altezza sono equivalenti, successivamente triangoli con stessa base e stessa altezza sono equivalenti, poi si puó costruire un triangolo con altezza assegnata equivalente ad uno dato, infine si puó costruire un rettangolo con altezza assegnata equivalente ad uno dato). Questa terza possibilità è a mio avviso molto importante, perchè riconduce il calcolo di aree ad un calcolo di lunghezze.

Si possono poi introdurre: area del parallelogramma, area del triangolo, area del trapezio 

Riguardo l’area dei poligoni un concetto fondamentale è quello di equiscomponibilitá. Due poligoni si dicono equiscomponibili se è possibile suddividerle in un numero finito di triangoli congruenti. Una delle proprietá fondamentali dell’area è che figure equiscomponibili sono equivalenti (è il contenuto esseniale delle 4 proprietá o postulati che abbiamo citato precedentemente). Il teorema di Bolyai e Gerwien afferma che vale anche il viceversa. La dimostrazione è sorprendentemente semplice, l’unico passaggio tecnico e’ il fatto che l’equiscomponibilitá gode della proprietá transitiva, ed è in pieno spirito euclideo. In questo spirito conviene osservare subito che l’analoga proprietá non si estende per i volumi in tre dimensioni. Il celebre controesempio di Dehn mostra che un cubo ed un tetraedro di uguale volume non sono equiscomponibili. In tre dimensioni ci sono esempi ancora piú sorprendenti. Infatti è possibile scomporre una sfera in un numero finito di sottoinsiemi e ricomporli in modo da ottenere una sfera di volume doppio. Il punto cruciale è che questi sottoinsiemi non sono misurabili e quindi non si ha nessuna contraddizione con le proprietá dell’area e del volume. Questi esempi fanno capire quanta cautela ci vuole a lavorare con questi concetti.

Torniamo ai tre stadi di sviluppo in cui avevamo diviso la problematica delle aree. Il passaggio all’area della circonferenza (secondo stadio) richiede un procedimento di limite. Archimede otteneva l’area approssimando con i poligini regolari inscritti e circoscritti, ed ancora oggi questo è il metodo didatticamente migliore per introdurre la circonferenza. A differenza dei poligoni, per trattare la lunghezza della circonferenza, ed introdurre (, occorre già conoscere la similitudine, l'argomento si presta a molti approfondimenti storici.

Per le figure piú generali lo strumento matematico è l’integrale. In questo caso è lo strumento stesso che impone cautela all’insegnante. Non è qui il caso di addentrarsi nelle sottigliezze degli insiemi misurabili e non, e nei vari tipi di integrali (Riemann, Lebesgue) perché sconfiniamo nel programma universitario.

Nel passaggio a tre dimensioni l’unitá di misura è costituita dal cubo, e si potrebbero ripetere le stesse osservazioni fatte per l’area. Il volume del parallelepipedo retto è un risultato naturale. Invece il volume del parallelepipedo qualunque (l’analogo del prlg) in ambito analitico necessita di un determinante 3x3, in qualche scuola è possibile arrivare a questi risultati, ed allora gli studenti apprezzeranno l’analogia col determinante 2x2 che definisce l’area del parallelogramma.

Uno schema rapido di argometi successivi è:

volume della piramide e del cono (principio di Cavalieri) 

volume della sfera (è un risultato bellissimo, qualche dettaglio va certamente dato!) 

superficie della sfera (possibili approfondimenti ed applicazioni alle carte geografiche) �  �Bibliografia per approfondimenti:

R. Hartshorne, Teaching geometry according to Euclid, Notices of the AMS vol. 47 n.4

Rapport d’étape sur la géométrie et son einsegnement, Bull. APMEP 430 (2000), 571-599, Commission de réflexion sur l’eisegnement des mathématiques, disponibile in rete

F. Enriques (a cura di), Questioni riguardanti le matematiche elementari, Parte II, Zanichelli
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�Matematica e sadismo 

Il problema di geometria faceva pensare a una scultura della Biennale: “Un solido è formato da una semisfera sovrapposta a un cilindro la cui superficie è tre settimi di quella...”. Non esiste uno strumento che misuri le superfici. Dunque nella vita non può accadere mai di conoscere le superfici e non le dimensioni. Un problema così può nascere solo nella mente di un malato. 

Etichette nuove 

Nella Nuova Media queste cose non si vedranno più. I problemi partiranno “da considerazioni di carattere concreto”. Difatti la Carla quest'anno alla licenza ha avuto un problema moderno a base di caldaie: “Una caldaia ha la forma di una semisfera sovrapposta...”. E di nuovo si parte dalle superfici. Meglio un professore all'antica, d'uno che crede d'essere moderno perchè ha mutato le etichette. 

Da “Lettera a una professoressa”, Scuola di Barbiana, 1967 �
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