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A theory is the more impressive,
the simpler are its premises, the
more distinct are the things it
connects, and the broader is its
range of applicability
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Capitolo

Introduzione

Lo studio delle funzioni reali é stato sviluppato nel Calcolo differenziale clas-
sico da Newton, Leibnitz e sistemato in modo organico da Weierstrass e
Cauchy.

I problemi principali attorno a cui si sviluppano le ricerche degli analisti verso
la fine dell’Ottocento sono la risoluzione delle equazioni differenziali e i pro-
blemi di massimo e di minimo di funzionali del Calcolo delle Variazioni. In
entrambi i casi le incognite non sono numeri ma funzioni e diventa quindi indi-
spensabile lo studio delle trasformazioni ed operatori che agiscono su insiemi
di funzioni.

Vediamo cosa si intende per un problema di Calcolo delle Variazioni.

Assegnata f = f(x,s,z) definita in [a,b] X R x R — R, ad ogni funzione
u: [a,b] = R, corrisponde un numero reale I(u) definito come

b
I(u) :/ flx,u(x), v (z)) dz.

Il problema consiste nel determinare 1’estremo superiore o inferiore di I(u),
quando u appartiene alla classe di funzioni ammissibili U, e nella ricerca
dell’eventuale punto di minimo o di massimo, cioé stabilire 1’esistenza di una
funzione ug € U tale che

I(ug) < I(u) (I(ug) > I(u)) Yu € U.

Lo studio di un’equazione differenziale offre un’altro esempio di classe di ope-
ratori su classi funzionali. Assegnate p,q funzioni definite e continue in un
intervallo [a,b] di R, L : v — Lu definito da

d? d

= 5 +p(e) - +a)

L
dx
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definisce un operatore che agisce su una funzione u = u(z) dotate di derivata
prima e seconda continue e la trasforma nella funzione continua

d*u

=73 +p(x)d£ +q(z)u+ c(x)

L(u) In

Assegnata una funzione continua f, risolvere 'equazione differenziale, asso-
ciata all’operatore L significa determinare la funzione wug tale che L(ug) =
.

Come ultimo esempio, consideriamo 'operatore integrale della forma:

T(u)(x) = / K (0, y)u(y)dy

dove K = K(z,y) & una funzione assegnata in [a,b] X [a,b], che agisce sulla
funzione continua u trasformandola in una nuova funzione.

Assegnata una funzione continua g, risolvere I’equazione integrale significa
determinare ug tale che T'(ug) = g.

In questa direzione alla fine del 1800 nasce e si sviluppa una nuova teoria,
chiamata Analisi Funzionale dal matematico francese Hadamard.

La creazione dell’Analisi Funzionale é stata motivata dall’idea che i tre pro-
blemi, del tipo precedente, possano essere interpretati attraverso una co-
mune formulazione astratta interpretandoli come operatori che agiscono su
un’opportuna classe di funzioni.

Gli operatori trasformano elementi di uno spazio in elementi dello stesso spa-
zio o differente ed introducendo un’opportuna struttura topologica e linea-
re a tali spazi si possono determinare le proprietd dell’operatore in esame,
che permettono poi di stabilire I’esistenza delle soluzioni dei problemi ad essi
associati.

Nel calcolo delle variazioni gli operatori hanno valori nell’insieme dei nume-
ri reali e questi operatori vengono chiamati Funzionali, mentre il termine
operatore ¢ riservato alle trasformazioni tra classi di funzioni.

Il primo passo che bisogna compiere per strutturare lo spazio delle funzioni
¢ quello di fissare un metodo per misurare la distanza tra una funzione ed
un’altra. In termini matematici quando si introduce una distanza parliamo di
spazi metrici, ad esempio gli spazi R o R™ sono spazi metrici con la distanza
euclidea.

Vi sono vari modi di misurare la distanza tra due funzioni e quindi la de-
finizione di distanza non é univoca ma dipende dal contesto in cui viene
introdotta.

A titolo d’esempio, consideriamo la distanza ottenuta attraverso lo scarto
massimo tra le due funzioni continue f, g su un intervallo [a, b] si definisce la
distanza tra f e g come
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d(f,g) = Sup{[f(x) — g(z)|, z € [a, b]} (1.0.1)

che, a norma del teorema di Weierstrass, ¢ sempre definita e verifica le tre
proprieta delle distanze: simmetrica, triangolare e d(f,g) = 0 se e solo se
f=g

L’insieme delle funzioni continue su un intervallo [a,b] & quindi uno spazio
metrico e si possono applicare tutte le considerazioni relative a questi spazi.
In particolare si tratta di spazi topologici ed é quindi possibile introdurre il
concetto di intorno di un punto e di continuita dedgli operatori.

Lo spazio delle funzioni continue ha anche una struttura lineare infatti si
verifica facilmente che é uno spazio vettoriale su R, si tratta quindi di spazio
vettoriale topologico ed in particolare metrico.

In spazi di funzioni si pud definire una norma che determina a sua volta una
distanza.

In particolare lo spazio metrico delle funzioni continue determinato dalla
distanza (|1.0.1)) & anche uno spazio normato, con la norma definita da:

If[l = Sup{|f(z)|, € [a,b]}

Il grande contributo dei matematici del XX secolo € stato quello di studiare la
struttura geometrica e topologica degli spazi in cui gli elementi sono funzioni
ed in cui si possono trasferire molti concetti delle geometria elementare.

Molte delle propriea degli spazi euclidei si estendono a spazi di funzioni ma in
generale quest’ultimi non sono a dimensione finita e di conseguenza vengono
meno certe proprietd vere in dimensione finita, come la completezza degli spazi
rispetto alle norme, ’equivalenza delle norme su uno stesso sostegno ed infine
alcune questioni di compattezza: gli insiemi chiusi e limitati in norma non
sono in generale compatti.

1.1 Cenni Storici

La teoria astratta dei funzionali viene avviata da Vito Volterra (1860-1940)
intorno alla fine dell’Ottocento nel corso delle sue ricerche su questioni con-
cernenti il Calcolo delle Variazioni e sulle equazioni integrali. Tuttavia, anche
prima che Volterra cominciasse il suo lavoro, l'idea di strutturare un insieme
di funzioni definite in uno stesso intervallo era gid presente nella tesi di lau-
rea di Riemann. Anche Giulio Ascoli (1843-1896) e Cesare Arzela (1842-1912)
tentarono di estendere agli insiemi di funzioni la Teoria di Cantor relativa agli
insiemi di punti. Le ricerche di Volterra possono essere considerate l’inizio e la
base teorica dell’analisi funzionale. Tuttavia, Volterra fu sempre estremamen-
te interessato alle possibili applicazioni dei suoi risultati in problemi concreti
ed ha sempre di fatto rimandato lo studio degli aspetti puramente teorici.
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Fu J. Hadamard (1865-1963) che al Primo Congresso Internazionale di Ma-
tematica nel 1897 a considerare insiemi i cui elementi non fossero necessaria-
mente numeri ma elementi di natura arbitraria come le curve.

Intorno alla fine dell’Ottocento David Hilbert (1862-1943) uno dei piu gran-
di matematici di tutti i tempi, che aveva gia dato contributi importanti sui
numeri algebrici e i fondamenti della geometria, volse la sua attenzione alle
equazioni integrali.

Nella relazione tenuta al IV Congresso dei matematici di Roma nel 1908, Hil-
bert sottolined esplicitamente le profonde connessioni tra algebra, geometria
ed analisi poste in luce dal suo particolare approccio alla teoria delle equazioni
integrali.

L’algebra tratta un numero finito di incognite che soddisfano un numero finito
di relazioni mentre 'analisi si trovava a dover considerare questioni dove le
incognite erano infinite e soddisfacevano relazioni e vincoli di tipo integrale e
differenziale. Per Hilbert i problemi dell’algebra e dell’analisi dovevano quindi
fondersi ed essere compresi nella pit generale questione di studiare problemi
con infinite incognite soggette ad infinite relazioni.

Nelle sue ricerche sulle equazioni integrali Hilbert individua le funzioni asse-
gnate attraverso i suoi coefficienti di Fourier in uno sviluppo rispetto ad suc-
cessione ortonormale di funzioni, senza considerare tuttavia questa successione
come sistema di coordinate di un punto in uno spazio.

Il primo passo di astrazione nella traduzione di concetti e nozioni dalla visione
finito dimensionale a quella infinita, venne fatto da Frechet e E. Schmidt (1876-
1959), considerando in particolare le successione (x,,) e le funzioni come punti
di uno spazio ad infinite dimensioni.

Tuttavia , il primo tentativo significativo di costruire una teoria astratta degli
spazi funzionali venne compiuta da Maurice Frechet ( 1978-1973) nella sua tesi
di dottorato nel 1906, che ebbe un’importanza enorme non solo nello sviluppo
dell’analisi funzionale ma di tutta la moderna topologia.

Frechet tentdo di riunificare in termini astratti le idee contenute in Cantor,
Volterra, Arzeld , Hadamart, e Hilbert, introducendo negli spazi di funzioni
le proprieta topologiche di intorno, limite di successione e anche di metrica.

Gli esempi presentati in quegli anni furono spazi vettoriali a dimensione in-
finita come lo spazio delle funzioni continue e lo spazio delle successioni di
numeri reali.

Piu precisamente, viene introdotto lo spazio delle successioni tali che

oo
Z |z, |? < 00
n=1

é si dimostra che esso é dotato di un prodotto scalare dato da
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0o
(.13, y) = Z LnYn-
n=1

Da allora uno spazio con le stesse proprietd viene detto spazio di Hilbert.

Intorno a quegli anni sia Schmidt che Frechet osservarono che lo spazio delle
funzioni a quadrato sommabile (integrale nel senso di Lebesgue) ha la stessa
geometria dello spazio di Hilbert delle successioni.

Inoltre Frechet stabiliva un teorema di rappresentazione dei funzionali lineari
e continui su L?: per ogni funzionale F' lineare e continuo esiste un unica
funzione u tale che per ogni v € L?:

Fv) = /abv(x)u(x).

Frechet studio anche i funzionali su spazi di funzioni ed il loro differenziale. La
definizione di differenziale venne poi precisata dalle ricerche di Albert Fischer
(1894-1922) e Elizabeth Le Stourgeon (1881-1971).

La parte centrale delle ricerche in analisi funzionale fu rivolta alla risoluzione
delle equazioni differenziali ed integrali attraverso lo studio di operatori che
che operano su spazi a dimensione infinita.

L’inizio delle ricerche in questo campo & dovuto a F. Riez (1880-1956) ma le
definizioni generali e lo studio sistematico ¢ dovuto a Stefan Banach (1884-
1945), Hans Hahn (1879-1934), Eduard Helly (1884-1943) e Norbert Wiener
(1894-1964).

E difficile risolvere questioni di priorita nelle ricerche di questi scienzati, tut-

tavia va riconosciuto che é stato il lavoro di Banach, ispirato ai lavori dei
matematici italiani e francesi, ad avere maggiore influenza.

Il tratto distintivo di Banach fu di determinare uno spazio dotato di una
norma, ma non definita attraverso un prodotto scalare. L’introduzione degli
spazi normati permise di considerare gli spazi delle successioni z,, tali che

oo

Z |z, [P < o0

n=1

con p > 1, p # 2 ed anche le funzioni con potenza p-sima sommabile, deno-
tato con LP. La spazio viene chiamato di Banach se la norma stabilisce una
metrica completa. Inoltre, Banach introduce la classe del funzionali su uno
spazio normato e ne stabilisce le proprieta. L’idea venne anche introdotta da
Hahn ma ancora una volta il lavoro di Banach ¢é piu esauriente. Il teorema di
prolungamento sui funzionali lineari, noto come teorema di Hahn- Banach, ha
avuto grande importanza nelle applicazioni.

Le ricerche di Banach rappresentano la sintesi di una serie e metodi emersi
in diversi contesti nei lavori degli analisti nei precedenti venti anni. La teoria
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dell’analisi funzionale si presentava come una teoria autonoma, di cui la ras-
segna di problemi aperti che erano stati individuati da Banach, dimostrava i
possibili sviluppi.

Intorno al 1920 la teoria degli spazi di funzioni e degli operatori, sembro tutta-
via dirigersi verso ’astrazione ed in realta anche Banach non diede molto pe-
so alle possibili applicazioni delle sue ricerche. In questa direzione ricordiamo
losservazione fatta da Hermann Weyl (1885-1955):

Non fu per merito ma solo per caso che si scopri che la teoria degli
spazi di Hilbert ero lo strumento matematico adatto alla meccanica
quantistica.

Infatti, quando Hilbert sembrava aver perso interesse alle equazioni differen-
ziale ed integrali e stava rivolgendo la sua attenzione ai fondamenti della ma-
tematica, le ricerche su questi argomenti furono ripresi da John von Neumann
(1903-1957), che nel 1927 pubblico alcuni risultati sugli operatori non limitati
e che erano preceduti da una presentazione assiomatica degli spazi di Hilbert
basata sulla nozione di prodotto scalare. John von Neumann caratterizzava gli
spazi di Hilbert con cinque assiomi: spazio vettoriale, esistenza di un prodotto
interno, separabilitd, esistenza di infiniti elementi linearmente indipendenti,
completezza.

Le sue ricerche si rivelarono di estrema importanza nelle applicazioni in
meccanica quantistica e inoltre contribuirono in modo essenziale a conferire
all’analisi funzionale la sua dimensione moderna ed applicata.

L’opera definitiva sulla teoria dei funzionali richiesta per il Calcolo delle Varia-
zioni ¢ invece dovuta a Leonida Tonelli (1885-1946) intorno al 1920. La teoria
classica era basata sulla condizione necessaria di Euler-Lagrange, la nuova
teoria, introdotta da Tonelli nel 1925, e detta dei Metodi Diretti, assicura
’esistenza di minimi attraverso la nozione di semicontinuita inferiore.

Importante ¢ anche 'opera di Hausdorff (1868-1942) che segno la nascita
della moderna topologia generale come disciplina autonoma. Le sue ricerche si
basarono sulla determinazione degli intorni, aperti e chiusi in insiemi di natura
generale. Hausdorff introdusse inoltre il concetto di dimensione frazionaria, che
all’epoca passo inoservato, ma che ha rivelato tutta la sua importanza nella
geometria dei frattali elaborata da B. Mandelbrot nella meta del 1970.

Bisogna osservare che probabilmente il grado di generalizzazione e di astra-
zione rappresenta l'aspetto predominante della matematica del XX secolo,
tuttavia le nozioni astratte stabilite e studiate in questo periodo hanno poi
svolto un ruolo fondamentale nella ricerca applicata. Negli ultimi 50 anni
lo sviluppo dell’analisi funzionale, diversificandosi in molteplici direzioni, ha
finito per interessare tutti gli aspetti della matematica e della fisica teorica.

Un nuovo e decisivo impulso all’analisi funzionale venne a partire da 1936 dalle
ricerche di un fisico matematico russo S. Sobolev (1908-1989) sui fondamenti
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di una nuova teoria, detta delle distribuzioni, che generalizzava il concetto di
funzione e che era connessa con la meccanica quantistica. Le ricerche partivano
dalla cosidetta funzione § di Dirac con le proprieta :

d(x) =0, per xz#0 /5(x)¢(x)dx = ¢(0).

Sobolev, introdusse una nuovi classe di spazi che portano il suo nome, costi-
tuiti da funzioni con potenza p-sima sommabile, che sono dotati di un tipo
particolare di derivata debole, che appartengono alla stessa classe di funzioni.

Nel 1945 il matematico francese L. Schwartz, basandosi sulle ricerche di So-
bolev e sulla teoria degli spazi topologici lineari localmente convessi, riusci a
costruire una teoria, teoria delle distibuzioni, in cui non solo trovava rigorosa
sistemazione la funzione § di Dirac, ma poneva su nuovi basi la teoria delle
equazioni differenziali ordinarie ed a derivate parziali.

Concludiamo questa breve introduzione storica con una famosa frase di
Hilbert, che sembra addattarsi perfettamente con lo sviluppo della teoria
dell’analisi funzionale:

Nella storia di ogni teoria matematica si possono distinguere tre fasi:
quella creativa, quella formale ed infine quella critica.

1.2 Argomenti Trattati

Uno spazio vettoriale X in cui si definisce una norma ||| viene denominato
spazio normato. Ogni norma definisce una distanza d(z,y) = ||z — y||. Se
rispetto a questa distanza vale la condizione di Cauchy, lo spazio normato
viene chiamato spazio di Banach. Molte delle topologie introdotte negli spazi
di funzioni possono essere interamente studiate facendo ricorso alle successioni,
infatti se lo spazio ¢ normato la compattezza é equivalente alla compattezza
per successioni.

Introdotti gli operatori tra spazi normati si studiano quelli che possiedono la
proprieta lineare: Un operatore tra spazi normati 7' : X — Y si dice lineare
se

T(ax + By) = oT'(x) + BT (y)

Si definisce funzionale in X un’applicazione F : X — R.

Dato uno spazio normato X si definisce spazio duale lo spazio del funzionali
lineari e continui su X. Lo spazio duale X* di uno spazio X é ancora uno
spazio normato ed sempre uno spazio di Banach.
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Il teorema principale per i funzionali lineari é quello di Hahn-Banach da cui
si deduce come prima conseguenza, che dato uno spazio normato non banale
non & banale nemmeno il suo spazio duale.

Il teorema di Hahn-Banach e le sue conseguenze sono studiate nel Capitolo 2.

Quando gli spazi sono completi allora si hanno i Teoremi di Banach- Steinhaus,
che stabilisce che per operatori lineari, la limitatezza puntuale implica quella
uniforme e come conseguenze il teorema dell’applicazione aperta e del grafico
chiuso. Questi due teoremi hanno numerose applicazioni nella risoluzione delle
equazioni differenziali lineari. Alla base di questi risultati vi é il Lemma di
Baire o delle categorie.

Questi principi che sono alla base dell’analisi degli operatori lineari, sono
illustrati nel Capitolo 3.

Facendo agire sulle successioni di uno spazio normato gli elementi dello spazio
duale si introduce la nozione di convergenza debole, che permette di estendere
in dimensione infinita alcuni importanti risultati che non sono veri rispetto
alla convergenza in norma, detta convergenza forte. Questo tuttavia € possibile
se lo spazio é riflessivo, cioé puo essere identificato in modo canonico con lo
spazio duale del suo duale.

In particolare vale che se una successione & limitata in norma allora ha un’e-
stratta che converge debole. Vale inoltre, utilizzando un teorema di separazio-
ne dei convessi (formulazione geometrica del Teorema di Hahan-Banach) che
se un insieme convesso é chiuso nella topologia forte & chiuso anche rispetto a
quella debole.

Un insieme convesso chiuso e limitato nella norma é debolmente compatto.

Lo studio delle topologie deboli con paricolare riferimento al caso degli spazi
delle funzioni sommabili L? sono presentate nel Capitolo 4.

Quando la norma di uno spazio é associata ad un prodotto scalare, lo spazio
gode di proprietd geometriche analoghe a quelle dello spazio euclideo. In uno
spazio normato si misurano le distanze ma non gli angoli, questo & invece
possibile negli spazi dotati di un prodotto scalare. In particolare se lo spazio
& completo, si dice che & uno spazio di Hilbert.

In uno spazio di Hilbert si ha che ogni vettore ¢ dotato di proiezione su
qualunque sottoinsieme chiuso e convesso e quindi in particolare su qualunque
sottospazio chiuso. Come conseguenza si ha che ogni spazio di Hilbert puo
essere identificato con il suo duale (come avviene per gli spazi a dimensione
finita) attraverso 'isomorfismo di Riez.

Il teorema della proiezione si estende alle forma bilineari e si ottiene il Teorema,
di Lax-Milgram, che gioca un ruolo fondamentale nello studio delle equazioni
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differenziali.

Il Capitolo 5 contiene lo studio delle proprieta degli Spazi di Hilbert.

Infine si introduce la nozione di derivata debole e gli spazi di funzioni di
classe LP con derivata debole ancora in LP. Questi spazi introdotti intorno
al 1930, hanno giocato un ruolo fondamentale nello sviluppo dei metodi di
risoluzione delle Equazioni Differenziali in particolare attraverso il cosidetto
metodo variazionale o formulazione debole dell’equazione. La teoria degli spazi
di Sobolev ed il metodo variazionale in una dimensione viene presentato nel
Capitolo 6. Nel Capitoo 7 si considera il caso di dimensione > 2.

Il Capitolo 8 é dedicato ai teoremi di punto fisso: data una funzione F' : X —
X in un insieme X, si dice che xy é un punto fisso di F' se F(zg) = xo.

I teoremi di punto fisso hanno molteplici applicazioni nello studio dell’esistenza,
di soluzioni di equazioni differenziali che con opportune trasformazioni pud
essere ridotta alla ricerca di un punto fisso di un opportuno operatore.

In particolare si considera il teorema delle contrazioni di Banach, il teorema
di Brouwer per funzioni continue definite in convessi compatti di R" e le
generalizzazioni a spazi di dimensione infinita dovuta a Schauder ed infine il
teorema del punto fisso di Schaefer e le sue applicazioni nelllo studio delle
equazioni alle derivate parziali non lineari.
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Capitolo

Teorema di Hahn-Banach

2.1 Spazi normati e Spazi Duali

Sia X uno spazio vettoriale su R. Diremo che in X é definita una norma se
esiste un’ applicazione z € X — ||z € R4 tale che

e ||z|]| > 0 per ogni x € X e ||z|| = 0 se e solo se x = 0.

o ozl = allz|.

o lz+yll <llzll+ vl

La coppia (X, ||.]|) & chiamato spazio normato. In uno spazio normato é definita
la distanza

d(z,y) = ||z —yll .
quindi X é uno spazio topologico metrico.

Sia (x,,) una successione contenuta in X diremo che converge a x( nella norma
di X quando
lim ||z, — zo] = 0.
n

Osserviamo che una metrica indotta da una norma ha alcune proprieta di
invarianza:

Per ogni z,y,z in X si ha:
d(x + z,y + z) = d(x,y),

ed inoltre per ogni « reale
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d(az, ay) = |ald(z, y).

Diremo che X ¢ uno spazio di Banach quando é completo rispetto alla sua
norma.

Si verifica facilmente che

R con il valore assoluto & uno spazio normato completo. R™ € uno spazio
normato di Banach con la norma euclidea

Izl = (3 |if?)2.

,..n

Lo spazio vettoriale C%([a, b]) delle funzioni definite e continue sull’inter-
vallo [a, b] & uno spazio normato completo con la norma

[fllco = Max [ f ().

Lo spazio C°([a,b]) ha dimensione infinita, infatti per ogni k le funzio-
ni 1,2, 22, ...,2% sono linearmente indipendenti. Infatti in caso contrario,
esisterebbe un polinomio di grado k, a coefficienti non tutti nulli, che si an-
nullerebbe per ogni x € [a, b], contro il teorema fondamentale dell’algebra
che afferma che un tale polinomio puo avere al piu k radici.

Lo spazio vettoriale C°([a, b]) con la norma

b
1l = / | (@)ldz,

€ ancora uno spazio normato.

Sia p > 1 fissato, indichiamo con [P lo spazio vettoriale delle successioni
reali z = (&,) tali che Y |£,]P < +oc.

Lo spazio [P é uno spazio normato con la norma
1
lzlln = O l&al?) .

Denotiamo con [*° lo spazio delle successioni limitate di numeri reali x =
(&) tali che |&,] < C, con C, dipendente da x ma non da n.

La norma in [*° ¢ data da

]l = sup [&n]
neN

Si prova facilmente che (*° e [P, con p > 1, sono spazi di Banach.
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Osserviamo che un sottospazio di uno spazio normato completo & ancora
completo se e solo se é chiuso.

Due norme in uno stesso spazio X si dicono equivalenti se esistono due costanti
positive a, b tali che:
allz[ly < [[z[l2 < blfz[1.

Negli spazi a dimensione finita tutte le norme sono equivalenti.

Il risultato ¢ falso negli spazi a dimensione infinita. Ad esempio in C([a, b))
le norme || f||co e ||f]|z: non sono equivalenti. Vale infatti che

[fller < (0= a)llfllco
ma non la disuguaglianza opposta.
Ad esempio, la successione di funzioni

_Jl-n(x—a) z€la,a+ ]
f"(“’)_{o z€lat L b

& tale che || fullpr < 5= € || fallco = 1.

Ricordiamo che uno spazio normato X si dice separabile se esiste un insieme
numerabile denso in X.

Dato uno spazio normato X si definisce funzionale lineare in X un’applicazione
F : X — R tale che:

FAz + py) = AF(z) + pF (y).

Osserviamo che per i funzionali lineari si adoperano indifferentemente le
seguenti notazioni:
F(z)=Fr=<F,z>.

Vale la seguente proprieta

PROPOSIZIONE 2.1. — Un funzionale lineare é continuo in X se e solo
se é limitato in un intorno di 0.

Dimostrazione. Sia F' un funzionale lineare e continuo in X, ovviamente
F(0) = 0, allora esiste un intorno dello 0 in cui F(z) < e.

Supponiamo che esista I(0,d) intorno dello 0, in cui F' ¢ limitato, esiste M
tale che |F'(z)| < M per ogni = € 1(0,0), allora per ogni y € 51 segue:

)] = 77 1F@)] <,
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quindi F' & continuo in 0.

Si ha inoltre che se F' é continuo in 0 & continuo in ogni altro punto zo di X.
Infatti se |F(z)| < € per ogni z in un intorno di I(0,d.) di 0, si ha che per
ogni z € xg + 1(0,6,)

|F(2) = F(xo)| = [F(z — z0)| = |[F(z)| <e,
quindi la continuitd in xg.

Dal teorema precedente segue che un funzionale lineare & continuo se e solo
se i suoi valori nella sfera unitaria sono limitati e vale

P <|;””> | <M = |F(z)| < M|z]|, 2 #0

Ad esempio

e In R" il funzionale F(x) = Y, , a;z; per a € R™ & un funzionale lineare
e continuo, in quanto limitato.

e I seguenti funzionali:

Fi(f) = / F(b)dt,

Fy(f) = / o(t) f(t)dt,

con g funzione assegnata e continua, sono lineari e continui in C°([a, b]).

e Consideriamo [? e sia a = (x,,) € [? assegnato, allora il funzionale definito
per ogni x = (&,) € 2 da:

o0
F({E) = Z EnXns
n=1
é un funzionale lineare e continuo, infatti

[F(@)] <Y enxal < llllall-
n=1

L’insieme dei funzionali lineari e continui su X costituiscono uno spazio
vettoriale e inoltre é uno spazio normato munito della norma
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[1F][x = Supyz<1 [F(2)].

La norma precedente & equivalente alla seguente:

|F ()|
Infatti, per ogni x # 0
|F ()] x
= F (),
[l edl

e quindi || Flz2 < ||F|:.
Dal fatto che F' & limitato e dalla definizione di |F'||, segue che per ogni x € X

[F ()] < [|F 2],
allora per z con |jz|| <1
[F(@)| < [[Fll2llz]] < [|F]2
Lo spazio normato dei funzionali lineari e continui su uno spazio normato X
si chiama spazio duale di X e si denota con X*.
Esempio 2.1 Consideriamo il funzionale in C°([a,b]), definito da

34, (f) = f(to)

, per ogni funzione continua f definita su [a,b] con ty € [a,b].

Si vede facilmente che si tratta di un funzionale lineare e continuo ed inoltre
166, (/)] < [[fllco,
quindi |0, ]| < 1. Considerando f =1, si ha |04, = 1.

Vale il seguente teorema

TEOREMA 2.1. — Lo spazio duale di uno spazio normato & uno spazio
completo.

Dimostrazione. Sia (F,) una successione di Cauchy in X* cioé per ogni ¢
esiste ng tale che per n,m > ng si ha | F,, — F,,]| < € e quindi

[Fn(2) = Fin(2)] < |Fn = Fallllz]] < ef|z| (2.1.1)

La successione di numeri reali (F,(z)) & quindi di Cauchy in R e quindi
converge a Fy(z). Resta quindi definito un funzionale Fy : X — R, da altra
parte da (2.1.1) passando al limite per m — 400, si ha che per n < ng
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[P () = Fo(z)| < eflz]].

Da quest’ultima relazione segue che Fy : X — R, risulta lineare e continuo
in X
[Fo(x)] < ([[Fn, | + el

e F), converge a Fj in X*.

OSSERVAZIONE 2.1. —A titolo d’esempio diamo la costruzione dello
spazio duale di R™. Sia (ey,...,e,) la base canonica in R". Ogni vet-
tore di R" si scrive nella forma v =73,  v'e;. A partire dalla base
canonica si definiscono n elementi di (R")*, (Fy, F>, ..., F,,) mediante
le relazioni
Fi(v) ="

E facile controllare che F; sono funzionali lineari e continui e co-
stituiscono un sistema linearmente indipendente, infatti se F =
wmF+ ..+ p,F, =0, segue che F(e;) = pu; =0.

Proviamo che costituiscono una base per (R™)*. Sia F € R" e sia
a; = F(e;) per ve R" si ha

F(v) = Z v'F(e;) = Z via; = Z a; F;(v),

1,.n

segue che F =3, a;F; in (R")*.

La base duale (F1,..., F,) viene indicata con (dzi,..,dz,).

Si conclude che lo spazio duale di uno spazio a dimensione finita n
é ancora a dimensione n.

2.2 Teorema di Hahn-Banach

Il teorema di estensione di Hahn-Banach ¢ il pit importante risultato relativo
alla struttura dei funzionali lineari e continui sugli spazi vettoriali. Si tratta
di un fondamentale principio di esistenza in Analisi Funzionale dimostrato
in modo indipendente da Hahn nel 1926 e da Banach nel 1929. Il teorema
garantisce che uno spazio normato possiede “abbastanza” funzionali lineari e
continui e rende quindi possibile un’opportuna teoria degli spazi duali.

TEOREMA 2.2. — Sia X uno spazio vettoriale e p: X — R un’applica-
zione tale che

o p(Ax)=Mp(z), A>0,

o p(x+y) <plx)+py)
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Sia G un sottospazio vettoriale di X e g: G — R lineare tale che

9(z) < p(x), (2.2.2)

allora esiste un funzionale lineare F' definito in X tale che
o F(x)=g(x) per z € G;

o F(z)<p(x) perzec X.

Dimostrazione. Consideriamo 'insieme P costituito dalle funzioni lineari h
definite in D(h) un sottospazio vettoriale di X, con G C D(h), h prolunga-
mento di g e h(z) < p(x).

Si vede che P ¢ un insieme ordinato con la relazione d’ordine:
hi < hy quando hs & un prolungamento di hy e D(hy) C D(hs).

Proviamo che P & un insieme ordinato induttivo e cioé che ogni suo sottoin-
sieme totalmente ordinato ammette maggiorante.

Sia Q C P totalmente ordinato e indichiamo con Q = (h;);c;-

Sia h la funzione definita nell’unione di D(h;) da
h(z) = hi(x), x € D(h;).

La funzione h & ben definita infatti se « € D(h;) N D(h;) con i # j, dal
momento che Q é totalmente ordinato si ha che o h; € un prolungamento di
h; oppure il viceversa, in entrambi i casi segue che h(z) = h;i(z) = h;(z).
Inoltre A é un prolungamento di g.

Applicando il Lemma di Zorn E| segue che esiste un elemento massimale f € P.
Il teorema ¢é provato se vale che D(f) = X.

Supponiamo che D(f) # X esiazg € X —D(f). Definiamo la funzione lineare
h nel sottospazio lineare definito in D(h) = D(f) 4 span(zq) da

h(y) = h(z + txg) = f(x) + ta, y € D(h)

dove la costante a sara precisata pit avanti.
E evidente che h é un’estensione di f.

Osserviamo dapprima che per ogni z,y € D(f) vale

fy) = p(y —20) < p(x + o) — f(2).
Infatti dalla linearita di f e la sublinearita di p

! Ogni insieme ordinato induttivo e non vuoto ammette un elemento massimale
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f@)+ fly) = fz+y) <plx+y) < ply —x0) +p(x + 20).

Scegliendo «

Sup,epp)(f(y) —ply — x0)) < a < Infoep(s)(p(z + 20) — f(2)),

si hanno che per ogni « € D(f) valgono le seguenti relazioni
f@)+a<plz+zo)  flr) —a<pl@—x)
Proviamo che ogni y € D(h)

h(y) < p(y),

e cioe che
h(z 4+ txzg) = f(x) + ta < p(x + txg).

Dal fatto che f(x) +a < p(x + xo) segue che per t > 0 f(§) + o < p(F +
z9) = 1p(x + tzo) e quindi f(z) + ta < p(z + txg). Sia t < 0, allora da
f(@)—a < p(z—1x0),siha f(—%) —a < p(—% —x0) = —+p(z +txo) e quindi
anche in questo caso f(z) + ta < p(x + txg).

Dal momento che h € P ¢ un prolungamento di f con D(f) C D(h), vale
h > f nella relazione d’ordine definita in P, contro il fatto che f & un elemento
massimale.

OSSERVAZIONE 2.2. —Nella seconda parte della dimostrazione abbiamo
provato che se L & un sottospazio vettoriale di X, xo € X — L e g é
una funzione lineare in L soddisfacente , allora la funzione
lineare f definita in L + span(zy), da f(y) = h(z + tzo) = g(x) + a,
per un opportuna o estende g su tutto X mantenendo la proprieta
f(z) <p(z) in X.

Una importante conseguenza del Teorema di Hahn-Banach negli spazi normati
é data da:

PROPOSIZIONE 2.2. —Sta X wuno spazio normato, e sia G un suo
sottospazio. Ogni funzionale g lineare e continuo definito in G si
prolunga in un funzionale lineare e continuo in X tale che

[Elx- = llglle--

Dimostrazione. Dalle proprieta dei funzionali lineari e continui che abbiamo
visto, si ha che
lg(@)] < llglle=ll=ll, Vzed

quindi considerando p(z) = [|gllc-[|=||, dal teorema di Hahn-Banach segue
esiste un prolungamento F di g in X tale che

G*
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Fz) <llglle-

Da altra parte dal momento che F(—z) = —F(z) < ||g|lg~||z]|| si ha

[F(x)] < llglle-=ll, VzeX,

e quindi [|F[|x. < [|g]

o~ Poiché 'altra diseguaglianza é banale, segue la tesi.

PROPOSIZIONE 2.3. — Sia X uno spazio normato e sia rg € X, xo # 0.
Esiste un funzionale lineare e continuo Fy, tale che

[Follx- =1, Fo(zo) = |zoll- (2.2.3)

Dimostrazione. Sia G = spanzg e definiamo g(z) = g(tzg) = t||xol|. Si vede
che |g(xg)| = ||xo||- Dal Teorema di Hahn-Banach esiste un funzionale, che ri-
sulta lineare e continuo Fj in X, che estende g e tale che |Fy(z)| < ||z|| per ogni
x € X e quindi ||Fy||x~ < 1. Tuttavia, poiché Fy(xg) = ||zol|, necessariamente
[Follx- = 1.

OSSERVAZIONE 2.3. —Quest’ultima proposizione permette di stabili-
re una nuova espresstone per la norma di r € X wn termini de:
funzionali lineart e continui:

||| = Maxp|| . <1 |F(x)]. (2.2.4)
Infatti, poiché |F(z)| < ||F||x~||z|| si che
F(x
el > sup L

FeXx* ||F||X,

e l'uguaglianza segue dalla Proposizione [3 dal momento che per
ogni x esiste F' € X* tale che ||z||x = ||F||x-.

Vale inoltre:

PROPOSIZIONE 2.4. —Sta X wno spazio normato e r1 € X tale che
F(x1) =0 per ogni F € X*. Allora x; = 0.

Dimostrazione. Se x1 # 0, per la proposizione precedente dovrebbe esistere
un funzionale F lineare e continuo non identicamente nullo, con || F;||x- =1
e Fy(z1) = [l |-

PROPOSIZIONE 2.5. —Sia X uno spazio normato con almeno un ele-
mento non nullo. Esiste un funzionale lineare e continuo non
identicamente nullo.
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Dimostrazione. Sia xg un elemento non nullo di X e G = spanzg, definiamo
g(z) = g(tzg) = t. Dal Teorema di Hahn-Banach esiste un funzionale lineare e
continuo Fp in X, che estende g a X, non identicamente nullo, infatti Fy(zg) =
1 ed inoltre || Fol|x+ = ||gllg =

1
lzollx *

2.3 Spazi normati riflessivi

Sia X uno spazio normato e X* il suo spazio duale. Consideriamo I'insieme
dei funzionali lineari e continui su X*, che indichiamo con X**, 'insieme dei
funzionali lineari e continui su X* della forma: ¢ : F € X* — ¢o(F) € R. X**
viene chiamato biduale di X.

Fissato x € X sia ¢, € X** il funzionale definito da :

Si vede che ¢, é un funzionale lineare e continuo su X*. Infatti
lpa (F)| = [F(2)] < ||| FI].
Resta quindi definita 'applicazione tra X e X**:
JrzeX —p, € X

Dimostriamo che J & un’isometria tra X e X**.
Da (2.2.4) segue che

|F ()]
z||x = Su = ||| x#x-

In generale J(X) C X**.

DEFINIZIONE 2.1. —Uno spazio normato X é riflessivo quando J(X) =
X**.

Si vede facilmente che:

e Ogni spazio riflessivo & completo in quanto isometrico allo spazio X**, che
é uno spazio completo.

e Ogni spazio a dimensione finita é uno spazio riflessivo.
Vale il seguente teorema di Completamento:

PROPOSIZIONE 2.6. —Sia X wno spazio normato, esistono uno spazio
di Banach B ed un sottospazio Y C B tali che
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e Y é denso in B;
e Y ¢é isometrico a X.

Dimostrazione. Sia X** il biduale di X, che é uno spazio completo per le
proprieta dei duali e contiene il sottospazio Y = (¢, ) isometrico a X.

Indichiamo con B =Y, dove Y denota la chiusura di Y. B & un sottospazio
chiuso di uno spazio completo e quindi & completo e Y & ovviamente denso
nella sua chiusura.

2.4 Problema della minima norma e teoria della dualita

Sia X uno spazio normato, sia L un suo sottospazio e ¢ € X — L, consideriamo
i due seguenti problemi:

PROBLEMA 2.1. —Determinare « tale che
(P) a=Inf{|lz —z0l|, xze€L}.

Z é una soluzione di (P) se ||T — x| =« .

PROBLEMA 2.2. —Determinare 3 tale che
(P*) B=Sup{F(z0), FeL*-, |F|<1}.
dove L & il sottospazio di X* definito da
Lt ={FeX*, F(x)=0, zclL},
F & una soluzione di (P*) se F(zo) = j3.

(P*) & chiamato problema duale di (P). Vale il seguente teorema:

TEOREMA 2.3. — Assegnato L un sottospazio lineare dello spazio
normato X e rg € X — L. St ha che:
o a=/

e il problema (P*) ha sempre soluzione: esiste F tale che F(x() = 3.

e Se F & una soluzione di (P*), allora = € L é una soluzione di (P)
se e solo se ~
Flzg =) = || — o],
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Per dimostrare il teorema di dualitd abbiamo bisogno della seguente conse-
guenza del Teorema di Hahn-Banach:

PROPOSIZIONE 2.7. — Sia L un sottospazio lineare di X e xo € X — L,
esiste un funzionale lineare e continuo F tale che F(x) =0 per ogni
x € L ed inoltre ||F|| =1, F(xo) = dist(zg, L) = inf,cr, ||z — zo]|-

Dimostrazione. Sia Ly = L + span xg, per ogni v € Ly vale v = Axg + z, con
r € L.
Definiamo in Ly il funzionale lineare e continuo g(v) = Adist(zg, L).

Si ha per v € Ly:
. —x
l9(w) = Al dist(zo, L)| < [Mllzo — (=) < [llz + Azoll = Jlv]].

che implica ||g||.« < 1. Da altra parte per la definizione di estremo inferiore,
per ogni € > 0 esiste z € L tale che

|Z — xo|| < dist(xg, L) + €.

Segue, dal momento che g(Z — xg) = — dist(zg, L)
||g|| > ‘g(j — 'TO)‘ diSt(an L)
= |z = x| dist(zo, L) + €’
e quindi ||g||+ = 1. Dal Teorema di Hahn-Banach g si estende in un

funzionale lineare e continuo su X tale che F(z) = g(z) = 0 per ogni = € L,
F(zg) = dist(xo, L) ed inoltre ||g||z- = ||F||x+ = 1.

Passiamo alla dimostrazione del teorema 2.3t
Dimostrazione. Per € > 0 esiste 7 € L tale che ||# — zo| < a+e. Sia F € L+
con | F|| <1, allora, poiché F(z) = 0 per ogni x € L, si ha
Fxo) = Fxo — &) < [|F[I[|Z — woll < |2 — @oll,
segue che 8 < a + € e dall’arbritarieta di € > 0, 8 < a.

Sia a > 0, dalla proposizione precedente esiste un funzionale F e L*, dal
momento che F(z) = 0 per ogni z € L e ||F|| =1 ed inoltre

F(xg) = dist(zo, L) = «,
segue quindi che 8 > « e quindi 8 = a. Inoltre é evidente che il funzionale F'
¢ la soluzione del problema duale (P*).

Se o = 0 allora la relazione precedente vale per F' = 0 e quindi anche g = 0.

Sia F la soluzione di (P*). Dal fatto che 8 = a, si ha quindi che se Z € L ¢é
una soluzione di (P) dal momento che F' =0 in L, si ha:

F(zo) = F(zo — ) = ||T — zol|-
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Osserviamo inoltre che poiché o = 3, per ogni G € L+, con |G| < 1, si ha

G(zo) <B=a<|z—m, =e€L.

Vogliamo ora dare un risultato di dualita analogo al precedente nel caso piu
generale di sottoinsiemi convessi. Abbiamo bisogno quindi di alcune nozioni
di analisi convessa ed in particolare del concetto di funzione coniugata di una
funzione.

Consideriamo le funzioni convesse definite in uno spazio vettoriale X ed a
valori in | — oo. + o0], cioé la funzioni possono assumere il valore +oo.

DEFINIZIONE 2.2. —Un insieme C é detto convesso se per ogni coppia
di punti x1,z2 € C e t nell’intervallo [0,1] st ha tx; + (1 —t)ze € C

DEFINIZIONE 2.3. —Una funzione ¢ definita in un insieme convesso
C, st dice convessa se

p(trr + (1 = t)z2) < tp(z1) + (1 —t)p(z2).

L’insieme B(0,7) = {x € X : |jz|| < r} & un insieme convesso e g(z) = ||z||
¢ una funzione convessa in X.

DEFINIZIONE 2.4. —St dice epigrafo di una funzione reale ¢ : X — R
l'insieme

epip = {(z,A) € X X R, p(z) < A}.
Diamo alcune proprieta elementari delle funzioni convesse.

e Se ¢ & una funzione convessa, allora epiy € un insieme convesso e viceversa.

e Se ¢ & una funzione convessa, alloraper A € R, 'insieme {z € C': p(z) < A}
é convesso, ma non vale il viceversa.

e Se 1 e 3 sono funzioni convesse, allora 1 + 9 € una funzione convessa.

e Se (¢;)ies € una famiglia di funzioni convesse, allora I'inviluppo superiore
w(x) = Sup ;(x) € ancora una funzione convessa.
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Diamo la definizione di funzione coniugata di una funzione definita in uno
spazio normato.

DEFINIZIONE 2.5. —Data una funzione ¢ : X —| — 0o,+], tale che
v # +0o st definisce la funzione p* : X* —]—o0, +¢], detta coniugata
di ¢, mediante la relazione:

@ (F) = Sup,e x (F(x) — ¢(x)).

Si vede che la funzione p* é sempre una funzione convessa. Infatti poiché per
ogni fissato x 'applicazione F — F(z) — ¢(x) & convessa e continua si ha che
I’inviluppo superiore al variare di = rimane convessa.

Esempio 2.2 Sia ¢ : IR" —] — 00, +00], tale che ¢ # +00, ¢ facile vedere che
©*(x) é definita in R" ed ¢ data da

©*(y) = Supern (vy — @(2)).

Consideriamo in uno spazio normato X la funzione norma @(x) = ||z||, si ha
che

" (F) = Supyepn (F(z) — [|z]),
dal momento che
F(z) = |zl < [lzl[([|1F] — 1)

si vede che *(F) =0 se |[F|| <1 e ¢*(F) = 400 quando ||F| > 1.

DEFINIZIONE 2.6. —Sta C un insieme convesso chiuso e non vuoto.
Defintamo

0 rzeC
I =

La funzione convessa I¢(x) € detta indicatrice di C, la sua funzione coniugata
viene chiamata funzione d’appoggio di C.

Sia g € X — C, si ha che, nel caso di insiemi convessi, il legame tra il
) ) )

problema di minima distanza ed il suo problema duale, si ottiene considerando

la coniugata della funzione norma e della funzione indicatrice.

Vale infatti

dist(zg, C) = Infoco ||z — 20| = Max p<1 (F(z0) — I5(F)). (2.4.5)
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Per dimostrare (2.4.5)), osserviamo innanzitutto che

Infieo ||z — xo|| = Infrex (|x — 2ol + Io(x))

Vale inoltre il seguente teorema (per la dimostrazione rimandiamo a Brezis
(1], [21)

TEOREMA 2.4. —Siano 1,2 due funzioni convesse e supponiamo che
esista xg tale che ¢1(xg) < +00 € pa(x0) < +00 € 1 Sia continua in
xo. Allora

Infrex (p1(2) + p2(2) = Max)pj<1 (=01 (=F) — @5(F)) .

Poniamo @1 (x) = ||z — 2| € p2(x) = Ic(x) ed osserviamo che
P1(F) = Supex (F(2) — [Jx — zol]) = F(zo),
infatti si ha
F(x) = ||z =zl = F(z = z0) + F(x0) — [lz = @0 <

1E] x-
ed in z vale l'uguaglianza. Dal teorema precedente segue (2.4.5).

& — o[ + F(zo) — [l — xol| < F(x0)

2.5 Forme geometriche del teor. di Hahn-Banach

Sia X uno spazio vettoriale normato.

DEFINIZIONE 2.7. —Un iperpiano affine, di equazione f = «, é un
insieme della forma

H={zeX: f(x)=a},

con f lineare e non identicamente nulla.

PROPOSIZIONE 2.8. —S% ha che H é un insieme chiuso se e solo se f
é continua.

Dimostrazione. Sia f continua é allora evidente che H é chiuso. Supponiamo
che H chiuso quindi X — H aperto e non vuoto dal momento che f non é
identicamente nulla. Sia z9 € X — H e sia per fissare le idee f(zo) < a.
Proviamo che esiste un intorno convesso B(xo,7) C X — H, tale f(z) < «
in B(xg,7), da cui segue che segue che f & limitata intorno a z( e quindi &
continua.
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Supponiamo che esista 1 € B(zg,r7) C X — H con f(z1) > «. Il segmento
z(t) = (1—t)zo+tx; & contenuto in B(zg, ) e in particolare per t = W
si ha f(z(t)) = a e quindi si arriva alla contraddizione z(t) € H.

Quando X = R2, ogni iperpiano chiuso ha equazione:
H={(x,n) €R®>: ax+bp=a}.
con a, b reali fissati.

Diamo la definizione di insiemi convessi separati:
DEFINIZIONE 2.8. —Siano A,B C X, diremo che liperpiano H di
equazione f(zr) =« separa A e B in senso largo se

flx)<a perogni z€A e f(z)>a perogni xé€B.

Diremo che liperpiano H di equazione f(z) = o separa A e B in
senso stretto se esiste ¢

fle)<a—€¢ perogni z€A e f(x)>a+e perogni z€ B.

In altre parole, possiamo affermare che , definiti

He={zeX: f(x)<a} e Hs={zecX: f(z)>a},

I'iperpiano H separa in senso largo A e B se

ACHc BCH>..

OSSERVAZIONE 2.4. — Assegnato L un sottospazio lineare di X e x( €
X — L, dalla Proposizione[7 esiste un funzionale lineare e continuo
F' tale che

F(z)=0 perogni zeclL, |F|=1 F(zy)=dist(xo,L),

segue che L é contenuto nell’iperpiano H ={x € X : F(x) =0} che
quindi separa L e {zg}.

Vale il seguente teorema di separazione dei convessi, chiamato Forma geome-
trica del Teorema di Hahn-Banach
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TEOREMA 2.5. — Siano A, B C X insteme convessi, non vuoti e di-
sgiunti con A aperto. Allora esiste un iperpiano chiuso che separa
A e B in senso largo.

La dimostrazione del teorema [2.5] si basa su due lemmi.

Il primo stabilisce alcune proprieta della funzione che si puo associare ad un
insieme convesso, detta funzione di Jauge dell’insieme o anche funzionale di
Minkoski.

LeEMMA 2.1. —Sia C un insieme convesso aperto di uno spazio norma-
to X, con 0 € C. Defintamo la funzione Jauge dell’insieme convesso
Cin X: .

p(x):Inf{a>O: EGC}'

Vale che:

e (i) Per ogni A >0
p(Ar) = Ap().

e (ii) Esiste M > 0 tale che per ogni x € X

0 < p(z) < Mllz].

e (iii) Inoltre
C={zeX: px)<1}.

e (iv) Per ogni x,y € X

p(z+y) < px) +p(y).

Dimostrazione. La (i) segue dalle proprieta dell’estremo inferiore.

Proviamo (ii). Poiché C' ¢ un aperto esiste B(0,7) C C. Sia z € X allora T €

B(0,), quindi HLTH appartiene all’insieme di cui p(z) & 'estremo inferiore e

ndi [E3]
quindi p(z) < .

Proviamo(iii). Sia z € C, dal momento che C' & aperto (1 + €)x € C, per €

abbastanza piccolo, segue che ﬁe appartiene all’insieme di cui p(z) & Pestremo

inferiore e quindi p(z) < 137 < 1. Sia ora x tale che p(x) < 1, allora esiste

a € (0,1) tale che £ € C. Si conclude che z = (%) + (1 — )0 appartiene a
C.

Proviamo (iv). Siano z,y € X e € > 0. Poiché
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z . plx)
p(e—i-p(x))i €+ p(x) <1

e analogamente per y segue che %, % appartengono a C'. Dal momento

che C' é convesso, per 0 <t <1

x Y
t—2 s a-n—2 _ec,
o T
scegliendo opportunamente t = % < 1 si ha W e C, che

implica
p(z+y) < p(@) + py) + 2,

che conclude la dimostrazione.

Dal lemma precedente segue anche che la funzione p é convessa in X.

OSSERVAZIONE 2.5. —S% vede facilmente che se C = B(0,7) C R™ allora
p(z) = @ e se C =X allora p(x) =0.

OSSERVAZIONE 2.6. —Osserviamo inoltre che assegnato p(x) un funzio-
nale omogeneo, non negativo e convesso, nello spazio X, si verifica
che il sottoinsieme di X definito da {z € X : p(z) < 1} & un convesso
aperto.

L’introduzione della funzione misura di Jauge permette di generalizzare
I’osservazione [4] agli insiemi convessi.

LEMMA 2.2. Sia C un convesso aperto non vuoto contenuto in X e
sta xg € X —C.

Esiste un funzionale lineare e continuo F in X tale che F(x) < F(x()
per ognt z € C.

In particolare l’iperpiano
H={rxeX: F(x)=F(x0)},
separa {xo} e C in senso largo.
Dimostrazione. Operando una traslazione si pud sempre supporre che 0 € C.

Sia G = spanzg e definiamo g(y) = g(txo) = t. Si ha che g(y) < p(y).

Infatti, sia y = txg con t > 0, poiché p(zg) > 1, dal momento che zy non
appartiene a C, si ha:
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9(y) = g(two) =t < tp(xo) = p(tzo) = p(y).
Se t < 0 allora g(y) = g(txo) =t <0 < p(y).

Inoltre g & un funzionale continuo, infatti se g(y) = ¢ con ¢t > 0 allora g(y) <
p(y) < My, se t <0siha |g(y)| = —g(tao) = —t < p(—tzo) < [[twoll = [lyl|.

Dal Teorema di Hahn-Banach [2:2] esiste un prolungamento lineare e continuo
F di g in X tale che F'(z) < p(z) per ogni z € X e F(xp) = 1.

Inoltre per z € C segue F(x) < p(z) < 1= F(xo).

Quindi

Cc{zeF(x)<1}, {xo}C{zreX:F(x)=F(xg) =1},

che conclude la prova.

Dimostrazione del Teorema 2.5]

Dimostrazione. Sia C = A— B ={zx—y:x € A,y € B}, si vede che C & un
convesso, C' & aperto, in quanto unione degli aperti disgiunti C' = Uycp(A—y)
ed 0 ¢ C dal momento che A e B sono disgiunti.

In base al lemma precedente, esiste F' tale che, per ogni z € C sia F(z) <
F(0) =0 e di conseguenza per t € Aey € B

F(z) < F(y) perogni z€A, yé€B.

Sia « tale che
Sup,ca F(z) < a <Infiep F(x),

Considerato l'iperpiano H = {x € X :  F(z) = a}, si vede facilmente che H
separa A e B in senso largo.

Vale inoltre il seguente risultato di stretta separazione di convessi, per ladi-
mostrazione rimandiamo a Brezis [1], [2].

TEOREMA 2.6. — Sitano A, B due insiemi convesst, non vuoti, disgiun-
ti. Supponiamo che B sia chiuso e A sia compatto. Allora esiste un
iperpiano chiuso che separa A e B in senso stretto.

Dimostrazione. Denotiamo con C' = A— B che A" un convesso aperto e 0 ¢ C.
proviamo che C' é un insieme chiuso. Sia ¢, = a,, — b,, che converge a c. Dal
momento che A é un compatto da a,, si pud estrarre una sottosuccessione, ar,, .
convergente a a allora b,, = a,, — (an, — by, ) converge ad a — ¢ e dalfatto
che B é chiuso segue che ¢ € C' e quindi anche C é chiuso.
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Consideriamo 'aperto X — C e sia B(0,r) la palla di centro 0 e rqggio r
interamente contenuta in X — C'. Dal teorema precedente esiste F' € X* che
separa C' e B(0,7), con F # 0 ed in particolare esiste un « tale che:

F¢&)<a<F(a)—F0b) = F0)=0<a< F(a)— F(b)
prendendo & = 0. Si ottiene

inf F(a) —sup F'(b) > a > 0.
acA beB

Quindi per o < «

inf F(a) > o' > sup F(b).

a€cA beB
e l'iperpiano F(z) = o’ separa A e B in senso stretto visto che esistono €; e
€ tali che

inijF(a):o/—l—el = Fla)>d +e€,ac A
a€

supF(b)=ad' —ea = F(b)<a'—ebeB
beB
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Capitolo

Principi di Analisi Lineare

L’analisi funzionale lineare & basata oltre che sul teorema di Hahn-Banach
anche sul principio di uniforme limitatezza o teorema di Banach-Steinhaus
e dalle sue conseguenze teorema dell’applicazione aperta e del garfico chiuso.
Tali teoremi hanno notevoli applicazioni e molti sono i risultati ad essi collegati
collegati. I tre teoremi hanno una radice comune richiedono la completezza
degli spazi e sono una conseguenza del Lemma di Baire.

3.1 Operatori Lineari

In questa sezione diamo le definizioni e le proprieta principali degli operatori
lineari.

DEFINIZIONE 3.1. —Stano X e Y due spazi vettoriali. L’operatore T :
D(T)C X =Y si dice lineare se D(T) & un sottospazio vettoriale e
per ogni v,y € D(T) e o, € R

T(ax + By) = oT () + BT (y).

Le seguenti proprieta degli operatori lineari si provano facilmente.

e Il codominio di T, R(T) = {y €Y :y=Tz, x € X} & un sottospazio
lineare di Y.

e Ilnucleo di T, definito da N(T') = {z € D(T) : T'(z) = 0} é un sottospazio
lineare di X.
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e Se la dimensione di D(T) ¢ uguale a n allora la dimensione di R(T) ¢
minore o uguale a n.

e Un operatore lineare ¢ iniettivo se e solo se N(T') = {0}.
e L’operatore inverso di T, T~! : R(T) — D(T), esiste se e solo se
T(x)=0= 2z =0,
ed é un operatore lineare.

e SeT: X —>YeS:Y — X sono due operatori lineari tali che TS =1 e
ST = I dove I é l'operatore identico si ha che T ¢é biettivo e S = T71.

Siano X e Y due spazi normati, con procedimenti analoghi a quelli utilizzati
per i funzionali si prova che:

e Un operatore lineare T' continuo in 0 € X & continuo in ogni punto. Inoltre
T ¢é continuo se e solo se € limitato intorno allo 0 e cioé esiste ¢ > 0 tale
che

[Tz]| < cllef] VoeX

e Sia T un operatore lineare e continuo allora se (z) C D(T) e xj, converge
a x si ha T'(xy) converge a T'(z). Segue che il nucleo N(T') ¢ chiuso.

Lo spazio vettoriale dei funzionali lineari e continui da X a Y si denota con
L(X,Y). Si dimostra facilmente che £(X,Y) é uno spazio normato munito
della norma

HT”L(X,Y) = SuszHX§1 1T(x)]- (3.1.1)
La norma (3.1.1)) & equivalente alla seguente:

IT@Ily

(3.1.2)
=]l x

TN e(x,v) = Supje) x 20

Nel seguito indicheremo con |||| sia la norma nello spazio X che quella nello
spazio Y.

Procedendo come nel teorema 2.1] si ha

TEOREMA 3.1. —Se Y ¢é uno spazio di Banach allora lo spazio L(X,Y),
dotato della norma (|3.1.1) é uno spazio di Banach.

OSSERVAZIONE 3.1. —Come nel caso di funzionali la proprieta di lima-
tatezza degli operator: é diversa da quella usuale: un’ applicazione
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st dice limitata se il suo codominio é limitato, nel caso dei funzio-
nali e degli operatori lineart significa che trasforma insiems limitat:
di X in insiemi limitati di Y.

Ad ogni operatore lineare e limitato da X a Y si associa un operatore chiamato
operatore aggiunto definito nel duale Y* di Y ed a valori il duale X™* di X.

Sia T : X — Y e consideriamo un funzionale lineare e continuosu Y, G € Y'*
allora per y = T'(z) definiamo il funzionale su X definito da

Il funzionale F' é lineare e continuo, infatti

[F ()] = |G(T (@) < IGIIT @) < Gy [Tllexllzllx  (3.1.3)

Quindi a partire dall’operatore T si costruisce un operatore
Yy —» X*
definito da

GeY" - FeX*, F(x)=GT(x),zeX

PRrROPOSIZIONE 3.1. —L’operatore aggiunto di T é lineare e limitato ed

T ex, vy = 1T ||cy=xe)-

Dimostrazione. T* é ovviamente lineare ed ¢ limitato da (3.1.3) ed inoltre

. G(T(z
I (@)lx- = sup CEEN @71 v,
=20 |2l
Dal momento che:
. |[T(G)|] x -
T . xr) = LU S L
T ey ey = sup ol
si ha
|[T*(G) ] x - 1 |G(T ()| 1 1
= sup < NGy T ex, vyl x
|G|y~ |G|y~ ||| x I|Glly~ ||| x L)

che implica
T v=x) < ITllex)-
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Dal Teorema di Hahn-Banach, sia xp € X e T(xg) € Y, esiste un funzionale
lineare e continuo in Y tale che |[|Gol| = 1 e Go(T(x0)) = ||T(x0)]|]. dalla
definizione di operatore aggiunto

Go(T(x0)) = T"(Go)(z0),
quindi
T (zo)l| = Go(T (o)) < [[T™(Go)lll|zoll < IT*[[[|Golll|lzol| < [[T*[[|oll,

da cui segue l'uguaglianza delle norme.

OSSERVAZIONE 3.2. — Diamo alcuni esempi di operatori lineari e
limatats.
1. L’operatore identita T : x € X — = da uno spazio normato in se

stesso é un operatore limitato con ||T|| = 1.

2. Sia X lo spazio dei polinomi su I = [0,1] con la norma del mas-
stmo e consideriamo T(z) = x’, ad ogni polinomio associa la sua
derivata. L’operatore T é lineare ma non limitato, infatti quan-

do consideriamo x,(t) = t" sia ha che ||r,|| =1 ma T(z) = nt"~!
e quindi ||T(z,)|| = n, quindi non esiste c tale che W <c¢, per
ogni n.

3. Sia X = C%[a,b]) con la norma del massimo, assegnata K(z,y)
una funzione continua definita in [a,b] X [a,b] definiamo ’opera-
tore:

b
(Tu)(z) = / K (. y)uly)dy € C°(a, b]).

T é un operatore lineare e continuo infatti, per ogni u € X, vale

b b
| / K (2, ) u(y)dy] < Maxocs yes |K(2,)] / fu(y)|dy.

da cui segue che

[Tull < Maxo<zy<p [K (2, 9)[(b = a)|[ul|co-

4. Siano X e Y due spazi a dimensione finita e con {e1,...,e,} e
{f1, ., fr} le rispettive basi e T : X — Y un operatore lineare. Dal
momento che ogni u € X ha un unica rappresentazione della
forma uw=">_, we;, si ha:
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n s
> ui Y ajif;
n=1 7j=1

quindi ’operatore T é univocamente determinato se le immagini
T(e;) della base di X sono assegnate.

v=T(u)= Z u;T(e;)
n=1

Una matrice a;; reale, con r righe e n colonne definisce un ope-
ratore lineare tra R" e R", con l’usuale prodotto di una matrice
per un vettore.

Ogni operatore lineare definito in uno spazio a dimensione finita
é limitato.

3.2 Lemma di Baire

Il lemma di Baire anche detto delle categorie ha varie applicazioni in analisi
funzionale.

DEFINIZIONE 3.2. —Sia X wuno spazio metrico. Un sottoinsieme M
st dice denso in X se la sua chiusura coincide con X, M = X. Dz
conseguenza M é denso se e solo se ogni intorno circolare contenuto

i X ha intersezione non vuota con M.

Osserviamo che se

M=X & Int(—M) = 2.

Infatti dal momento che fissato x € X si ha che ogni intorno di = ha interse-
zione non vuota con M, non esiste un intorno di z interamente contenuto in
(—M). Viceversa se l'interno del complementare di M ¢ vuoto vuol dire che
ogni intorno di ogni elemento di X ha intersezione non vuota con M e quindi
M é denso.

DEFINIZIONE 3.3. —Dato X uno spazio metrico ed un suo sottoinsieme
M st dice che

e M é raro se la sua chiusura M in X, non ha punti interni,

Int(M) = @.

e M é di prima categoria se é l'unione di una successione nume-
rabile M, di insiemi rari in X:

M =Ut>SM,, Int(M,)=92.
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o M é di seconda categoria quando non é di prima categoria.

Si vede facilmente:
e Ogni insieme finito di R é raro.
e L’insieme dei numeri razionali € di prima categoria in R.

e Ogni insieme non vuoto aperto di R é di seconda categoria in R.

Vale il seguente teorema detto delle categorie di Baire.

TEOREMA 3.2. — Sia X uno spazio metrico completo e sia (C,) una
successione di chiusi. Supponiamo che IntC,, = &, per ogni n > 1.
Allora

Int(US><C,) = @. (3.2.4)

OSSERVAZIONE 3.3. —Il teorema di Baire afferma che ogni spazio
metrico completo é di seconda categoria.

Supponiamo che X é di prima categoria, dovrebbero esistere M, con
Int(M,,) = @ tali che X = U2 M,, e quindi dal Teorema di Baire si
avrebbe

Int(US > M,,) = Int(X) = 2.

Il teorema di Baire é utilizzato nelle sequenti forme:

1. Sia X uno spazio metrico completo e sia (C,) una successione
di chiust tale che
utfxe, = X,

allora esiste ny tale che Int C,, # @.

2. Sia X uno spazio metrico completo allora l’intersezione di ogni
famiglia numerabile di sottoinsiemi aperti densi di X é densa
in X.

Infatti se A, = X per ogni n allora Int(—A,) = @, quindi
Int(— N A,) =9 = NA, = X.

Dimostrazione. Sia A, = (—C,) l'insieme aperto complementare di C,, che
¢ denso in X, cioé¢ A,, = X, dal momento che C,, ha interno vuoto, quindi
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(3.2.4) ¢ equivalente a provare che A = N;'> A,,, ¢ ancora denso in X e quindi
per ogni w un aperto non vuoto contenuto in X si deve avere wN A # @.

Sia 2o € w e B(z, 7o) una palla di centro x¢ tale che B(zg,7) C w, proviamo
che
B(il?o,’f'()) nA 7& J.

Da momento che A; é denso in X si ha che A; N B(xg,79) # @. Sia a1 €
A1 N B(xg,m0) € r1 > 0 tali che

B(Il,”f‘l)CB(ﬁo,T‘o)ﬂAl, O0<r < T?O

Da altra parte As & denso in X e quindi B(X;,71) N Ay # &. Sia xs €
B(z1,71) N Ay e r2 > 0 tali che

E(wg,T2>CB(1'1,T1)ﬂA2, 0<r2<%1.

Per ricorrenza si costruisce una successione x,, di punti di X e di numeri reali
positivi 7, tali che per ogni n > 0

r
B(l‘n+1,Tn+1) C B(.ﬁbn,’l"n) n An+1 0< Tpt1 < ?n

Si ha che d(zyq1,7,) < 55
La successione (z,,) ¢ di Cauchy, infatti

A Tnp, Tn) < A(Tntp, Tngp—1) + A(Tntp—1, Tntp—2) + -

n+p—1

1
vt d(@pt1,2n) < 1o Z 2

i=n
Dal momento che X é completo, segue che z,, converge in X a T.
Proviamo che T € AN B(xy,r,). Infatti
d(z,T) < d(Tn, Tntp) + ATnap, T) < 7 + d(Tntp, T),
e facendo tendere p — +oo si ha
A2y, T) < 1y

segue che T € B(r,,,). Ma dal momento che per costruzione B(x,,7,) C
B(xp—1,7n—1) N Ay, per ogni n > 0 segue che T € A, N B(xp,7), per ogni
n>0e quindi T € A, N B(xg,70)-
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L’inverso del Teorema di Baire non é in generale vero, infatti vi € un esempio
dovuto a Bourbaki (1955) di uno spazio normato non completo di seconda
categoria.

3.3 Teorema di Banach-Steinhaus

Il teorema di Banach-Steinhaus afferma che per una famiglia di operatori
lineari definiti in uno spazio di Banach X la limitatezza puntuale implica
quella uniforme. Quindi se consideriamo una successione di operatori lineari
T, € L(X,Y), definiti in X limitata in ogni punto € X, la successione &
limitata nella norma dello spazio £(X,Y") e quindi uniformemente limitata in
X.

TEOREMA 3.3. — Siano X uno spazio di Banach e Y uno spazio di
normato e (Ticy), una famiglia, non neccessariamente numerabile,
di operatori lineari e continui di X in Y. Supponiamo che

Sup;eq | Ti(2)]| < 400, per ogni x € X, (3.3.5)

allora
Sup;esg || T3 < +o0. (3.3.6)

Esiste quindi una costante ¢ > 0 tale che

IT:(@)| < cllz||, per ogni z€X e i€l

Dimostrazione. Per ogni n > 1, poniamo
X, ={re X :||T;(x)]| <n, perogni i€J}.

L’insieme X,, ¢ chiuso, infatti sia 2 € X,, e () C X,, che converge a .
Questo significa che per ogni 4 si ha ||T;(xg)|| < n, per ogni k € N e dal
momento che T; & continuo si ha che || T;(z)|] < n, quindi z € X,.

Proviamo che
UnENXn =X.

Infatti da (3.3.5)) si ha che ogni © € X esiste M, tale che ||T;(x)|| < M, per
ogni i € J e quindi esiste n tale che x € X,.

Dal lemma di Baire esiste n, tale che Int X,,, # @. Siano z¢ € X e B(xq,7) C
Xne-
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Fissato x € X diverso dall’elemento nullo, poniamo z = xg+~yx con v = m
Allora ||z — zo|| < 7 e quindi z € B(zg,r) e di conseguenza ||T;(2)| < ng, per

ogni ¢ € J. Inoltre poiché x = %(z — ), si ottiene

ITi ()] = %IITZ-(Z = zo)|| < Z(ITa(2)l + [ Tazo)[l) < %nollxll'

2=

Quindi || T;(z)|| < 2no||z|| per ogni i € J. Si conclude che

|17 ()|
]

| T3] = sup —ng per ogni i€ J.
T

OSSERVAZIONE 3.4. —Il Teorema[3.3 viene spesso usato per dimostrare
la non completezza di spazi normati.

e Proviamo che lo spazio normato dei polinomzi sull’intervallo [0, 1]
con la norma definita da

[pll = Max; |a;l,

dove a; sono i coefficienti del polinomio, non é& uno spazio
completo.

St riesce infatti a costruire una successione di operatori lineari
e continui che soddisfano ma non .

Osserviamo che il polinomio p pud essere scritto nella forma
[ee]
p(t) =Y a;t’,
j=1

dove a; =0 per j > N, e N, é il grado del polinomio p.
Definitamo la successione di funzionali
Tn(O) =0 e T,L(p) =ag+ai+..+ap-1

che per ognin € N sono funzionali lineari e limitat: dal momento
che |a;| < [lpl| e quindi |T,(p)| < n|p|-

Dal momento che un polinomio di grado N, ha N,+1 coefficienti
non nulli, segue che

T (p)| < (Np + 1) Max;; [a;] = Cy||p]|

la successione T, (p) soddisfa per ogni p € X.

Se si potesse applicare il Teorema di Banach-Steinhaus st do-
vrebbe avere
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1Tl < ellpll - Vp-
Ma se scegliamo p(t) =1+t+..+t" st ha ||p| =1, e T,(p) =n =

n||p|l, quindi passando all’estremo superiore:

() _
I

1Tl =

e quindi la successione T, non é equilimitata in norma.

o Usando il teorema di Banach-Steinhaus si prova anche lo spazio
X delle funzioni continue che sono non nulle in un sottointer-
vallo strettamente contenuti in [0,1], con la norma del massimo
non é completo.

A questo scopo, definiamo la successione di funzionali

Proviamo che Sup,, |T,(f)| < +oo per ogni [ ed invece Sup, ||T,| =
+o0.

Sia f € X, osserviamo che esiste ny tale che

I

1
5):0, n>ny = T,(f)=0, n>n;s.

Quindi per ogni n > ny:

1
Supy, [T (f)l = Maxi<i<n, [Ti(f)] = Maxi<iza, [if (5)] < nsllfllco,
allora |T,,(f)| & limitato per ogni f:

T ()]

[Tl = sup
A1l

<n.

Tuttavia, scegliendo f € X con Sup |f| = \f(%)\, segue

171l

Diamo alcune interessanti conseguenze del teorema (3.3
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COROLLARIO 3.1. —Siano X e Y due spazi di Banach e (T,) una suc-
cesstone di operatori lineari e continui di X in Y. Supponiamo che
la successione di elementi di Y, (T,(x)) per ogni x € X converge
verso un limite T(z). Allora si ha

Sup,, [|T5] < +o0, (3.3.7)
T e L(X,Y), (3.3.8)
|T|| < liminf ||T5,|. (3.3.9)

Dimostrazione. (3.3.7)) segue direttamente dal teorema

Inoltre si ha che esiste ¢ tale che per ogni n e z € X vale
ITu(@)ll < clla]| per ogni n, z € X

e quindi passando al limite si ottiene ||T'(z)|| < c||z]|.

L’operatore T é ovviamente lineare e infine passando al limite su n nella

: T (x
relazione % < ||T,|| segue 1}

COROLLARIO 3.2. — Siano G uno spazio di Banach e B un sottoinsie-
me di G. Supponiamo che per ogni F' € G* si abbia che

F(B) = UpepF(2), (3.3.10)

é un sottoinsieme limitato di R allora B é un insieme limitato nella
norma di G.

Dimostrazione. Introduciamo la famiglia di operatori
T,: FeG" — R,

definiti da
Ty(F) = F(b).

Dalla limitatezza del sottoinsieme F'(B) in R segue che per ogni F' € G* esiste
una costante cr tale che:

Ty(F)| = |[F(5)] < cr. per ogni be B.
Dal teorema[3.3 (X = G*, Y = R e I = B) segue

Ty (F)|
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e quindi esiste una costante ¢ > 0 tale che
|F(b)| <c||F|, perogni FeG* perogni beB.
Poiché dalla espressione duale della norma in G (2.2.4) si ha:

[E(0)]
IFllg-"

bl = Maxpo
si conclude che ||b|| < ¢ per ogni b € B.

OSSERVAZIONE 3.5. —L’itnverso del corollario precedente é sempre ve-
ro. Infatti se B é limitato nella norma di X si ha |F(z)| < ||F||||z] <
M]|F|.

OSSERVAZIONE 3.6. —Il risultato precedente dice che per verificare se
un sottoinsieme di uno spazio di Banach é limitato basta stabilire la
limitatezza per ogni funzionale lineare e continuo. Il procedimento
é analogo a quello in dimensione finita, quando st considerano le
componentt rispetto ad una base.
Infine vale il seguente risultato negli spazi duali:
COROLLARIO 3.3. —Sia G uno spazio di Banach e sia B* un sottoin-
steme di G*. Supponiamo che per ogni © € G st abbia che

UreB* F‘(:L‘)7 (3311)

é un sottoinsieme limitato di R cioée per ogni x € G esiste c, tale
che
|F(z)| < ¢y, per ogni F e B*

allora B* é un insieme limitato nella norma di G*.

Dimostrazione. Applichiamo il teorema con X =G, Y =ReJ=DB"e
consideriamo la famiglia di operatori

TF :G— R
definiti da
Tp(x)=F(z) perogni F e B*, perogni z¢€G,

La famiglia degli operatori Tr & puntualmente limitata e per il teorema [3.3]
anche uniformemente limitata: segue che

Tr ()]

T < +oo
lla

SupweG

Quindi esiste una costante ¢ tale che |F(z)| < C||z| per ogni F' € B*ex € G
e quindi | F||x~ < C per ogni F € B*.
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3.4 Teorema dell’applicazione aperta

Questa sezione ¢ dedicata al teorema dell’applicazione aperta, che stabilisce
le condizioni sotto le quali un operatore lineare e continuo é anche aperto,
cioé 'immagine di ogni insieme aperto € aperto. Questo risultato permette di
determinare le condizioni affinché I'oeratore inverso di un operatore lineare e
limitato sia limitato e quindi continuo.

DEFINIZIONE 3.4. —Siano X eY due spazi metricie T : D(T)C X =Y,
diremo che T é un’applicazione aperta se l’tmmagine di ogni aperto
in D(T) é un aperto di Y.

Notiamo che se ’applicazione non é surriettiva bisogna precisare se € aperta
dal suo dominio D(T') in Y oppure da D(T') nel suo codominio R(T) e si vede
facilmente che la seconda condizione é pitt debole della prima.

Per evitare confusioni ricordiamo che un’applicazione continua 7 : X — Y
ha la proprieta che ogni insieme aperto di Y ha "immagine inversa che é un
aperto di X.

Questa condizione non implica che T manda aperti in aperti: ad esempio
t € R — sint ¢ continua ma l'immagine di (0,27) ¢ [—1, 1].

TEOREMA 3.4. — Un operatore lineare, limitato e surriettivo T : X —
Y, con X eY due spazi di Banach & un operatore aperto.

1

Inoltre se T é biettivo, T~ & continuo e limitato.

La dimostrazione del teorema segue dal seguente lemma:

LeMMA 3.1. —Un operatore limitato e lineare T : X - Y, con X e Y
due spazi di Banach ha la seguente proprieta :

e Denotato con By = B(0,1), lintorno di centro 0 e raggio 1 in
X, st ha che Uimmagine T(By) é un’intorno circolare di Y che
contiene 0. Piu precisamente st ha che esiste una costante r > 0
tale che

By(O,T) - T(Bo((), 1)) (3412)

Dimostrazione. La dimostrazione segue in vari passi.

e (a) La chiusura dell’immagine dell’intorno aperto B; = B(0, %) contiene
un insieme aperta B*
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e (b) Sia B, = B(0, 57) si ha che la chiusura della sua immagine T'(B,,)
contiene un intorno aperto di 0 ,V,,, in Y.

e (c) T(By) contiene un intorno dello 0 € Y.

Proviamo (a). Denotiamo con B; = B(0, 1) C X.

Per ogni fissato © € X esiste k sufficientemente grande k > 2|z, tale che
x € kBi. Quindi
X = U2, kB,

Poiché T é lineare e surriettivo

Y =T(X) = T(U2  kBy) = U2 kT(By) = U2 KT (By).

Poiché Y é completo, dal lemma di Baire, segue che esiste k tale che I'interno
di kT'(B1) é non vuoto e quindi contiene un aperto non vuoto. Di conseguenza,
anche T'(B7) contiene un intorno aperto

B* = B(yo,r) C T(By).

(b) Osserviamo che B* — yo = By (0,7) e quindi:

B* —yo = By (0,7) C T(B1) — yo. (3.4.13)

Proviamo dapprima che By (0,7) C T(By).
Dalla (3.4.13) basta provare che:
T(By1) — yo € T(Bo). (3.4.14)

Siay € T(B1) —yo. Allora y+yo € T(B1) e segue che esistono due successioni
uy, = T(wy,) e v, = T(z,) di elementi di T'(B;) che convergono rispettivamente
agli elementi y + y, € yo di T'(B1).

Poiché w,, z,, € By si ha
[wn = znll < flwnll + |zl <1,
quindi w,, — z, € By. Dal fatto che
T(wyp — 2n) =T (wp) — T(2n) = Up — vy = Y,

segue che y € T'(By): Poiché y € T'(B1) — yo era arbitrario, si ha (3.4.14).
Da (3.4.13) si ha dunque

By(O,T) - T(Bo)
Sia B, = B(0,2™") C X. Poiché T é lineare T(B,) = 27 "T(By) e quindi si
ottiene
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r

Vi = By (0, o

) C T(By).

(c) Infine proviamo che
r
Vi =By (0,5) € T(By).
Sia y € V; da (b) segue che y € T'(By).
Esiste quindi un elemento v € T'(B;) tale che ||y —v|| < e poiché v = T'(z1)
con z1 € Bj si ha anche

,
ly = TGl < =

Allora (y — T'(x1)) € V4 e dal momento che Vo C T(B3), esiste o € Bs tale
che

Iy = T(@1) = T(aa)l| < § = y—Tler) ~ Tlas) € Vs C T(By)

Segue che in n passi possiamo costruire una successione x,, € B,, tale che

i T
ly — ZT(%)H < gnrt
k=1

Sia z, = 1 + X2 + ... + Tp, poiché z € By, e ||zk|| < 2%, per n > m si ha

n n
1
20 = zmll < Y llaell < D o
k=m+1 k=m+1

quindi z, é di Cauchy e dal momento che X ¢é uno spazio completo, converge
ad un elemento x.

Proviamo che z € By, infatti
+oo “+oo r
Sl <3 g <1
k=1 k=2
Dalla continuita di T', T'(z,) — T'(x) e quindi y = T'(x) e y € T(By).
Dimostrazione del Teorema [3.7}
E facile provare che T' & aperto e cioé per ogni insieme aperto A di X, T(A)

¢ un aperto di Y. In particolare vale che per ogni y = T'(x) € T(A) esiste un
intorno di y contenuto in T'(A).

Sia y = T(z) € T(A) siccome A & aperto, A contiene un’intorno circolare
aperto di centro x e quindi A — z é un aperto che contiene un intorno B(0,r)
di centro 0 da cui segue che (A — z) contiene By = B(0,1).
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Per il lemma precedente segue che T(1(A — z)) = 1(T(A) — T(z)) contiene
un intorno di 0 che ¢ contenuto anche in T'(A) — T'(z), quindi T'(A) contiene
un intorno aperto di y = T'(x).

Infine quando T~! : Y — X esiste, essendo ’inverso di un’operatore aperto é
continuo.

OSSERVAZIONE 3.7. —Diamo un’applicazione del Teorema [3.7).

Constideriamo il seguente problema di Cauchy per un equazione
ordinaria lineare della forma:

{1+ =10, tep 84.15)

con a e [ funzioni continue e proviamo che la soluzione, che esiste
per il teorema di Cauchy, dipende con continuita dat dati f e ug.

Defintamo l’operatore:
T :ue C(0,1]) = C°(0,1]) x R,

tale che
u— (W (t) + a(t)u(t), u(0)).

L’operatore T é lineare e limitato, infatts
1Tl = v’ + aulloe + [w(0)] < [0 loc + ullscllelloo + [u(0)] < Cllulle:

Inoltre, per il teorema di esistenza e unicita di Cauchy, T' é anche
surriettivo, quindi per il teorema dell’applicazione aperta, T é un
operatore aperto ed il suo operatore inverso

T-1:C°([0,1]) x R — C([0,1]),

che ad ogni coppia di elementi (f,ug) associa la soluzione del

problema é continuo.

Ne segue che assegnata una successione di funzioni continue e nu-
meri reali (fn,u,.,) che converge (f,up) in C°([0,1]) x R , la succes-
stone delle soluzioni dei problem:

{u’(t) +a(t)u(t) = fu(t), te][0,1]
u(0) = uo.n

converge in C'([0,1]) alla soluzione del problema ((3.4.15).
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OSSERVAZIONE 3.8. — Sta X wuno spazio normato di Banach rispetto
a due norme distinte e esiste C tale che:

[z]l2 < Cllzls,

allora le due norme sono equivalenti. La proprieta seque dal teo-
rema precedente considerando X = (X,||z]1), ¥ = (X, ||z]2) e T &
l’operatore identita di X. L’operatore T & lineare, continuo e sur-
riettivo, quindi per il Teorema dell’Applicazione Aperta l’operatore
inverso T—! é continuo e limitato e quindi vale

1T~ (@)l = 2l < Call]l2.

3.5 Teorema del grafico chiuso

Alcuni operatori lineari importanti per le applicazioni non sono limitati, tutta-
via in alcuni casi sono operatori chiusi. In questa sezione studiamo le proprieta
degli operatori lineari chiusi.

Osserviamo dapprima che assegnati due spazi normati X,Y, lo spazio X x Y
¢ uno spazio normato con la norma

(@ o)l = [l=]l + [lyll-

Si vede facilmente che se X e Y sono spazi completi anche X XY & uno spazio
completo.

DEFINIZIONE 3.5. —Un operatore T : D(T) C X - Y, con X eY spazi
normati, si dice operatore chiuso se il suo grafico

§(T) ={(z,y) : 2 € D(T), y = T(x)},

é un sottoinsieme chiuso nello spazio normato X xY.

Vale il seguente teorema del grafico chiuso:

TEOREMA 3.5. — Sta T : D(T)C X - Y, con X eY spazi di Banach,
un operatore lineare chiuso. Allora se D(T) é chiuso si ha che T é
limatato e quindi continuo.

Dimostrazione. §(T) e D(T') sono sottospazi chiusi di spazi completi e quindi
sono essi stessi completi.Consideriamo

P:(z,T(x)) € §(T) » x € D(T).

L’applicazione P é lineare e limitata, infatti
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1Pz, T(2)[| = llzll < [zl + [T ()] = [[(z, T())].

Inoltre P ¢ biettiva, dal teorema dell’applicazione aperta segue che P~!(z) =
(z,T(x)) é continua e limitata e quindi esiste ¢ > 0 tale che

[z, ()] <cllzll, zeX.

L’ultima relazione implica anche che 'operatore T' ¢ anche limitato, infatti

IT@)| <zl + 1T @) = [I(z, T(2)]| < el

OSSERVAZIONE 3.9. —Tenendo conto dell’osservazione [8, il teorema
afferma che quando X é di Banach e D(T) = X, allora la norma
detta del grafico ||z||, = ||z|x + |T(z)|ly & equivalente a ||z|x.

Vale inoltre la seguente condizione necessaria e sufficiente per gli operatori
chiusi.

TEOREMA 3.6. —L’operatore lineare T : D(T) C X — Y é chiuso se e
solo se per ogni successione (vy) C D(T) con z, — x e T'(xg) — y St
ha e D(T) e T(z) =vy.

Dimostrazione. Sia T chiuso e z;, = (zx, T (z1)) convergente a z = (z,y) allora
necessariamente y = T'(z).

Viceversa se (zx, T (z1)) converge a (x,T(z)), si ha che (z,T(x)) € §(T) =
G(T) e quindi G(7T') & un insieme chiuso.

Osserviamo eplicitamente che questa proprietd é differente dalla proprieta
degli operatori limitati. Se un operatore lineare é limitato e quindi continuo,
si ha che se z,, & una successione in D(T) che converge in D(T) allora anche
T(x,) converge. e questo non & necessariamente vero per gli operatori chiusi.

OSSERVAZIONE 3.10. —Se D(T) non ¢é& chiuso il teorema non é va-
lido. A titolo d’esempio, consideriamo X = C([0,1]), con la norma
|lu|| = sup |u|, definiamo

D(T)={ueC([0,1]) : v € C([0,1]) }
T: weD(T)— T(u) =u €C([0,1]).

Abbiamo visto nell’osservazione [3 che T non é un operatore limi-
tato.
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Proviamo che T é chiuso.

Sia (ug, T(ux)) una successione che converge a (u,v) nella norma di
C°, proviamo che v = u'. Si ha infatti, per la convergenza uniforme
per passaggio al limite sotto il segno di integrale,si ha:

u(t) —u(0) = liin(uk(t) —ui(0)) = lilgn/o uy(s)ds = /0 v(s)ds

e quindi v = v.

OSSERVAZIONE 3.11. —Un operatore lineare chiuso non é detto sia
limitato ed un operatore limitato non é detto che sia chiuso.

Consideriamo ad esempio l'operatore identita T : D(T) — D(T), con
D(T) = X che é lineare e continuo ma non é chiuso. Infatti se
x € X — D(T) esiste una successione (v;) C D(T) che converge a

z ¢ D(T).

Osserviamo che se T é un operatore lineare e limitato con dominio
D(T) C X si ha che

e Se D(T) é chiuso allora T é chiuso.

Infatti se (v1) & una successione di elementi di D(T) che converge
azx e D(T), st ha T(z) converge a T(z) e quindi T é chiuso.

e Supponiamo T chiuso e Y completo allora D(T) é chiuso.

Sia v € D(T) esiste una successione (ri) di elementi di D(T) che
converge a r e dalla continuita di T segue:

1T (xr) = T(@n)ll < cllzr —anll,

allora T(x) converge ad y e poiché é chiuso y = T(z) e di
conseguenza x € D(T) e D(T) risulta chiuso.
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Capitolo

Topologie deboli in spazi normati

4.1 Introduzione alle topologie deboli

Vediamo come si affronta il problema della ricerca del minimo per una funzione
g definita in A C IR™ ed a valori reali. Si determinano prima i punti stazionari
di g cioe i punti g che annullano il differenziale di g, dg(z¢) = 0. In un secondo
momento si riconosce la natura del punto critico studiando le derivate seconde
dig.

Un altro metodo & basato sulla nozione di continuita inferiore, per successioni:

DEFINIZIONE 4.1. — Una funzione g si dice inferiormente semiconti-
nua per successioni se per ogni successione (r;) C A convergente a
un punto xy st ha
g(wo) <lim inf g(wg).
k—o0

L’esistenza del minimo é quindi assicurata dalla seguente generalizzazione del
noto Teorema di Weierstrass:

Una funzione inferiormente semicontinua definita in un insieme chiu-
so e limitato ( quindi compatto) ammette un punto di minimo.

Il Teorema di Weierstrass si basa sulla proprieta che in R tutte le successioni
limitate hanno un estratta convergente. Questo ¢ valido solo negli spazi a
dimensione finita, per ottenere un risultato utile negli spazi a dimensione
infinita é necessario introdurre una nuova topologia.
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A titolo d’esempio introduciamo il procedimento dei Metodi Diretti, utilizzato
per determinare i minimi di funzionali.

Sia assegnato il funzionale I : U — R, con U sottospazio di uno spazio
topologico X, diremo che I & sequenzialmente semicontinuo inferiormente
per successioni rispetto alla topologia 7, definita in U, se per ogni successione
(up)p contenuta in U, convergente ad una funzione ug nella topologia 7, si ha

I(u) <lim inf I(up).
h—o00

Consideriamo il funzionale I definito in U, dotato della topologia 7, vogliamo
studiare il seguente problema

PROBLEMA 4.1. —

(P) Inf{I(u), weU}=m.

Il procedimento dei Metodi Diretti consiste dei seguenti passi:

(a) provare che l'estremo inferiore m di I in U é finito;

(b) provare ’esistenza di una successione minimizzante di I in U, cio¢ una
successione (uyp,)y tale che

m = lim I(up),
h—o0

che converge o ammette una sottosuccessione convergente ad una funzione
up € U nella topologia 7.

(c) garantire la semicontinuita inferiore del funzionale I.

Quando queste condizioni sono soddisfatte, si ottiene
I(ug) <lim inf I(up)=m.
h—o0

e segue che ug & un minimo di 7 in U.

Si riconosce che la nozione di semicontinuita, pitt debole di quella di continuita,
é quella giusta per la ricerca del minimo.

Tuttavia rimane il problema di determinare nella classe U un’ opportuna to-
pologia in cui le successioni minimizzanti convergono, siano dunque compatte
(una topologia quindi con pochi aperti) ma rispetto alla quale il funzionale T
sia semicontinuo (di conseguenza la topologia deve avere abbastanza aperti).

Ricordiamo che:

DEFINIZIONE 4.2. —Sia X un insieme non vuoto, e siano 7 e 7’ due
topologie in X. Diremo che 7 & piu fine di 7/, 7 C 7, se per ogni
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z € X la famiglia degli intorni di x nella topologia 7' & contenuta
nella famiglia degli intorni nella topologia 7.

Se raffiniamo la topologia in X, la sostituiamo con una piu fine ogni intorno
della prima ¢ anche intorno nella seconda, di conseguenza aumentano gli in-
torni e quindi gli aperti ma diminuisce la famiglia dei compatti, quella delle
successioni convergenti e dei compatti per successione. Ci chiediamo cosa suc-
cede per la continuita di una funzione. Si vede facilmente che se raffiniamo la
topologia, la classe delle funzioni continue in X aumenta e anche quella delle
semicontinue inferiormente. Si vede per esempio che nella topologia banale
le uniche funzioni continue sono le funzioni costanti mentre nella topologia
discreta tutte le funzioni sono continue.

Queste considerazioni portano a concludere che per avere molti sottoinsiemi
compatti o compatti per successione occorre che la topologia in X sia molto
debole (la meno fine) per ottenere invece funzioni continue o anche sequen-
zialmente continue occorre che la topologia sia molto fine. I1 Metodo Diretto
richiede quindi due condizioni in apparente conflitto.

Tuttavia se X & uno spazio € normato un ottimo compromesso & costituito
dalla topologia debole.

4.2 Topologia debole o (X, X™*)

Sia dato X uno spazio normato e X* I'insieme dei funzionali lineari e continui
su X. Siano Fi, Fy, ..., F,, € una collezione finita di elementi di X*, per ¢ > 0
I’insieme definito da

{reX: |Fiz)l<e i=1,2,.,n } (4.2.1)

é aperto e contiene il punto 0 e definisce un intorno del punto 0.

L’intersezione di due intorni del tipo (4.2.1)) contiene sempre un insieme della
stessa forma ed é quindi possibile definire in X una topologia per cui questa
famiglia di insiemi 7(0) costituisce un sistema fondamentale di intorni per 0.

Inoltre per ogni zy € X, la famiglia o + I(0) costituisce un sistema
fondamentale di intorni per xg, e quindi un intorno di xz é dato da

U={zeX: |Fi(z—x0)|<e i=12,.,n },

con Iy, Fy, ..., F,, un numero finito di elementi di X* e ¢ > 0. Gli insiemi di
questa forma costituiscono una base di intorni per il punto zg.

La topologia determinata da questi intorni viene chiamata topologia debole di
X e si denota con o(X, X™*). La topologia generata dalla norma viene detta
topologia forte.
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Di conseguenza i sottoinsiemi di X della forma:
A={zeX: |F@)|<a i=12,.,n },

per ogni numero finito di funzionali Fy, Fs, ..., F,, e a > 0, sono aperti della
topologia debole, che contengono 0.

Osserviamo che ogni F' € X* é continuo rispetto alla topologia debole, infatti
per ogni € > 0, se scelgo 'intorno I di 0, determinato da F' e € > 0, segue che
|F(z)| < e, per ogni g € I.

Si vede che la topologia che abbiamo costruito é la topologia meno fine che
si pud definire in X, che mantiene la continuitd dei funzionali e quindi non
modifica lo spazio duale.

E evidente che ogni insieme aperto nella topologia debole ¢ anche aperto ri-
spetto alla topologia forte ma in generale non é vero il viceversa, dal momento
che gli insiemi che abbiamo definito in non costituiscono rispetto alla
topologia della norma un sistema fondamentale di intorni del punto 0.

Proviamo che la topologia debole o(X, X*) & separata e che quindi per ogni
coppia di punti z1, zo distinti & possibile costruire due aperti Ay, As con z1 €
Ay e xo € Ay disgiunti.

Consideriamo i due insiemi {z1} e {22}, dal teorema[2.6], sulla stretta separa-
zione dei convessi, sono separati in senso stretto, e quindi esiste un funzionale
F e X*eac€ Rtali che F(z1) < a < F(xg), allora A; = F~1((—0,a)) e
Ay = F7((ar, +00)) sono due intorni disgiunti di 7 e x.

In generale la topologia debole non verifica il primo assioma di numerabilita e
quindi non ¢ una topologia metrizzabile (non & descrivibile attraverso la con-
vergenza della successioni) tuttavia la convergenza delle successioni in questa
topologia gioca un ruolo estremamente importante.

La convergenza nella topologia debole viene chiamata convergenza debole e si

. . w . . . .

indica con —, la convergenza definita nella topologia della norma si chiama
.. . S

convegenza forte e si indica —.

Vale la seguente caratterizzazione della convergenza debole.

TEOREMA 4.1. — Una successione (x) C X converge debolmente a x,
denotato come x;, — x, se e solo se per ogni F € X* la successione
di numert reali F(xy) converge a F(xg).

Dimostrazione. Si pud assumere xg = 0. Supponiamo che per ogni F' € X la
successione F'(z}) converge a F(0) = 0. Comunque scelgo F1, ..., F,, elementi
di X*, si ha per € > 0 esiste ko ; tale che per ogni k > kg ;
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[Fi(zr)] <e,

per ogni ¢ = 1,..,n. Quindi per ogni intorno U di 0 nella topologia debole si
ha che z; € U per k > ko = Max{ko 1, .., kon}

Inversamente, se per ogni intorno U di 0 nella topologia debole esiste k( tale
che per ogni k > kg sia xx € U, & ovvio che qualunque sia F € X*, la
successione (F(zy)) tende a 0

La convergenza debole di una successione soddisfa le seguenti proprieta.

e Se (xp) converge a xo nella topologia forte converge a xy anche nella
topologia debole.

Infatti:
|F(zk) — F(zo)| < [|F]|||zx — 2ol

e Se (x1) converge nella topologia debole allora ¢ limitata in norma: esiste
M tale che ||zx|| < M, k > ko.

Infatti basta osservare che se () converge nella topologia debole, per
ogni F' € X*, la successione di numeri reali F(z) & limitata e quindi
per il Corollario [2| di Banach-Steinhaus la successione (xy) € limitata nella
norma di X.

Si ha anche che ogni insieme limitato nella topologia debole é anche limi-
tato rispetto a quella forte. Infatti B é limitato nella topologia debole se
per ogni z € B, |F(z)| < Mg, per ogni F € X* e quindi 4nche limitato in
norma.

e Se (z1) converge nella topologia debole a xq allora

lzoll < limkinf lzk]l-

Si ha infatti per ogni F' € X* e per ogni k vale che |F(zx)| < ||F||||zxl|,
passando al limite si ottiene:

|F (o)
¥l
e quindi dalla formula (2.2.4) duale per la norma di x( segue la tesi.

e Se (x) converge nella topologia debole a z¢ e (Fy) converge a F' in X*
allora

<lim inf ||z,
k—o0

lim Fi(ax) = F (o) (4.2.2)
Si ha:
|Fr(zk) = F(wo)| < [Fr(zk) — F(ap)| + |[F(xr) — F(zo)| <
< lwellllFe = Fll + [F(zr) = F(zo)l-

Tenendo conto del fatto che (x) & limitata in norma segue (4.2.2)).
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OSSERVAZIONE 4.1. —Se lo spazio X ha dimensione finita allora le to-
pologie forte e debole coincidono. Dobbiamo verificare che un aperto
nella topologia forte é anche un aperto nella topologia debole.

Sia xg € X e U un wintorno di xy per la topologia forte. Proviamo
che esiste un intorno V di xy nella topologia debole tale che V C U,
quindi U é un intorno di zy nella topologia debole. Sia zo =0 e B(0,r)
la palla di centro 0 e raggio r e proviamo che esiste un intorno V
di 0 nella topologia debole tale che V C B.

Siano F; = dz; gli element: della base canonica in X* e
V= {x € X 1 |dui(2)] = || < =, Vi=1, n}
n

allora se x € V wvale
n
[EEEARS
i=1

e quindi x € B.

Proviamo che in R" la convergenza debole e forte coincidono. In-
fatti per la convergenza debole in R", per ogni F, F(xy) — F(xo) per
ogni F € (R™)*. In particolare per la base canonica in (R™)* si ha
dzi(zy) = (z); — dxi(xo) = (x0); € quindi (z) converge nella topologia
forte di R™. Se (z1); — (x0); per ogni i = 1,..n allora significa che
dz;(zr) = (zr); = (x0)i, allora poiché ogni altro funzionale lineare e
continuo ha, per ogni v € R" la forma F(u) = > a;dz;(e;), dove (e;)
denota la base canonica in R", si ha

IIIEHF(J)k) = Z aidl‘i(.ﬁo) = F(Z‘o)

OSSERVAZIONE 4.2. —In uno spazio a dimensione infinita la topologia
debole ¢é strettamente meno fine della topologia forte.

A titolo d’esempio, consideriamo lo spazio C°(|a,b]), Se g converge
debolmente a gy allora dalle proprieta della convergenza debole

lgkllco < M

e poiché per ogni F, funzionale lineare e continuo in C°(|a,b)), deve
valere F(gi) — F(go) tn particolare se prendiamo F =6, st ha

lilgn 3t (9k) = 644(90)),

al variare di ty € [a,b], seque che la successione converge puntual-
mente a ¢g,.
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St puo provare che se una successione di funzioni continue é equi-
limitata e puntualmente convergente in [a,b], converge nella to-
pologia debole di C°([a,b]). La convergenza debole é diversa dalla
convergenza forte che in questo caso é la convergenza uniforme.

Abbiamo visto che gli aperti ed i chiusi della topologia debole sono aperti e
chiusi anche della topologia forte. Quando lo spazio X é a dimensione infinita
esistono degli insieme aperti e chiusi per la topologia forte che non sono aperti
o chiusi della topologia debole.

Si ha infatti che ( per le dimostrazioni,Brezis, cap. 11I)

e linsieme S(0,1) = {x € X : ||z|| = 1}, non é mai chiuso nella topologia
debole.

e linsieme B(0,1) = {z € X : ||z|]| < 1} non & mai aperto nella topologia
debole.

Tuttavia nel caso di insiemi convessi vale il seguente teorema, che é una im-
portante conseguenza del risultato di stretta separazione di convessi contenuto
nel teorema 2.6

TEOREMA 4.2. — Sia C un convesso di X. Allora C é debolmente
chiuso se e solo se é& fortemente chiuso.

Dimostrazione. Proviamo che se C ¢é fortemente chiuso ¢ anche debolmente
chiuso, verificando che X — C ¢ un aperto nella topologia debole. Sia xo ¢ C,
esiste quindi un iperpiano chiuso che separa strettamente zg e C, quindi F' €
X* e « tali che

F(z) < a < F(y)

per ogni y € C. Posto

V={zreX:F(z)<a},
si ha che V' & un aperto nella topologia debole, g € V e V C (X — C), quindi
X — C aperto in o(X, X*).

Studiamo le proprieta degli insiemi compatti. Abbiamo visto che ogni insieme
chiuso e limitato di R™ é compatto. Questa caratterizzazione non & piu vera
negli spazi a dimensione infinita, esistono sottoinsiemi chiusi e limitati che
non sono compatti.
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OSSERVAZIONE 4.3. —Consideriamo C([0,1]) e

B={feC(0,1]):Ifllcqou <1}

e la successione di funziona:
fa(t) =1t"

si ha che | f,| = sup|t"| < 1 e quindi f, € B. E noto che la suc-
cessione f,(t) converge puntualmente ma non uniformemente alla
funzione f(t) = 0 per 0 <t < 1 e f(1) = 1. Oserviamo che dal-
la successione f, non é possibile estrarre nessuna sottosuccessione
convergente in C([0,1]), infatti se esistesse f,, convergente unifor-
memente a g, per lunicita del limite g = [ e questo & impossibile
dal momento che g deve essere continua.

Nel seguito indichiamo con

Bx ={zeX: |z <1} (4.2.3)

Vale il seguente teorema di Riez (per la dimostrazione rimandiamo a Brezis,
Teorema VI.5):

TEOREMA 4.3. —Sia X uno spazio vettoriale normato tale che l’insie-
me Bx in (4.2.3) sia compatto nella topologia della norma, allora X
é a dimensione finita.

Tuttavia se X ¢ a dimensione infinita ma riflessivo vale

TEOREMA 4.4. —Sia X uno spazio di Banach. X é riflessivo se e solo
se linsieme Bx in (4.2.3) é compatto nella topologia debole (X, X*).

Il teorema precedente, per la cui dimostrazione rimandiamo a Brezis (Teo-
rema di Kakutami, Brezis, Teorema III.16), rende di notevole importanza la
costruzione della topologia debole.

Il seguente risultato di compattezza negli spazi riflessivi segue dal teorema
precedente:

TEOREMA 4.5. —Sia X wuno spazio di Banach riflessivo e K C X un

convesso, chiuso e limitato. Allora K é compatto nella topologia
debole o(X, X™*).

Dimostrazione. Dal momento che K é convesso e chiuso € anche chiuso nella
topologia debole. Inoltre dal momento che ¢ limitato, esiste m, tale che K C
mBx, quindi ¢ un sottoinsieme chiuso di un insieme compatto ed ¢ quindi
anche compatto.
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Diamo ora un’applicazione dei precedenti risultati all’esistenza del minimo di
una funzione convessa e semicontinua inferiormente.

DEFINIZIONE 4.3. —Diremo che ¢ : X — (—o00,+00] & una funzione
semicontinua inferiormente rispetto ad una topologia T se per ogni
A € R insieme

E(p,A) ={z € X : p(x) < A},

é chiuso in 7.

Si noti che una funzione ¢ semicontinua inferiormente lo ¢ anche per succes-
sioni. Sia x € X convergente a xg nella topologia in cui ¢ é semicontinua
inferiormente. Supponiamo

limkinf o(xg) = ¢ # oo
e sia xy, la successione estratta da xj tale che
lim op (2, ) = ¢
Dal momento che per ogni € > 0 esiste hg tale che:
Vh>hy c—e<p(rg,)<ct+e = xp, € E(p,c+¢) = x9 € E(p,c+¢)

segue che
p(zg) < lirr}cinf o) +€ Ye>0

Osserviamo che la semicontinuita per successioni é equivalente alla semicon-
tinuita solo se X soddisfa il primo assioma della numerabilita e cioé solo se
ogni punto possiede un sistema fondamentale d’intorni numerabile, quindi in
particolare se X & uno spazio metrico.

Dal teorema [4.2] segue la seguente proprieta delle funzioni convesse ed infe-
riormente semicontinue:

TEOREMA 4.6. —Sia ¢ : X — (—o00,+00] una funzione convessa, infe-
riormente semicontinua (per la topologia forte). Allora ¢ é inferior-
mente semicontinua anche per la topologia debole. In particolare, se
T — T, nella topologia debole, allora

o) < lim inf ()

Dimostrazione. Dal momento che ¢ é convessa ed inferiormente semicontinua
rispetto alla topologia forte, per ogni A I'insieme E(p, A) € un convesso chiuso
nella topologia forte e quindi dal teorema [4.2] anche chiuso rispetto alla topo-
logia debole. Segue che ¢ é inferiormente semicontinua, anche per successioni,
rispetto alla topologia debole.
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Si ha quindi il seguente risultato di esistenza di minimo, che mette in evidenza
il ruolo essenziale degli spazi riflessivi e delle funzioni convesse nella ricerca
dei minimi.

TEOREMA 4.7. — Sia X uno spazio di Banach riflessivo e C un con-
vesso, chiuso e non vuoto di X e ¢ : C — (—00,+o0] una funzione
convessa, inferiormente semicontinua, ¢ # +0o e tale che

(x) = +o0. (4.2.4)

im
ll|| =00

Allora ¢ raggiunge il suo minimo su C': esiste xy € C tale che o(xg) <
o(z), per ogni x € C.

Dimostrazione. Sia a € C tale che A\, = ¢(a) < 400 e consideriamo
Co={ze€C:p(x)<A}.

L’insieme Cj € convesso e chiuso, inoltre dalla condizione di crescita di
o all’infinito Cy é limitato e dunque ¢ compatto nella topologia debole. Ap-
plicando il teorema dell’Appendice, segue che ¢ raggiunge il suo minimo
in Cy, esiste xg tale che ¢(xg) < p(z), per ogni = € Cj.

Da altra parte, in € C' — Cj si ha p(z¢) < ¢(a) = Ao < p(z).

Ricordiamo che uno spazi metrico X é separabile se esiste un sottoinsieme
D C X numerabile denso.

La proprieta di separabilita degli spazi é strettamente legata alla metrizzabili-
ta delle topologie deboli. In generale negli spazi a dimensione infinita o (X, X*)
non é una topologia metrizzabile. Tuttavia se X* é separabile si riesce a co-
struire su Bx una metrica che induce su Bx la stessa topologia indotta dalla
topologia debole su Bx. Vale infatti (Brezis, Teorema I11.25):

TEOREMA 4.8. —Sia X wuno spazio di Banach tale che X* sia separabi-

le. Allora, la sfera unitaria di X, Bx, &€ metrizzabile per la toplogia
debole o(X, X™*).

Vale anche il seguente importante e generale risultato di compattezza per
successioni nella topologia debole (Brezis, Teorema II1.27)

TEOREMA 4.9. — Sia X uno spazio di Banach riflessivo e sia () una
successtone limitata in norma. Allora esiste un successione estratta
che converge per la topologia debole o(X, X*).
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4.3 Topologia debole * o(X*, X)

Sia X uno spazio di Banach e X* il suo duale, munito della norma, quin-
di gli elementi di un sistema fondamentale di intorni dello O (il funzionale
identicamente nullo) ¢ dato da:

Ue={F € X" | F|| = Supjp< |F(2) < e},
oppure in modo equivalente
Uea={F € X" |F|| = Supgc |F(z)| <€},

dove A & un insieme limitato di X. Se consideriamo al posto degli insiemi
limitati tutti i sottoinsiemi finiti di X e cioé

I.={FeX*":|F(x;)|]<e m,.,2n € X},

otteniamo un sistema fondamentale di intorni in una topologia in X* meno
fine di quella della norma che viene chiamata topologia debole x e denotata
con *x0(X*, X).

La topologia debole xo(X*, X) ¢ la topologia meno fine che rende continue le
seguenti applicazioni definite in X*:

vy Fe X" — F(z) €R,

al variare di z € X.

La topologia debole xo(X*, X) & separata e con argomenti simili a quelli utiliz-
zati nel Teorema[d.1]si dimostra la seguente caratterizzazione delle successioni
convergenti in o (X*, X):

TEOREMA 4.10. —Una successione (F},) C X* converge nella topologia
debole x0(X*,X) a Fy se e solo se la successione numerica (Fy(z))
converge a Fy(x) per ogni x € X.

La convergenza debole in xo(X™*, X) soddisfa le seguenti proprieta.

e Se (F}) converge nella topologia forte di X* converge anche nella topologia
debole xo(X*, X).

e Se (F}j) converge nella topologia debole xo(X*, X), allora é limitata in
norma, quindi esiste M tale che ||Fy|/x- < M.

e Se (F) converge nella topologia debole xo(X*, X) a Fy allora

1ol - < lim inf | Fy]|x-.
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e Se (F}) converge nella topologia debole xo(X*, X)a Fy e (zx) converge a
zo nella topologia della norma di X allora

liin Fy(zr) = F(xo).

OSSERVAZIONE 4.4. —Osserviamo che lo spazio duale X* st pud consi-
derare in duplice modo: sia come spazio duale di X sia come spazio
normato e definire il relativo spazio duale X**. Quindi in X* st puo
introdurre sia xo(X*, X), la topologia debole *, definendo gli intorni
di 0 come

I.={FeX*":|F(x;)| <€, x1,.,o,€ X},

e anche la topologia debole o(X*,X**) dove gli intorni di 0 sono
definiti da
Je=A{FeX":|p;(F)| <€, ¢1,..,0n € X},

E evidente che nel caso di uno spazio X riflessivo le due topologie
su X* coincidono.

I seguenti due risultati sono di grande rilevanza nelle applicazioni (Brezis,
Teorema I11.15 e Teorema II1.25):

TEOREMA 4.11. —L’insieme
Bx-={F e X":|F| <1},

é compatto nella topologia debole xo(X*, X).

TEOREMA 4.12. —Sia X wuno spazio di Banach separabile. Allora Bx-
é metrizzabile nella topologia debole xo(X*,X). Reciprocamente se
Bx+ & metrizzabile in xo(X*, X), allora X é separabile.

Vale inoltre:

TEOREMA 4.13. —Sia X uno spazio di Banach separabile e sia (F}) una
successione limitata in X*. Allora esiste una successione estratta
che converge nella topologia xo(X*, X).

Dimostrazione. Supponiamo || F| < 1, per ogni k. Dal momento che l'insieme
Bx- & compatto e metrizzabile in xo(X*, X), segue la tesi.

Esempio 4.1 Sia X = C°([-1,1]), costruiamo una successione di funzionali
che converge nella topologia debole x al funzionale &.

Siano fi, una successione di funzioni continue in [—1,1] tali che
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1. fi(t) =0 per|t| > 1,
2. fx(t) >0,

3. fé fr(t)dt = 1.

Consideriamo la successione di funzionali in C°([—1,1]) definiti da

1
a@:[ﬂmmm

Per ogni u € C°([~1,1]), dal teorema della media esiste a;, € [—+, 1] tale che

Fi.(u) = u(ag) /_1 fe()dt = u(ag),

si puo quindi concludere che per ogni u € C°([—1,1])

liin Fy(u) = lilgn u(ag) = u(0) = do(u),

che implica F, == 6.

4.4 Spazi L? e Topologie deboli

In questo paragrafo studiamo la definizione e le proprieta della topologia
debole negli spazi LP.

Introduciamo brevemente gli spazi LP, delle funzioni sommabili con esponente
p.

DEFINIZIONE 4.4. —Sia 1 < p < 40 ed (2 aperto di R". St indica con
LP(£2) lo spazio delle funzioni misurabili tali che

HUPZ{/MWM};<w, (4.4.5)

e con L>=(12) lo spazio delle funzioni misurabili tali che
lu(z)| <C q.o. =z€ (4.4.6)
con la norma definita da:

lu]loo = Inf {C : |u(z)| < C q.0. z€R2}. (4.4.7)

Osserviamo che gli elementi di L” non sono funzioni ma classi di equivalenza:
due funzioni sono equivalenti se differiscono su un insieme di misura nulla.
Vale la seguente disuguaglianza di Holder.
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TEOREMA 4.14. — Stano u € LP e v € L1 con % + % =1, allora vv e L!
ed inoltre vale la sequente disuguaglianza:

/Q|uv|d:1: < {/|u|pdz}’l’ {/de}é. (4.4.8)

Dimostrazione. la disuguaglianza & ovvia se p = 1 e ¢ = +oo. Dalla
disuguaglianza di Young;:

1 1
ab< =a? +=-b1, a,b>0
p q

si ha

1 1
uv] < ~ful” + =fv|*
p q
che implica che uv € L'(£2). Integrando
1 1
[ fusldo < Sl + 2ol
2 b q

Sostituendo u con Au si ottiene

APl 1
[ uvlds <l + Ll
o p Aq
Scegliendo A = (|[u]|)~||v||?, si ha ([@.4.8).
Valgono le seguenti proprieta.

e LP({2) ¢ uno spazio di Banach munito della norma (4.4.5) se 1 <p < 400
e della norma (4.4.7)), quando p = +oc.

e Sia (u;),u € LP tale che |ju; —u|| — 0, allora esiste una successione estratta
(ujx) ed una funzione h € L? tali che

Ujk = U q.0. T € {2,
lujk] < h(z) qo. z€ 2,

e Se 2] < 400, alloraper 1 < p < r vale che L"(§2) C LP({2), con inclusione
topologica, nel senso che la topologia di L"({2) ¢ piu fine della topologia
di L?(£2). Dalla disuglianza di Holder segue che
11
[ull, < (19207~ [[ull,-

dove |£2| denota ma misura di Lebesgue di 2.
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Introduciamo la nozione di supporto di una funzione definta ovunque in
un aperto {2, eventualmente tutto R™.

Il supporto di una funzione f ¢é il complementare del piu grande aperto in
cui f si annulla.

Quindi Supp f & la chiusura dell’insieme {x € §2: f(x) # 0}.

Vale che per 1 < p < 400, lo spazio C{(§2) delle funzioni continue a
supporto compatto contenuto in {2, & denso in LP({2) e quindi per ogni
u € LP(2) e 7 > 0 esiste g € CJ(£2) tale che |lu —g| < 7.

Per 1 < p < 400 lo spazio delle funzioni costanti a tratti & denso in LP(£2)
e quindi per ogni u € LP({2) e 7 > 0 esiste una funzione costante a tratti

g tale che ||[u —g|| < 7.

Per 1 < p < 400 allora lo spazio LP é separabile

Le proprieta di questi spazi normati dipendono dall’esponente p.

1.

Lo spazio LP con 1 < p < 4o0.

Vale il seguente teorema di rappresentazione dei funzionali:

TEOREMA 4.15. -Sia 1 < p < 400 e F € (L?)*, allora esiste un
unico v € L? dove % + % =1 tale che per ogni u € LP

F(u):/guvdx,

ed inoltre
[vllza = [|F[l(Lr)~-

Il teorema precedente é molto importante ed esprime il fatto che ogni
funzionale lineare e continuo su LP, con 1 < p < 400, si rappresenta
mediante una funzione di LY. L’operatore F' € (LP)* — L% ¢ lineare,
isometrico e surriettivo e permette l'identificazione dei due spazi (LP)* =
L.

Da quanto detto segue la seguente caratterizzazione di convergenza debole
di una successione di elementi di LP:

Una successione (u;) € LP({2) converge a u nella topologia debole
o(LP, LY), se e solo se per ogni v € LY si ha

lir_n/ ujvdac:/ uv dz.
7 Jo Q
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-

TEOREMA 4.16. —Sia 1 < p < 400 allora lo spazio LP é riflessivo.

Dalla proprieta di riflessivita per il Teorema [£.9] segue:

TEOREMA 4.17. —Sia 1 < p < +o00 e (u;) € LP(12) limitata nella
norma, allora esiste una successione estratta (u;;) che converge
a u nella topologia debole o(LP,L?).

2. Lo spazio L1.

TEOREMA 4.18. —Sia F € (L')*, allora esiste un unico v € L*° dove
tale che per ogni u € L'

F(u):/guvdm,

ed inoltre
[vl[zee = [|F[l(£1)+

Il teorema precedente asserisce che tutti i funzionali lineari e continui
su L' si rappresentano mediante una funzione di L*°. L’operatore F €
(L')* — L* ¢ lineare, isometrico e surriettivo e permette l'identificazione
dei due spazi (L')* = L®°. Si ha quindi:

Una successione (u;) € L'(§2) converge a u nella topologia debole
a(LY, L>), se e solo se per ogni v € L™ si ha

1im/ ujvdx:/ wv dz.
i Jo Q

OSSERVAZIONE 4.5. —Proviamo con un esempio che lo spazio L*
non é uno spazio riflessivo. Sia 0 € 2 C R" e u; = AjXB(0,})
dove XB(0,1) rappresenta la funzione caratteristica della sfera
n-dimensionale di centro 0 e raggio % Per j sufficientemente
grande B(0, %) é contenuto in (2 e scegliamo o; > 0 in modo tale

che ||u;|l1 =1, per ogni j. Se L' fosse riflessivo dovrebbe esistere
una sottosuccessione, che per semplicita indichiamo ancora con
u;, convergente debolmente in o(L', L>°) verso una funzione ug €

L' e dunque
lim/ ujvd:vz/ ugv dz,
i Jo 0

per ogni v € L. Scegliendo v =1 segue che
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lim/ ujdlez/uodx.
i Jo Q

Fissato n sia j > n allora, poiché B(0, %) C B(0, %), segue

/ UjXB(0,L) dx :/ Uy d$+/ U der/ ujder =1,
2 B(0,%) B(0,7) = B(0,3) 2-B(0,1)

) '

dalla convergenza debole, poiché xp 1) € L si ha

hm/ quB(O,%) der=1= / ’U’OXB(O,%) dxr
J 0 2

L’ultima relazione & tmpossibile in quanto la successione w, =

UoXp(o,L) converge g.o. verso la funzione 0 e |ugXpp 1)l < [uol
. Jn . ‘n

quind: dal teorema della convergenza dominata segue:

lim/ UoXB(0 i)dx:().
noJo

‘n

. Lo spazio L

Lo spazio L™ ¢ il duale di L', e quindi in L™ si puo introdurre la topologia
debole xo (L, L').

Vale quindi la seguente caratterizzazione della convergenza debolex per
una successione di elementi di L>:

Una successione (u;) € L>({2) converge a u nella topologia debole
xo (L', L>), se e solo se per ogni v € L! si ha

1im/ ujvdx:/ uv dz.
i Ja Q

Dalle proprieta delle topologie deboli * si ha che:

e La sfera unitaria di L> ¢ compatta per la topologia *o (L1, L>).

e Dal momento che L' & separabile, se (u;) é una successione limitata
nella norma di L* allora ammette una sottosuccessione convergente
nella topologia *o (L1, L>).

Lo spazio L* non é& uno spazio riflessivo, il suo duale contiene
strettamenteL’, infatti esistono funzionali lineari e continui su L che non
possono essere rappresentati attraverso funzioni di L' quindi L' & (L*)*.
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Costruiamo un funzionale di questo tipo. Sia 2 = (—1,1) e consideriamo
il funzionale lineare e continuo §o(u) = u(0), per u € CJ([-1,1]).

Dal Teorema di Hahn-Banach esiste un prolungamento F' di tale funzio-
nale in L>°(—1,1). Supponiamo che esista v € L'(—1.1) tale che per ogni
u € L*(—1.1) valga
1
F(u) = / u(t)o(t)dt.
-1

La relazione precedente deve valere in particolare per le funzioni v €
CY([-1.1] — {0}), per le quali u(0) = 0, e quindi

/ u(t)v(t)dt = dp(u) = u(0) = 0.

-1

Per completare la dimostrazione abbiamo bisogno del seguente Lemma
Fondamentale del Calcolo delle Variazioni di cui daremo la prova nel
prossimo paragrafo.

TEOREMA 4.19. —, Sia 2 un aperto di R" e f € L'(12) tale che per
ogni g € C3°(12)

/ f(2)g(x) dx =0,
N

allora f(z) =0 q.0. in £2.

DaL Teorema [4.19] segue che = 0 q.o. in (—1.1) — {0} e quindi q.o. in
(—1.1). Di conseguenza F risulterebbe il funzionale identicamente nullo
in contraddizione con la definizione &y in CV.

Le proprieta degli spazi LP possono essere riassunti nel seguente modo:

e Per 1 < p < +oo, LP & uno spazio separabile e riflessivo ed il suo duale &
L7 con % + % = 1.

e Lo spazio L' é separabile, non é riflessivo e il suo spazio duale & L.

e Lo spazio L™ non né separabile né riflessivo ed il suo spazio duale (che
coincide con lo spazio delle misure di Radom) contiene strettamente L'.

Diamo qualche esempio di successioni debolmente convergenti in LP e non
convergenti in norma.
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Esempio 4.2 Sia 2 = (0,1) e definiamo:

Si vede facilmente che u, converge a 0 in norma LP per 0 < a < 1%, infatti

1

L A

Dalla relazione precedente seque che per o = % si ha ||uy|lzr =1 ed in questo
caso si dimostra che la successione u,, converge debolmente a 0. Infatti, per
ogni v € L7 si ha

1
/ upvdx = 0. (4.4.9)
0

Proviamo che vale per le funzioni costanti a tratti della forma h =
>0 N AiX[as,ai+1]- Infatti, per n sufficientemente grande si ha che % <a e

quindi
1

1 L
/ unhdx:)\o/ nw dx:)\on%71 dx — 0.
0 0

Dal momento che le funzioni costanti a tratti costituiscono un sottoinsieme di
uno spazio denso di LP per ogni p > 1 e quindi si ha che per ogni v € L9 per
ogni T > 0 esiste una funzione h costante a tratti tale che ||[v — h|p. < 7. Si
ottiene dunque:

1 1 1 1
/ unvdx:/ un(vfh)der/ uphde < ||v7h||q||un||p+/ uphdz,
0 0 0 0

per n — +oo, tenendo conto del fatto che ||u,|, = 1, seque la convergenza
debole.

Il seguente teorema di Riemann-Lebesgue permette di costruire un gran nu-
mero di esempi di funzioni debolmente convergenti ma non convergenti in
norma.

TEOREMA 4.20. -Sia 1 < p < 400 e 2 = [0,1]" ed u € LP({2). Esten-
diamo u tn modo periodico da {2 a tutto R". Sia ui(x) = u(kz) e

definiamo
_ 1 /
U= — w(x) dx.
al Jo ")

St ha che v, converge debole a u per 1 < p < 4+oo e debole x quando
p = oo.
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Dimostrazione. Diamo la dimostrazione per 2 = (0,1) e per 1 < p < +o00. Si
puo supporre che u = fol u(z)dz = 0. Osserviamo che dal momento che u é
periodica di periodo 1:

1 1 k 1
sl = [ utk)P o= [ lu@ldy = [ julo)p ds, @0
0 0 0

e quindi |lug||, = ||ullp- L’uguaglianza delle norme segue facilmente anche per
p = +00.
Bisogna quindi provare che

1
lim ug(z)v(x)de =0, wve Ll (4.4.11)
k—+oco 0

Proviamo dapprima che la precedente relazione vale per h funzione costante
a tratti h = Efil AiX[a;,a:+1], € cio@

1 N a;
/o ug(x)h(z) de = ;)\i / ug(z)de — 0

da altra parte

a; 1 ka, 1
/ uk(x)dac:f/ w(y)dy = —(I1 + I + I3).
a;—1 k ka;_1 k

[ka;—1]+1 ka;
Li+13= / u(y) dy +/[ u(y) dy,
k

ai—1 ka;]

dove

e quindi per la periodicita di u
1 2 [
—|L +Is] < - d
nni< g [ uwa,
invece, tenendo conto del fatto che [ka;] — [ka;—1] +1 € N, si ha

[kai] kai—kai, —1 !
Bl =] aty) o] < =Rl =0 ) gy <o,
[kai,1]+1 0

quindi poiché u é a media nulla, segue

1

kEIJ?oo ; ug(z)h(z) dx = 0.

Sia v € L? e € > 0, per la densita esiste una funzione h costante a tratti tale
che |lv — hllq < €, e quindi

[ ool < o= bl + | [ At
dacui segue (EETT), poiché [, = [l
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Esempio 4.3 Sia 2 = (0,27) e ug(z) = sin(kx), dal teorema di Riemann-
Lebesgue seque che uy converge debolmente a O in LP e debole x in L°°, ma
non converge in norma in nessun spazio LP.

Esempio 4.4 Sia 2 = (0,1) e «, 8 numeri reali, sia

_Ja CEE(O,%)
“<”“)—{ﬂ ve (1)

estendiamo u per periodicita in tutto R e definiamo ug(z) = u(kx) e quindi
ciascuna up non prende che i valori o, 8 su insiemi che hanno misura %
Dal Teorema di Riemann-Lebesque si ha che up converge debolmente in ogni
spazio LP, 1 < p < 400 e debole x in L™ verso la funzione media di u(x) che

indicheremo con a(x).

ﬂ(a:):/olu(x)dx:/joz+[15:§+§.

Verifichiamo adesso che la successione non converge in norma LP per alcun
p; consideriamo prima il caso p > 1, ragionando come in[{.4.10

3 1 aP 4+ (P
luelly = [*ar+ [ o= T
0 1 2

= (“2 2y,

quindi ||ug|| & diversa da ||u|| quando p # 1. Sia ora p = 1:

mentre

a+p ! a—i—B‘
_ — _ d
‘ Uk 2 ||, /0 ‘uk(x) 5 x
k—1 2m+1 2m+2
2k 2k
_ (/ ’aioﬂrﬂ‘deL/ ’5a+5’dx>
Z 2m 2 2m41 2
m=0 2k 2k

k—
:Zlm—m:m—m
= 2k 2

e quindi non converge a zero.

4.5 Funzioni test e mollificatori

La definizione di supporto di una funzione, data precedentemente. non é esatta
quando si ha che fare con classi di equivalenza di funzioni quasi ovunque uguali
come accade nel caso delle funzioni degli spazi LP.

(©OE. Mascolo — (data del file: 1 settembre 2020 ore 18:31)



p. 72 APPUNTI DI ANALISI FUNZIONALE

Occorre dare una definizione tale che se f; = fo quasi ovunque si deve avere
Supp f1 = Supp fo.

DEFINIZIONE 4.5. =Sia f : R — R, consideriamo la famiglia (w;)icr
di aperti di R™ tale che per ogni i € I, f = 0 quast ovunque in w;.
Poniamo w = Uw;, allora f = 0 quast ovunque in w. Definiamo il
supporto Supp f di f il complementare di w.

Da momento che se fi = f» quasi ovunque allora Supp f1 = Supp f2, pos-
siamo parlare di supporto di una funzione f € LP senza specificare di quale
rappresentante scegliamo nella classe.

Nel seguito avremo bisogno della seguente definizione:
DEFINIZIONE 4.6. —Sia 2 un aperto di R" e 1 < p < co. diremo che f €

LP (2) se f € LP(§2) per ogni ' CC 2. In questo spazio non si pud

loc
definire una norma ma st definisce la convergenza delle successioni:

. . . /
diremo che u, converge a u in Lj . se u, converge a u in LP({2") per
ogni ) CC 1.

Diamo la definizione di prodotto di convoluzione tra due funzioni f * g.

TEOREMA 4.21. —Siano f € L}, (R") e g € CJ(R") oppure f € L*(R") e

loc
g € L (R™), allora per quasi ogni v € R™ la funzione x — f(x—y)g(y) &
integrabile. Il prodotto di convoluzione di f e g é la funzione definita
da:

frg(@) = / gl — y)dy = / f(& — 2)g(z)dz. (4.5.12)

Rimandiamo al testo di Brezis la validita della precedente definizione, tutta-
via ricordiamo i due teoremi sull’integrazione di Lebesgue che permettono la
prova:

e Teorema di Fubini o dello scambio di integrazione:

Siano §21, 2, due aperti R". se f € L'(§2; x §2,) allora
L per qo. z € 21, f(z,) € L' (%) ed inoltre [, f(z,y)dy € L'(1);

2. per q.0. y € o, f(*,y) € L' (§2;) ed inoltre le flz,y)dx € L1 (§2);

Valgono poi le seguenti uguaglianze:

/ f(fmy)dxdy:/ dx f(fmy)dy:/ dy [ f(x,y)dx
21X 25 2 25 25 2
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e Teorema di Tonelli o di assoluta integrabilita:

Sia f: {21 X {25 — R una funzione misurabile, supponiamo che:

/91 dx/oz |z, ) ldy < oo

allora f € LY(21 x ().

DEFINIZIONE 4.7. —Una funzione ¢ € C°(R") si dice mollificatore o
nucleo regolarizzante se soddisfa le seguenti proprieta:

1. ¢(x) =0,
2. Supp ¢ C By dove By = {z :|z| < 1},
3. [p o) =1.

Si verifica facilmente che la funzione n € C§°(R™):

1
el2—1

0 lx] > 1
soddisfa le condizioni dei nuclei regolarizzanti moltiplicata per un opportuna

costante.

1

1o St chiama e-regolarizzata di f

DEFINIZIONE 4.8. —Assegnata f € L
la funzione

folw) = / £ () e — y)dy = / f(z = 2)be(2)dz, (45.13)
dove ¢.(z) = L ¢(2). Si ha quindi che :

fe(x):f*¢€:¢e*f

Dal teorema di derivazione sotto il segno di integrale é facile vedere che per
ogni € > 0, f. € C e che per ogni multindice «

Dafe = f*Da(ybe-

Inoltre se f & a supporto compatto K C R™ allora

Supp fe C K = {z : dist(z, K) < ¢}.
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Infatti sia € Supp f. allora y = x — z € Supp f e z € Supp ¢, segue quindi
che |z — y| = |2| < € quindi dist(z, K) < |z —y| <e.

Osserviamo che se f non ha supporto compatto non é detto che f. siano a
supporto compatto contenuto in f2.

Diamo alcune proprieta delle regolarizzate delle funzioni di classe LP.

LEMMA 4.1. — Sia f € LP(R") con 1 < p < +oo. Allora vale

Lfellp < I1F1lp-

Dimostrazione. Supponiamo che 1 < p < 400, dalla disuguaglianza di Holder

f(@)] < / F@I6 (& — 9o P (& — w)dy

p—1

< { [1swproa- y)dy}; { [ onte- y)dy} '

Poiché [ ¢.(z — y)dy = 1 si ottiene

L@ < / F@)Pée( — y)dy,

da cui integrando in x segue la tesi.

In modo analogo si procede nei casi p=1e p = +o0.

TEOREMA 4.22. —Sia f: R" — R, allora

e Se f é continua, si ha che f. converge a f per ¢ — 0 uniforme-
mente sut compatti K C R";

e Se feLP(R™) conl<p< +oo allora f. converge a f in LP(R").

Dimostrazione. Sia f continua e consideriamo

fol) — fla) = / (F(z— 2) — f(2)pe(2)dz,

poiché ¢, & nulla per |z| > ¢, l'integrale & esteso a Be = {z : |z| < €}. Sia K
un compatto di R™, dal teorema di Cantor f é uniformemente continua in
K e quindi per ogni 7 > 0 esiste o, tale che |f(z — z) — f(z)| < 7 quando
0 < |z| < o, allora basta considerare € < o, e si ottiene
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o) - f(@)] < T / be(z)dz = 7,

da cui segue la convergenza uniforme.

Supponiamo f € LP, dalla proprieta di densita, per ogni 7 > 0 esiste g € CJ
tale che ||f — g|| < 7. Da altra parte, tenendo conto del fatto che (f — g)c =
fe — ge, dal teorema precedente segue

Hf - fe”p < ||f - gs”p + ”9 _ger + ||g - f”p < 2||f _ng + ”9 _ger,

dal momento che g ha supporto compatto, g. ha supporto contenuto in
K. = {z:dist(z,K) <€} e K. C K, per ¢ < 1. Dalla prima parte del-
la dimostrazione g. converge uniformemente a ¢ in K; quindi dal fatto che

T .
19 = gellp < [K1[? Sup,ck, [9(x) — ge(2)], segue la tesi.

TEOREMA 4.23. —Sia 1 < p < 400 e 2 C R™ allora C§°({2) é denso in
Lr(02).

Dimostrazione. Supponiamo f € LP, dalla densita, per ogni 7 > 0 esiste
g € CJ tale che ||f — g|| < 7. Da altra parte per e sufficientemente piccolo

risulta Supp g. C {2 e poiché g. converge a g in LP si ha ||g — ge|l, < 7. La
successione (g.) C C§° e allora

llge = fllp < llge — gllp + lg = fllp < 27,

da cui la tesi.

Siamo ora in grado di dare la dimostrazione del Fondamentale del Calcolo
delle Variazioni, Teorema [4.19]

Dimostrazione. Assegnata g € L° una funzione con supporto compatto
contenuto in {2 proviamo che vale

/Qfgdx =0.

Sia g € C§° e per e sufficientemente piccolo risulta Supp g. C (2. Dall’ipotesi

segue quindi che
/ gefdr =0
0

Poiché g. converge a ¢ in L', esiste una sottosuccessione, che indichiamo
ancora con ¢., che converge a g quasi ovunque in {2.

Inoltre, per il Lemma [T si ha
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[f(@)ge(@)] < [1gelloo £ (@) < | £ (@)l o0

si puo applicare il teorema della convergenza dominata e quindi dal passaggio
al limite sotto il segno di integrale, ottenendo

/ngdxzo.

Assegnato un compatto K, definiamo la seguente funzione in L°°:

_ [signf(z) zeK
g(x){o reN-K

da quanto provato in precedenza si ha per questa scelta di g:

J \r1as =0,

e quindi f(z) = 0 quasi ovunque in K. Dall’arbitrarieta di K, segue f(z) =0
quasi ovunque in {2.

4.6 Integrazione Numerica e convergenza debole

La convergenza debole ha alcune interessanti applicazioni nella teoria dell’in-
tegrazione numerica: il problema consiste di stabilire valori approssimati di

una assegnato integrale:
b
/ £(t) dt.

In generale si scelgono dei punti appartenenti all’intervallo [a, b], detti nodi, e
quindi si approssima il valore dell’integrale con una combinazione lineare dei
valori di f nei nodi.

I nodi ed i coefficienti della combinazione non dipendono dalla funzione
integranda f ma dal procedimento utilizzato.

L’analisi funzionale pud dare un aiuto in questo problema stabilendo le
condizioni della convergenza al crescere del numero dei nodi.

Consideriamo lo spazio di Banach X = C([a,b]) con la norma ||f||lc =
sup |f(t)| ed in funzionale lineare in X:

b
ﬂﬁ=/f®#

per ogni intero positivo n scegliamo n 4 1 numeri reali tali che
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a <ty <t} <... tr <b mnodi

e n + 1 numeri reali

Fo(f) =) _opf(th), n=1.2, ... (4.6.14)

dobbiamo provare che per ogni f il valore F,(f) approssima F(f) .

La successione di funzionali F,, € X*, infatti per ogni f € X:

IEa() <D0 laf A < D 1ag][1£]]so
k=0 k=0

Proviamo che
n

|Fallxs = lap] (4.6.15)
k=0

Scegliamo fo € X tale che |fo(t)| <1e
1 ap >0

fo(ty) = signaj =
1 ar>0

quindi poiché || follec =1 € Fo(fo) = > p—o || si ha (4.6.15).
DEFINIZIONE 4.9. —Un processo di integrazione numerica st dice con-

vergente se per ogni f € X si ha F,(f) converge a F(f), quindi se
F,, converge nella topologia debole xo(X*, X), a F.

Dal momento che i polinomi si integrano facilmente, é naturale richiedere che
e Per ogni n se p & un polinomio di grado non superiore a n allora

Fn(p) = F(p)

Poiché ciascun F), ¢ lineare é sufficiente richiedere che la relazione F, (p) =
F(p) valga sulle n 4 1 potenze della forma:

po(t) =1, pi(t)=t, pa(t) =t ..., palt) =1"
Si hanno quindi le n 4+ 1 condizioni

F,.(pj)=F(p;), j=0,1,..n
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Osserviamo che nella precedente 1'uguaglianza sono considerati 2n + 2 para-
metri: n + 1 nodi e n + 1 coefficienti.

Si vede che assegnati i nodi i coeflicienti sono determinati in modo unico.
Infatti p;(t7) = (t7')7 quindi per j =0,1,..n

n , b 1 . ,
Sapey = [ ¢ @ -0,
— a

=0 j+1

Si tratta di un sistema non omogeneo di n + 1 equazioni lineari nelle n + 1
incognite a, ....,a; e si ha che esiste un unica soluzione se il corrispondente

sistema omogeneo
n

DY w=0, j=0,1,..n

k=0
ha solo la soluzione banale 79 =0, ..., 7+ = 0 o in modo equivalente se vale lo
stesso per il sistema

n

Z(t@j v =0, k=0,1,..n
3=0

di cui la matrice dei coefficienti ¢ la matrice trasposta di quella del sistema
precedente. Otteniamo quindi un sistema nelle incognite (¢7)7 e con coefficienti
;. Segue che il polinomio Z?:o ti v;, di grado n, deve essere nullo nei n + 1
nodi e quindi i suoi coeffficienti v; = 0.

Si pud concludere che per ogni scelta di nodi vi sono dei coefficienti determinati
in modo unico tale che per i polinomi segue che F,(p) = F(p) e quindi tali
che il corrispondente processo di integrazione numerica é convergente per i
polinomi. Ci chiediamo quindi sotto quali condizioni aggiuntive il processo
risulta convergente per ogni funzione f.

Abbiamo bisogno di due risultati:

TEOREMA 4.24. —Teorema di approssimazione di Weierstrass (1885).
L’insieme dei polinomi con coefficienti reali & denso in C([a,b]).

Per ogni f € C([a,b]) e € > 0 esiste un polinomio p tale che |f(t) —
p(t)| < e, per ogni t € [a,b].
Condizione necessaria e sufficiente per la convergenza in o(X*, X)

TEOREMA 4.25. — Una successione di funzionali (F,) in uno spazio
di Banach X converge a F € X* nella topologia debole *, o(X*, X),
se e solo se:

o S M:

e (i) la successione (||F,]||) & limitata, ||F,|

e (ii) La successione F,(z) é di Cauchy per ogni x appartenente ad
un sottospazio denso D di X.
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Dimostrazione. Se F,, — F in o(X*, X) allora le norme sono equilimitate e
(ii) e ovvia.
Supponiamo che valgano (i) e (ii), allora fissato z € X per ogni € > 0 esiste

y € D tale che
€
|z —yl| < 3M

ed inoltre .
‘Fn(y)*Fm(y)‘<gv n,m > ng
segue che

[Fn(2) = Fin(2)] < |Fo(2) = Fn(y)] + [Fa(y) = Fn ()] + [Fn(y) — F(2)]

altro .
< || Fullllz — yll + 3t [[Emllllz —yll <e

allora la successione F,(z) ¢ di Cauchy in R e quindi converge a F(z), con
FeX”

Vale quindi Teorema di convergenza di Polya per l’integrazione
numerica.

TEOREMA 4.26. — Un processo di integrazione numerica converge per
ogni funzione reale f definita in [a,b] se e solo se esiste una costante
C > 0 tale che:

n
Z lap] < C, Vn
k=0

Dimostrazione. Lo spazio W dei polinomi con coefficienti reali ¢ denso in
C([a,b]) per il teorema di approssimazione di Weierstrass. Da si per
lipotesi segue che ||F,|| ¢ limitata e quindi dal Teorema segue che F,
converge nella topologia o(X™*, X) e in particolare F' ¢ il limite debole* della
successione F;, .

E evidente che nel teorema precedente possiamo sostituire nel teorema ai
polinomi un qualunque sottoinsieme denso di C([a, b]).

Osserviamo che nei metodi di integrazione numerica i coefficienti sono gene-
ralmente non negativi. consideriamo il polinomio f =1

n n b
Fa() =Y af =Y lafl = F() = [ de=b-a,

quindi ||F, || < b — a, infatti:

IF()< D aflifll = b= a)llf]]
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Si puod concludere che un processo di integrazione numerica con F;, definite
in (4.6.14) e tale che F,(p) = F(p) per ogni polinomio definito in [a,b], con
coefficienti non negativi converge per ogni funzione continua.

4.7 Appendice

DEFINIZIONE 4.10. —Sia (X, 7) uno spazio topologico é compatto se da
ogni suo ricoprimento aperto si pud estrarre un ricoprimento finito.

Diamo la seguente definizione:

DEFINIZIONE 4.11. —Diremo che una famiglia di chiusi (C;) ha la pro-
prieta dell’intersezione finita se ogni sua sottofamiglia finita ha
intersezione non vuota.

Si vede che la compattezza si pud esprimere in termini di famigli di chiusi:

PROPOSIZIONE 4.1. —Uno spazio topologico é compatto se e solo se:

o ogni famiglia di chiusi ad intersezione vuota, ammette una
sottofamiglia finita ancora ad intersezione vuota.

e ogni famiglia di chiust con la proprieta dell’intersezione finita
ha intersezione finita non vuota.

Vale il seguente teorema:

TEOREMA 4.27. — Sia X wno spazio compatto e ¢ : X — R una
funzione semicontinua inferiormente. Allora ¢ ha minimo in X.

Dimostrazione. Per r € R si definisca
A, ={zeX: p(x)>r}

Per costruzione si ha che A, C As, se r > s. Inoltre, poiché ¢ é semicontinua
inferiormente, A, & un aperto di X. Allora la famiglia (A,) & un ricoprimento di
aperti di X, e quindi per la proprieta di compattezza di X, esistono r1,7s,...rN
tali che:

X=A4,,UA,U..UA,,.

Poniamo R il minimo dei 71,73, ...ry vale che Arj C Apg e quindi
X =Ag

segue che p(x) > R per ogni € X e quindi é inferiormente limitata. Sia
m = inf x ¢, proviamo che esiste xo € X tale che p(z) = m.
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Per ogni n € N, definiamo la successione di sottoinsiemi chiusi di X:
1
Cp={zeX: p(x)<m+ -}
n

Si vede che ogni sottofamiglia finita di (C,) ha intersezione non vuota e quindi
dalla compattezza di X segue che esiste z, € [ C,. Ma allora per ogni n deve
essere

1
m < @(xo) <m+ —
n

quindi necessariamente ¢(xg) = m.
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Capitolo

Spazi di Hilbert ed Applicazioni

In uno spazio normato € possibile misurare la distanza tra due suoi punti,
in alcuni spazi vettoriali & possibile introdurre un prodotto scalare permette
di misurare gli angoli tra due elementi e quindi di stabilire alcune proprieta
geometriche, come 'ortogonalita tra due vettori e quindi la proiezione orto-
gonale di un vettore su un insieme, che gioca un ruolo fondamentale. Sebbene
I'introduzione di tali spazi ha origine dalla teoria delle equazioni integrali li-
neari con D. Hilbert, V. Volterra e E. I. Fredholm alla fine dell’Ottocento,
la presentazione assiomatica di questi spazi basata sulla nozione di prodotto
scalare fu data intorno al 1930, da J. Von Neumann in connessione a questioni
di meccanica quantistica.

5.1 Spazi di Hilbert

Sia H uno spazio vettoriale si definisce un prodotto interno o scalare un’ap-
plicazione
p: (u,v) = p(u,v) € R,

che soddisfa le seguenti condizioni
1. p(u,u) >0 e p(u,u) =0 se e solo se u = 0;
2. p(ua 'U) = p(v’ U);

3. p(u, av + fw) = ap(u,v) + Bp(u, w).

Si ha inoltre che per ogni u,v,win H e o, € R

plav + w,u) = ap(v,u) + fp(w, w).
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Quando in H si definisce un prodotto scalare si dice che H é spazio Prehil-
bertiano.

Per semplicita di notazione, nel seguito denoteremo p(u,v) = (u,v).

In uno spazio in cui ¢é definito un prodotto scalare si dice che u é ortogonale
a v se

(u,v) =0.

Vale inoltre la Disuguaglianza di Schwarz:

Per ogni coppia v e v in H:

N|=
N|=

|(u, 0)] < (u,w)

(v,v) (5.1.1)

Sia v # 0, allora
0 < (u—av,u—av) = (u,u) — 2a(u,v) + a*(v,v),

da cui segue 1' per a = E33§

Si vede che ogni spazio prehilbertiano é anche uno spazio normato rispetto
alla norma

ull = [(u, u)]? (5.1.2)

Infatti valgono le proprietd della norma ed in particolare la disuguaglianza
triangolare:

lu+ol* = (u,w) +2(u,v) + (v,0) < Jlull* + 2lluf o] + lol* = (lall + lv])*.

Uno spazio prehilbertiano in cui la norma (5.1.2)) determina uno spazio metrico
completo viene chiamato Spazio di Hilbert.

Un sottospazio Y di uno spazio di Hilbert H, potrebbe non essere di Hilbert
dal momento che non ¢ detto che Y sia completo. Quindi la chiusura ¥ di Y/
¢ sempre uno spazio di Hilbert con la restrizione su Y del prodotto scalare di
H.

In uno spazio prehilbertiano valgono le seguenti proprieta:
e Il prodotto scalare ¢ continuo rispetto alla norma di H, infatti se up — u

e v — v, allora
(ug,vg) = (u,v).
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Si ha infatti
|(uk, vi) = (u,v)| < [(ug, vk —v) = (up —u,v)| <

< lulllvr = ol + [Jol[[lur = ul].

Una proprieta geometrica di grande importanza é la cosidetta identita del
parallelogramma, in quanto generalizza agli spazi di Hilbert la classica
relazione delle geometria elementare:

In parallelogramma la somma dei quadrati delle diagonali & uguale
al doppio della somma dei quadrati di tutti i suoi lati.

Negli spazi di Hilbert vale infatti che per ogni u,v € H

lu+ ]|+ [lu = vl = 2(Ju|? + [lv]|*), (5.1.3)
o in modo equivalente

u—+v U —v 1

I I+ 5 I = g(llu\l2 + [[ol?). (5.1.4)

Infatti dal fatto che
(utv,uxv)=(u,u)=£2(u,v)+ (v,v),

segue
lu % vl* = [lull* £ 2(u, v) + [[v]|?,

che implica (5.1.3).

Vale inoltre l'identita di polarizzazione:

1
(u,v) = (lu+vll* = [lu = vl|*)

Si dimostra che se una norma soddisfa la regola del parallelogramma[5.1.3
dé luogo al seguente prodotto scalare:

1
(u,v) = Z(Hquvll2 = [lu—=l?).

Diamo qualche esempio di spazi di Hilbert.

R e R™ sono spazi di Hilbert con il prodotto scalare
n
i=1

In particolare ogni spazio a dimensione finita prehilbertiano é anche uno
spazio di Hilbert
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e Lo spazio delle successioni /2 definito dalle successioni z = (z},) tali che
Yooy |zi|* < 400 & uno spazio di Hilbert con il prodotto scalare

(x,y) = anyn

I? ¢ il prototipo di uno spazio di Hilbert. Questo spazio fu introdotto
e studiato da D. Hilbert intorno al 1912 in un articolo sulle equazioni
integrali.

e Si verifica facilmente che lo spazio L?({2) ¢ uno spazio di Hilbert, con il
prodotto scalare

(u,v):/nuvdx. (5.1.5)

e Lo spazio C%([a, b]), dotato del prodotto scalare (5.1.5) ¢ uno spazio pre-
hilbertiano ma la norma relativa a tale prodotto scalare e diversa da quella
del massimo.

Proviamo che non esiste in C°([a, b]) un prodotto scalare che determina la

norma del massimo, infatti per la norma del massimo non vale la regola
. . _ . t7 .

del parallelogramma (5.1.4). Consideriamo f(t) = 1 e g(t) = ;=2, si vede

che le norme sono ||f[[=Tg|l =1eche ||f+g|l|=2¢e]|f—g| =1siha
allora che 2(|f]| + [lgll) = 4 e [[f + gl* + If — g]I* = 5.

e Lo spazio delle successioni [P con p # 2 non da luogo ad un prodotto
scalare, infatti le successioni « = (1,1,0,..,0,..) ey = (1,-1,0,..,0,..) non
soddisfano la regola del parallelogramma, dal momento che ||z| = ||y| =
27, lz+yll = llo —yl = 2.

DEFINIZIONE 5.1. —Un wvettore v € H si dice ortogonale ad un sot-
toinsieme M e si denota con v L M quando (u,v) = 0, per ogni
ue M.

Osserviamo inoltre che se M ¢é un sottoinsieme denso in H e v € H é tale che
per ogni u € M si abbia (u,?) = 0, allora necessariamente v = 0.

5.2 Teorema della Proiezione

In uno spazio normato X dato M C X la distanza di un elemento zy da
M ¢ data da Inf {||z — z¢||, « € M} e abbiamo gia notato I’ importanza di
determinare l’esistenza e ’eventuale unicita di un elemento yo € M per cui
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Inf {||lz —zol, we M} =yo— o

Anche quando consideriamo spazi a dimensione finita il problema puo avere
pitl soluzioni o nessuna.

Il seguente importante teorema della Proiezione su un convesso chiuso sta-
bilisce che negli spazi di Hilbert il problema ha sempre un unica soluzione
quando M é un convesso chiuso.

TEOREMA 5.1. — Sta K C H un convesso chiuso non vuoto dello
spazio di Hilbert H. Allora per ogni f € H esiste un unico u € K
tale che:

dist(f, K) = Int {[|f — o], veK}=|f—mul.

Il vettore u é detto Proiezione ortogonale di f su K ed é caratte-
rizzato dalla seguente proprieta

weK, (f—-uwv—1u)<0, perogni veK (5.2.6)

Dimostrazione. Sia (up) C K una successione minimizzante di dist(f, K) e
quindi dy, = || f — up|| converge a dist(f, K) per h — +oo. Proviamo che uy, &
una successione di Cauchy. Dalla regola del parallelogramma per v = f — uy,
ev=f—uysiha

Up + Uk o Up — Uk |2
T2

Dal momento che K ¢ convesso “24: € K si ha || f— 2 || > dist(f, K) = d
e quindi

SO — el 17— unll?) = I -

2
che implica ||*25%=||* < ¢ per h,k > hg. Poiché H ¢ uno spazio completo si
ha che (u) converge a @ € K, visto che K & chiuso.

Per 0 <t <1ewé€ K definiamo v = (1 — t)u + tw € K, dalla condizione di
minimalitd di @ si ha:

1
2 < 53+ dt) -

If —all < [If = (A =t)u —tw]| = |f —a —t(lw —-a)],

allora
If—al® < ||f —all® = 26(f — w0 —u) + 3[|w — ul]?,

segue che per ogni 0 <t < 1siha

2(f -, w — @) < tfw—alf?

e quindi (f —@,w —u) <0.
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(5.2.6) caratterizza u, infatti in questo caso per ogni v € K:
@ = fII* = llv = flI* = 2(f = @,0 — @) — [|a —v||* < 0.

Proviamo che @4 é unico. Supponiamo che esistono #; e @y che soddisfano

(5.2.6) per ogni v € K

(f_ahv_ﬂl) Soa
(f—ﬂQ,'U—’ITLz) §07

ponendo nella prima v = %y e nella seconda v = 7y si ha
(f — 1,02 — 1) <0 = (f,u2 — 1) — (U1, 82 — 1) <0,

(f — 2,11 —U2) <0 = (f, 01 — U2) + (U2, U2 — ) <0,

sommando le due relazioni si ottiene |uy — i1 |? < 0 e quindi @ = is.

In seguito denoteremo con Pk f la proiezione di f su K.

Assegnato un convesso chiuso si definisce I'operatore Pk che ad ogni elemento
f € H associa la sua proiezione su K.

Il seguente corollario stabilisce la continuitd dell’operatore Pk .

COROLLARIO 5.1. — Nelle ipotesi del Teorema precedente, per ogni
coppia di elementi di H, fi, fo, vale che

| P f1 — Pr fa|l < || f1 = fall-

Dimostrazione. Sia u; = Pk f1 e us = Pk fo si ha
(fi —u1,v—11) <0, perogni vé€K,

(f2_a27v_a2)§07 per Ogni UEK7

usando le disuguaglianze per v = Py (2) € u = Py (1), si ha per addizione

@1 — @2||® < (fi1 — for i1 — t2) < ||f1 — fol|ll@1 — Ga]|.

Proviamo che quando K = M ¢ un sottospazio chiuso di H allora la relazione

(5.2.6) diventa un uguaglianza.

TEOREMA 5.2. — Sta M un sottospazio vettoriale chiuso di H e sia
f € H, allora uw= Py f & caratterizzato da
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ueM (f—u,v)=0, perogni velM (5.2.7)
quindi il vettore f — u é ortogonale a M.

St ha inoltre che l'operatore che ad ogni f € H associa la sua
proitezione ortogonale su M é lineare.

Dimostrazione. Dai risultati precedenti, poiché M é un sottospazio, segue che
(f—u,tv—1u) <0, perogni ve M, teR,

e quindi
(f —a,tv) < (f —u,u) perogni veM teR.

In particolare dalla (5.2.6) per v = 2@ segue (f — @, ) < 0, e quindi
t(f —u,v) <0 perogni veM teR,
da cui segue

Siano f1, f2 due elementi di H e o € R allora dal momento che (f; — u1,v) =
(f2 — ta,v) = 0 per ogni v € M, vale anche (f; + afs — (41 — atiz),v) =0, e
quindi w1 — iz & la proiezione ortogonale dell’elemento fi + afs.

Osserviamo inoltre che in particolare (f — @, @) = 0 e quindi

da cui segue
1P =11 = all® + [|lal? (5.2.8)

quindi ||@| < | f] ed é facile controllare che la norma dell’operatore proiezione
ortogonale nello spazio degli operatori lineari e continui é uguale a 1.

DEFINIZIONE 5.2. —Assegnato M wun sottospazio vettoriale di H, si
definisce il complemento ortogonale di M, il sottospazio vettoriale
definito da

M+ ={uc H: (uv)=0 perogni veM}.

Notiamo che
MnM*+ ={0},

dal momento che se v € M N M~ si ha (v,v) =0 e quindi v = 0.
Ricordiamo che uno spazio X é somma diretta di due sottospazi Y e Z se

ogni elemento di x € X ha un unica rappresentazione r =y+zcony €Y e
z € Z. Proviamo che se M ¢ un sottospazio chiuso di H:
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H=M+M". (5.2.9)

Dal teorema [5.2] segue che per ogni f € H e w € M ¢ la sua proiezione su M
si ha

(f—a,v)=0 perogni veEM,
e quindi f — @ appartiene a M.

Dal momento che f = (f — @) + u segue[5.2.9

Si vede anche che M~ coincide con il nucleo dell’operatore Py;.

Infatti se f € M+ si ha (f,v) = 0 per ogni v € M e quindi da (5.2.7), P f
¢ il vettore nullo. Se Py f = 0, segue che (f,v) = 0 per ogni v € M e quindi
feMt.

OSSERVAZIONE 5.1. —Osserviamo che se M é un sottospazio chiuso
allora M = M*+. Se u € M allora u é ortogonale a M~ e quindi
M c M+, Siauw € ML, poiché H=M+M*, u=v+w conveMC
MY ewe M*t. Allora w=u—ve M-NM e quindi w=0.

Vale anche la seguente proprieta:

TEOREMA 5.3. — Sia M wun sottospazio non vuoto di uno spazio di
Hilbert. Allora M é denso in H se e solo se a M+ appartiene solo
il vettore nullo

Dimostrazione. Sia M denso in H allora per u € M~ esiste una successione
(un) € M che converge a u. Dalla continuita del prodotto scalare si ha che
(tn,u) = 0 tende a (u,u) =0 = u = 0. Viceversa se M+ consiste solo del
vettore nullo anche M+ ha solo il vettore nullo e poiché H = M + M~ si ha
che M = H.

Il Teorema 5.2 permette di stabile un’importante risultato di rappresentazione
dei funzionali lineari in uno spazio di Hilbert.

TEOREMA 5.4. — Per ogni F € H* esiste un unico f € H tale che
F(v)=(f,v) per ogni veH,
ed inoltre

[E e = 11 f1l&r-

Dimostrazione. Sia M = {u € H : F(u) =0} é un sottospazio chiuso di H,
visto che F' ¢é lineare e continua.
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Se M = H allora F ¢ il funzionale nullo e basta scegliere f = 0.

Sia M # H, per go € H — M consideriamo g; = Pj;g9 la proiezione di gg su
M e denotiamo con g il vettore

g= 9o~ 91 (5.2.10)

o —anll”
e dal momento che F(go — g1) = F(g0) #0,si ha g ¢ M.

Dal teorema della proiezione

(9, w)

=——(90—g1,w) =0 perogni we M.
lg0 — g1l

Per ogni v € H proviamo che esiste A tale che

w=v—Ag € M. (5.2.11)
Scegliendo )\ = ?EZ?, si ha
Fv
Fw) = (o) ~ 34 Flo) =0

Dal momento che ogni v € H ammette una decomposizione della forma v =
Ag+w, A € Rew e M si ottiene

(9,v) = Mg, 9) + (w,9) = Ay, 9),
F

da cui, poiché (g,g) = 1, si ha (g,v) = FES% e quindi f = F(g)g.

Si vede che il vettore f & univocamente determinato. Supponiamo esistano f;
e fa, allora (f1 — f2,v) = 0 per ogni v € H e quindi in particolare (f1 — fa, f1 —
f2) =0.

Si ha inoltre, dal momento che g & un vettore a norma unitaria, || f|| = |F(g)| <
|E||z+. Da altra parte

|(f, )]

o]l

£l

o]l

||FHH* = Supv;é() < Supv;ﬁo < Hf||7

che completa la dimostrazione.

OSSERVAZIONE 5.2. —Dalla relazione (5.2.11|) segue il seguente fatto
geometrico: per ogni F' € H* il nucleo N(F)={x € H: F(z) =0} é un
iperpiano chiuso e il suo N(F)* é il sottospazio generato dal vettore
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g definito in e quindi ha dimensione 1. Infatti, proseguendo
come nella dimostrazione del precedente teorema, per ogni v € H
esiste w € M e \ tale che v=w+ \g con g € N(F)* . In particolare
se u € N(F)* segue che w=u—\g € N(F) e quindi (u— \g,u—\g) =0
che implica u = \g.

L’operatore F' € H* — f € H é un isomorfismo isometrico, che permette di
identificare H con il suo duale.

Uno spazio di Hilbert é quindi riflessivo, dal momento che H = H* = H**.

Diamo qualche applicazione del Teorema della Proiezione.

Ezample 5.5. Consideriamo H = L*(12) e
M = {v e L*(22) : v(z) = costante q.0.in £2}.

M ¢ un sottospazio chiuso di L?(£2) generato dalla funzione v(z) = 1 q.o. in £2
ed ¢ quindi un sottospazio chiuso di dimensione 1. Sia f € L?(§2) determinia-
mo la proiezione ortogonale su M , Pyrf € M La relazione (f — Py f,v) =0
per ogni v € M nel nostro caso diventa

0:/Q(f—PMf)vdx:>/Q(f—PMf)dx:0.

ma poiché Py, f & quasi ovunque costante segue che

1
PMf_m/Qfd:c,

la proiezione di f su M é la funzione costante uguale alla media di f.

L’insieme M~ & costituito dalle funzioni di classe L? a media nulla, infatti
g € M se e solo se per ogni v € M

/ gudx = 0,
Q

ma visto che v € quasi ovunque costante g & a media nulla.

Ezample 5.6. Sia A C {2 un insieme misurabile con misura non nulla insieme
al suo complementare {2 — A e consideriamo M il sottospazio chiuso di L?(2)
delle funzioni che si annullano q.o. in A. Se f € L?(§2) e v € M risulta

Il =olf = [ Af=of+ [ 17 =P

per cui segue che si ottiene la minima distanza prendendo 1'unica v, € M che
verifica vg = f in 2 — A e che risulta la proiezione ortogonale di f su M.
Osserviamo che I'ortogonale di M ¢ il sottospazio chiuso delle funzioni di L?
che si annullano in 2 — A.
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Ezample 5.7. Sia H = L*(R) e il sottospazio chiuso delle funzioni pari H,. Il
suo ortogonale coincide con il sottospazio chiuso delle funzioni dispari Hy. Sia
f € L*(R) e si considerino le funzioni definite q.o0. da u(z) = 1(f(z)+f(—z))e
v(z) = 3(f(z)— f(—x)), conu € H, e v € Hy. Siha che f = u+v e le funzioni
u e v coincidono con le proiezioni ortogonali di f su H, e Hy rispetivamente.
In particolare esse sono fra le funzioni pari e dispari rispettivamente quelle

pil vicine di ogni altra a f nella norma di L2.

Ezample 5.8. Siano H uno spazio di Hilbert e f; un suo elemento non nullo.
Calcoliamo la proiezione di un generico elemento f € H sul sottospazio My
generato da fy, che € chiuso in quanto di dimensione 1. Siccome M é costituito
da tutti e soli vettori v = tfy con ¢ € R bisogna determinare ¢ dalla relazione
(f —t fo, fo) = 0. Segue quindi che

Paso f =1 foll72(f5 fo) fo-

OSSERVAZIONE 5.3. —Sta fo € H, il principio di dualita, dato nel
Capitolo 2, afferma:

Inf{|| fo —v|,ve M} =
= Sup{F(fo), FE H*, F(v)=0,ve M, ||F|g <1}

St vede facilmente che l’estremo superiore é sempre raggiunto dal

. _fo=Pn(fo)
funzionale Fy rappresentato dal vettore Hfz*PM(fg)H'

OSSERVAZIONE 5.4. —0sserviamo che il Teorema delle proiezioni si
puod generalizzare al caso di spazi di Banach riflessivi utilizzando 1l
procedimento del teoremal[].7. Sia X uno spazio di Banach riflessivo
e L un sottospazio chiuso. Fissato xo € X — L definiamo la funzione
in L
e(y) = llzo —yll

St vede facilmente che ¢ é una funzione convessa e continua. Sia
a € L tale che \, = ¢(a) < +oco e consideriamo

Lo={z €Y : p(z) < N}

St ha che Ly é un convesso chiuso di X e quindi ¢ é inferiormente
semicontinua. Inoltre, Ly & anche limitato, infatti p(y) & coerciva:

1yl < llzo = yll + [lzoll < ¢ (y) + llzoll-

Segue che Ly é limitato e quindi debolmente compatto. Dal teorema
esiste dunque il minimo di p(y) in Ly e si ha che é il minimo
su tutto L, ragionando come nel teorema [{.7.
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Studiamo le proprieta della convergenza di successioni nella topologia debole
negli spazi di Hilbert.

Valgono le seguenti proprieta:

1. Grazie al teorema di Riez una successione (u,) di elementi in uno spazio
di Hilbert converge debolmente ad u se e solo se (v, u,) — (v,u), per ogni
altro v € H.

2. Se (uy) & tale che per ogni v € H esiste finito il limite della successione
(un,v) allora (u,) converge debolmente ad un vettore w.

Definiamo F'(v) = lim, (u,,v). Applicando alla successione di funzionali
F,(v) = (un,v), il teorema di Banach-Steinhaus si ha che F' & un funzio-
nale limitato e quindi per il teorema di rappresentazione di Riez esiste u
tale che F(v) = (u,v).

3. Se (uy) converge debolmente ad u e v, converge in norma a v allora
(Vn, upn) — (v, u).

4. Si ha che (uy) converge in norma ad u se e solo se converge ad u nella
topologia debole e ||u,| — ||ul.

Un implicazione é ovvia. L’altra implicazione segue facilmente dalla
relazione:
lun —ull? = llunll? = 2(un, w) + [Jul|?

Diamo ora la dimostrazione negli spazi di Hilbert del Teorema[£.9)di compat-
tezza debole negli spazi di Banach riflessivi.

TEOREMA 5.9. —In uno spazio di Hilbert H una successione limitata
in norma ha una sottosuccessione debolmente convergente.

Dimostrazione. Sia (u,) C H con ||u,|| < M per ogni n. Supponiamo dap-
prima che H sia separabile ed indichiamo con D = (v,,) il sottoinsieme denso
e numerabile di H. Consideriamo la successione di numeri reali (vy,uy) che &
limitata e quindi ha una sottosuccessione convergente (uy,,v1) convergente.
Da (tp,,v2) si pud quindi estrarre una sottosuccessione convergente e cosi di
seguito. Dal procedimento diagonale di Cantor, si ottiene una sottosuccessione
(tn, ) della originale successione (uy) tale che (up,,vn) converge a a,, € R
per k — 4o0.

Resta definito un funzionale g su l'insieme D = (v,,) definito da g(v,,) = ayp,.
Per il Teorema di Hahn-Banach g puo essere esteso in un funzionale lineare e
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continuo F' definito in tutto H e per il Teorema di rappresentazione di Riesz
esiste un unico @ € H soddisfacente F(u) = (@, v) per ogni u € H.

Sia u € H, dalla densita di D segue che u = limg v € si ha :
(Unk»u) = (unk,u - US) + (unkaUS) < ||Unk” HU - v@” + (unka%)
dalla limitatezza delle norme della successione (u,) segue che
(Un,,u) = lign(unk,vs),
da altra parte poiché o, = F(vs) = (@, vs), si ha
lilgn(unk,u) = (,u), Vu € H

che implica la convergenza debole di (uy, ) a @.

Per estendere il risultato ad un qualsiasi spazio di Hilbert, consideriamo Hy
la chiusura dell’inviluppo lineare della successione (u,). Dal ragionamento
precedente esiste una sottosuccessione u,, C Hp and un elemento u € Hy tale
che (up,,v) = (u,v) per ogni vy € Hy.

Dallasegue che per ogni v € H sihav =v,+wv; convg € Hyev; € Hd-.
Quindi (up,,v) = (Un,,v0) + (tUn,,v1) ma dal momento che (u,,vi) = 0 si
ha (un,,v) = (tn,,v0) = (u,v) per ogni v € H e quindi la successione (uy,)
converge debole a u.

OSSERVAZIONE 5.5. —Sta T : Hy — Hy un operatore limitato tra i due
spazi di Hilbert H, e H,2: Si definisce l’operatore aggiunto di T
l’operatore T* : Hy, — H; definito da:

(T(u),v) = (u, T*(v)), we€H veH

L’operatore T* é un operatore limitato e ||T|| = ||T*||.

5.3 Forme Bilineari e Teorema di Stampacchia

DEFINIZIONE 5.3. —Sta X wuno spazio normato, un’applicazione a :
(u,v) € X x X — R si dice una forma bilineare quando: per ogni
u,v,w € X e o, E€R, st ha

alau + v, w) = aa(u, w) + fa(v,w),

a(w, au + Bv) = aa(w, u) + Ba(w,v).
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Una forma bilineare a st dice limitata se esiste una costante C tale
che:
la(u,v)| < Cllull]]v].

Una forma bilineare a si dice simmetrica se per ogni u,v € X :

a(u,v) = a(v,u).

Una forma bilineare a & positiva se per ogni u € X
0 < a(u,u)

ed infine si dice coerciva (o anche strettamente positiva) se esiste
una costante o > 0 tale che:

allul® < a(u, ).

L’applicazione che definisce il prodotto scalare ¢ una forma bilineare simme-
trica, definita positiva e limitata rispetto alla norma determinata dal prodotto
scalare stesso.

PROPOSIZIONE 5.1. —Una forma bilineare a(u,v) limitata é anche con-
tinua in X ed inoltre se (uy),(vy) convergono a u,v rispettivamente
allora a(up,v,) — alu,v).

Dimostrazione. Osserviamo che
|a(un, ve) — a(v,u)| = |a(up — w,vp) + alu, vy, —v)| <

< Cllup, = ulfllon ]l + Cllulllon = vll;

e quindi segue la tesi osservando che le norme di ||vp|| sono equi limitate.

Si definisce lo spazio delle forme bilineari e limitate di X x X in R che é uno
spazio normato dotato della norma

la(u,v)|

lall = Sup
SO o]

Vale un teorema di rappresentazione per le forme bilineari che permette di
costruire un operatore isometrico tra lo spazio delle forme bilineari e continue
su uno spazio di Hilbert H e lo spazio degli operatori di H in H.
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TEOREMA 5.10. — Sia a una forma bilineare limitata di uno spazio di
H:ilbert H in se stesso allora esiste un operatore lineare e limitato
di H in H,univocamente determinato, tale che:

a(u,v) = (Au,v)

Inoltre |ja]| = ||A]l.

Viceversa assegnato un operatore lineare e continuo A: H — H, la
relazione

a(u,v) = (Au,v).
definisce una forma bilineare a.
Dimostrazione. Fissato v € H, Vapplicazione v € H — a(u,v) € R & un

funzionale lineare e continuo in H, quindi per il teorema di rappresentazione
[54] esiste un unico vettore Au € H tale che

a(u,v) = (Au,v).
Si prova facilmente che I'operatore A : H — H & lineare e limitato. Infatti
[ Au]|* = (Au, Au) = a(u, Au) < Ojull||Au].

Inoltre vale

la(u, Au)| (Au, Au)

ja(u, v)|
— 2 > Su — = Su ~ ___ Z
= PMPu0, Auzto Ty A~ PP Yyl Au]

llall = Sup,,0.420
FEOEO | [[|v]]

e quindi ||a|| > ||A4]||. Inoltre

|(Au, v)| [ Au
lall = Sup < Sup = [1A]-
O ] [o] 0 Ju]

Nel seguito utilizzeremo il seguente teorema delle contrazioni in uno spazio
metrico:

TEOREMA 5.11. — Sia (X,d) uno spazio metrico completo e M un sot-
toinsieme chiuso e non vuoto di X. Se S : M — M ¢é una contrazione,
cioé esiste 0 < 1 < 1 tale che

d(S(x),5(y)) < 7d(z,y),
allora S ammette un unico punto fisso S(z) =1=.
Dimostrazione. La prova segue in piul passi:

1. L’operatore S ha un punto fisso Z. Partendo da zg € M costruiamo la
seguente successione di elementi di M:
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Tn+1 = S(xn)
Proviamo che (z,,) & una successione di Cauchy.
d(Tpt1,Tn) = d(Szp, S(@n-1)) < 7d(Xp, Tpn—1) < 7"d(21, 20)

Dalla disuguaglianza triangolare segue

n+m—1 n

) T
A(Tpgm, Tn) < Z T'd(z1,20) < T

i=n

Td(acl7 Zo) (5.3.12)

quindi la successione ¢ di Cauchy. Dal momento che X é uno spazio di
Banach e M é chiuso, (x,) converge ad un elemento z € M.

Inoltre d(S(zy),S(Z)) < 7d(z,,Z) quindi Sz, converge a ST e dalla
costruzione della successione z,, segue S(Z) = Z.

2. Proviamo che Z é unico. Se esiste anche j tale che Sy = g, si ha d(z,y) =
d(S(z),S(y)) < 7d(Z,7), che implica d(z,y) = 0.

3. La (5.3.12) per m — +oo da una stima dell’errore

d(zn,z) < 7"(1 —7) " td(20, 21).

Il prossimo teorema generalizza il teorema della proiezione alle forme
bilineari stabilendo un’ importante risultato che é alla base delle teoria
variazionale.

TEOREMA 5.12. — Sia a una forma bilineare continua e coerciva,
F e H* e K un convesso, chiuso e non vuoto. Allora esiste un unico
u € K tale che

F(v—a)<a(a,v—1u) perogni veEK. (5.3.13)

OSSERVAZIONE 5.6. —Il teorema pud essere considerato un caso
particolare del teorema quando la forma bilineare a é il pro-
dotto scalare in H ed f € H determina un elemento di H*, infatt:
la relazione

(f—u,v—u) <0 perogni veK, (5.3.14)

é equivalente a

(f,v—u) <(u,v—1u) perogni veK. (5.3.15)
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Dimostrazione. Per F' € H* esiste f € H tale che F(v) = (f,v) per ogni
v € H. Per ogni u € H consideriamo I'operatore A definito nel teorema [5.10]
in H tale che a(u,v) = (Au,v), per ogni v € H.

Quindi, assegnata F' € H* determinare & € K per cui vale (5.3.13) ¢é
equivalente a determinare u € K, tale che

(f,v—1u) < (Au,v—a) perogni ve€K. (5.3.16)
Osserviamo che la (5.3.16) equivale a
(f — Aa,v—1u) <0,

e quindi a

(of — 0Au+u —u,v—1) <0, (5.3.17)
per ¢ > 0 una costante positiva che determineremo in seguito.
Se u € K é tale che

@ = Pk (of — oAt + 1), (5.3.18)

(15.3.17)) segue direttamente dal teorema della proiezione

La validita della relazione ([5.3.18)) ¢ assicurata se si stabilisce che @ é un punto
fisso per l'operatore definito in K C H da

S:ve K — Pg(of — 0Av+v) € K.
Proviamo che con un’opportuna scelta di o, 'operatore S & una contrazione.
Ricordiamo che dal corollario [ si ha
[ Prcur — Prusl| < [Jur — us,

e quindi nel nostro caso otteniamo
[|:Sv1 *S’U2||2 < llof —oAvi+v1—of —0Ava *'02||2 = |lv1 —v2 — o(Avy — Avy ||2
Dalla proprieta di coercivita della forma a e quindi dell’operatore A segue

|Suy — Sus|? < ||vr — val|? = 20(Avy — Avg, vy — v2) + 0%||Avy — Avyl|?

< (1—2pca+ ng)||v1 - U2||27

2c

quindi scegliendo g tale che 7 = 1 + Cp? — 200 < 1 cioé 0 < ¢ < &> siha
che S ¢ una contrazione e quindi ammette un unico punto fisso che denotiamo
con u, che soddisfa

(of — oA, v —1u) <0 = (f — Au,v—1u) <0
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Nel caso che la forma bilineare a sia simmetrica si ottiene il seguente teorema:

TEOREMA 5.13. — Sia a una forma bilineare continua, coerciva e
stmmetrica, F € H* e K un convesso, chiuso e non vuoto. Data
F € H* esiste un unico u € H tale che:

F(v—1a)<a(u,v—1u) perogni veK, (5.3.19)

e che soddisfa anche il seguente problema di minimo, chiamato
Principio di Dirichlet astratto:

ueK
{ 3a(i, w) — F(a) = Minyeg 3(a(v,v) — F(v). (5.3.20)

Dimostrazione. Osserviamo dapprima che a é una forma bilineare simmetrica
definisce in H un nuovo prodotto scalare ed naturalmente una nuova norma,
(a(u, u))% , che tuttavia risulta equivalente a quella originale in H dal momento
che a é anche continua e coerciva, infatti vale

allull® < a(u,u) < Clul®.

Dal teorema precedente segue che per ogni F' € H* esiste un unico g € H tale
che F'(v) = a(g,v) per ogni v € H.

Quindi, nel caso di forma simmetriche ({5.3.13)) diventa
ali,v — 1) = F(v—1) = alg,v — ),

e anche
alg—u,v—a) <0 perogni veK.

Indicata con Py la proiezione su K rispetto al prodotto scalare determinato
dalla forma bilineare a, la precedente relazione implica che @ = Pkg.

Dal teorema della proiezione vale anche che

Nl

dist(g, K) = inf Jlg = ol = llg — ] = (a(g — 5.9 — W),

e quindi si conclude che @ realizza il minimo di a(g — v,g — v) al variare di
veK.

Da altra parte per v € K, a(g—v,g—v) = a(g,9) — 2a(g,v) + a(v,v) e quindi
in particolare @ realizza il minimo in K del funzionale

T) = 3 (av,v) = alg,v)) = 5(a(v, ) ~ F(v)).
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OSSERVAZIONE 5.7. —Nel caso particolare che a sia proprio il prodotto
scalare in H st ha che u é il minimo del funzionale

S (lo]l? = Fw)).

I(v) = 3

Il principio di Dirichlet astratto ¢ un principio di ortogonalita e ha giocato
un ruolo fondamentale nella Teoria delle Equazioni differenziali e nel Calcolo
delle Variazioni.

Vale inoltre il seguente Teorema noto come Teorema di Lax-Milgram

TEOREMA 5.14. — Sia a una forma bilineare, continua e coerciva. Per
ogni F' € H* esiste un unico u € H tale che

a(u,v) = F(v) per ogni v € H.

Se a & simmelrica allora u & caratterizzato dalla proprieta di

minimo .

Dimostrazione. Dal Teorema|p.12| con K = H, si ha che esiste un unico u € H
tale che per ogni v € H

a(t,v—1u) > F(v—1) = (Aua,v—1a) > (f,v—a)
= (f — Au,v—1u) <0.
Per v € H consideriamo tv con t € R
(f — Au,tv —u) <0 = t(f — Au,v) < (f — Au,u) <0.

dal momento che 24 € H. Segue allora che per ogni v € H, (f — Au,v) =0e
anche F(v) = a(u,v) ( e anche f = Aq).

OSSERVAZIONE 5.8. —Diamo un’idea di come il corollario precedente si
applica alle Equaziont Differenziali Lineari. Supponiamo di avere
un equazione che st possa esprimere come Au = f con A un operato-
re lineare e continuo, definito in uno spazio di Hilbert. Dall’osser-
vazione esiste una forma bilineare, tale che a(u,v) = (Au,v) ed
inoltre il vettore f determina in modo unico un funzionale lineare
e continuo su H.

Si chiama formulazione wvariazionale dell’equazione Au = f il
seguente problema

Determinare v € H tale che

(Au,v) = a(u,v) = F(v) per ogni v € H. (5.3.21)
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Il vettore u, che soddisfa (5.3.21)), viene chiamato soluzione varia-
ztonale dell’equazione.

Quando la forma bilineare a(u,v) é continua e coerciva, dal Corol-
lario esiste un unica i € H:

(A(a),v) = (f,v) per ogni ve H = (A(a)—f,v)=0 per ogni veH

quindi A(z) = [ e si ottiene una soluzione dell’equazione.

Quando la forma bilineare a é anche simmetrica allora vale anche
il Principio di Dirichlet e la soluzione u ha la proprieta di minimo

stabilita in .

5.4 Sistemi ortonormali

DEFINIZIONE 5.4. —Diremo che M C H, dove in H é definito un
prodotto scalare € un insieme ortonormale se per ogni coppia di
elementi di M si ha (u,v) =1 se u=v altrimenti (u,v) = 0.

DEFINIZIONE 5.5. —Data una famiglia di elementi (u;) con i € I, un
insieme di indici non necessariamente numerabile, si dice che la

N

famiglia é ortonormale se
(ui,uj) =0 se 275]7 (ui,uj) =1 se Z:]

in altro modo si puo dire che (u;,u;) = 6;; dove 6;; é la delta di
Kronecker.

N

Quando la famiglia é numerabile st parla di successione ortonor-
male.

Ogni sottoinsieme finito di elementi di un insieme ortonormale M ¢ linear-
mente indipendente. Infatti siano eq, ..., e,,, n elementi di M. Supponiamo che
arer + ...ape, = 0, moltiplicando per e; si ha ) ai(ex, e;) = a; = 0.

Ezample 5.15. In R™ i vettori della base canonica costituiscono un sistema
ortonormale.

Ezample 5.16. In [? la successione e,, = 0i.n, che ha I'n-simo uguale a 1 e tutti
gli altri nulli, & ortonormale.
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Ezample 5.17. Consideriamo lo spazio delle funzioni continue nell’intervallo
[0, 27], con il prodotto scalare dato dall’integrale:

2

(f,9) = f(t)g(t)dt.

0
Una successione di funzioni ortogonali ¢ data
un(t) =cosnt e anche wv,(t) = sinnt.

Si ottiene una successione di elementi ortonormali definendo:

1 cosnt

= %’ en(t) = ﬁ )

eo(t)

Procedimento di Gram-Schmidt

Proviamo che data una successione di elementi linearmente indipendenti
(21, ..,2n,..) si riesce a costruire una successione ortonormale.
Definiamo

1
€1 = —I1.
[l ]

Sia pi vy = z9 — (x2, e1)e1, v2 # 0 € vy & ortogonale a e e
1

€9 = ——Us.
[[va]]

Si considera quindi il vettore non nullo vy = x5 — (23,e1)e; — (22, e2)eq, che
risulta ortogonale sia a e; che a ey e definiamo:

1
e3 = ——v3.
[[vs|

Si considera all’n-simo passo il vettore non nullo

n—1
Up = Tn — Y (Tn, ek)ek
k=1
e si definisce L
€p = ——Up,.
[[vnll

Si vede facilmente che:

Span(ey, .., e,) =Span(z1, .., z,) , per ogni n
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Proiezione su un sottospazio a dimensione finita

Dato un sottospazio Y di dimensione finita e quindi chiuso di uno spazio
di Hilbert H e sia (eq,..,e,) una sua base ortonormale, che si pud sempre
costruire con il procedimento di Gram-Schmidt.

Proviamo che la proiezione del generico u € H su Y é data da

n

Py(u) = (u,e)e.

i=1

Infatti, si ha che

n

(u— Py (u),e;) = (u,€5) — Z(uvei)(eivej) =0.

i=1

Inoltre
n

1Py (u)ll = D [(u, ).

i=1

Sia H uno spazio di Hilbert e (e,,) una sua successione ortonormale. Per ogni
k € N definiamo Y = (ey, .., e), per quanto detto la proiezione di v € H su
V = SpanY é data da

Py (u) = Z(%ei)ei,

ed inoltre dall’uguaglianza (5.2.8)) segue

k
0 < Jlu— Py ()| = Jull® = 1Py (@)l = Jul® =D I(u, e5)|*.
i=1

Si ottiene quindi la seguente Disuguaglianza di Bessel:

> (s ea)* < Jfulf? (5.4.22)

n=1

Le quantita (u,e;) vengono chiamati coefficienti di Fourier del vettore u.

Data una successione ortonormale (e,,) consideriamo la serie di elementi di H

definita da
(o]
Z Qp€n,
n=1

dove «,, € R sono assegnati.
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Vale il seguente teorema di convergenza:

TEOREMA 5.18. — Sia (e,) una successione ortonormale in uno spazio
di Hilbert H.

e (i) La serie >, aye, converge nella norma di H se e solo se la
. . . . ') 2
serie di numeri reali )~ | |a,|* < oco.

o (ii) Se Y °  ane, converge in H ad un elemento u allora o, sono
1 coefficienti di Fourier di u:

Qp = (ua en)

e quindi st ha:

o0
u= E (u,en)en
n=1
e (iii) Per ognt u € H la serie
oo
(u,en)en, converge in norma.
n=1

Dimostrazione. (). Sia s, = are;+.+anex € Heo, = |a1)*+..+|a,|? € Ry.

Dalla proprieta di ortonormalita segue, per n > m:
80 = 8ml1? = lmi1 [ + o+ |anl* = 00 — o
Quindi s, & di Cauchy in H se e solo se o, é di Cauchy in R.

(#4). Supponiamo che la serie converge a u allora per la continuita del prodotto
scalare (sy,e;) = a; converge a (u,e;).

(¢i1). Dalla disuguaglianza di Bessel (5.4.22), segue che la serie 7 | |(u, €,)|?
converge e quindi (¢) implica (i4i).

Consideriamo ora il caso di famiglie di vettori ortonormali non necessariamen-
te numerabili.

Sia (e;)ies una famiglia di vettori di H non numerabile, possiamo anche in
questo caso i coefficienti di Fourier di un elemento v € H sono dati dai prodotti
scalari (u, €;).

La somma (non numerabile) della serie dei coefficienti di Fourier é definita da:
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Z|(u,ei)\2:Sup Z|(u,ej)|2, JclI,J finito

il jeJ

Si vede che anche in questo caso vale la disuguaglianza di Bessel:

2 2
Dl e) < Jlull?.
iel
Infatti, si ha che per ogni u € H i coefficienti di Fourier, diversi da zero sono
al pitt un infinitd numerabile.
Per m € N denotiamo con k,, il numero dei coefficienti di Fourier tali che
1
2
[(u,e;)]* > —.
m

Si ha che k,,, deve essere finito, infatti

k
m 1
[l > Zl [(u,e:)]* > Ekm = ky, < m|ul
i—

Per v € H definiamo la serie di vettori di H definita da
Z(ua ei)eia (uvei) # 0.

iel

Si dimostra che la somma della serie non dipende dalla scelta dell’ordine
con cui gli elementi sono considerati e quindi valgono gli stessi risultati di
convergenza del Teorema

Vale inoltre il seguente teorema per le famiglie di vettori ortnormali:

TEOREMA 5.19. —Sia H wno spazio di Hilbert e (e;)ic; una famiglia
ortonormale. Le due seguent: affermaziont sono equivalenti:
e (i) Il sottospazio V generato dai vettori (e;);cr, definito da:

k
weV w:ZAiei, \ €R
i=1

é denso tn H.

e (ii) Per ogni vettore u € H vale l’identita di Parseval:

[ull* = [(u, e)]? (5.4.23)

iel
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Dimostrazione. Dimostriamo che (i) implica (é¢). Dalla densitd di V in H
segue che per ogni u € H e per ogni € > 0 esistono Ay, .., A, tali che

Ju— (Ar€iys - Anes,)|1? < e

Denotato con Y =Span(e;, , ...e;, ), dalla proprietd di minimalita della proie-
zione ortogonale su Y =, si ha

[u = Py (u)||* < flu— (Aréi,, - Anes,,)

quindi 'uguaglianza ([5.2.8))

n
lu = Py ()* = [[ull® = |1 Py @)1 = [[ull® =D (eq, w)]* <€
k=1

? <e

implica
lull? < 3 Ies w)? + e
icl
Dalla disuguaglianza di Bessel segue [5.4.23

Proviamo che (i) implica (7). Dal Teorema [5.3]si ha che lo spazio
V=H < V'=0

Sia w € V*, allora & ortogonale a tutti gli elementi della famiglia quindi
(u,e;) = 0 per ogni i € I e dall’'uguaglianza ([5.4.23) segue che u = 0.

OSSERVAZIONE 5.9. —Consideriamo lo spazio H delle funzioni conti-
nue 2rw-pertodiche f : R — R tali che

/_:|f2<oo

H é uno spazio di Hilbert con l’usuale prodotto scalare. La succes-
stone di element: di H:
1 cosnt sinnt

(5o NN )
é ortonormale e st prova facilmente che la serie di Fourier per una
funzione f é proprio la consueta serie di Fourier. Lo spazio generato
da questa famiglia é denso. Infatti, il teorema di Stone- Weierstrass
afferma infatti che ognit funzione continua e 2w-periodica Si puod
approssimare uniformemente con polinom: trigonometrici e poiché
ogni funzione 2m-periodica si approssima in norma L? con fun-
zioni continue, ne segue che si approssima in L?> con polinomi
trigonometrici.

La teoria sviluppata per gli spazi di Hilbert ci permette quindi di
affermare che la serie di Fourier di una funzione di L? converge in
norma.
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5.5 Basi Hilbertiane

DEFINIZIONE 5.6. —Sia (H,) una successione di sottospazi chiusi di
uno spazio di Hilbert H. Si dice che H é somma Hilbertiana di (H,)
se

1. I sottospazi H, sono a due a due ortogonali:

(vyw)=0 weH, weH, m#*n

2. Lo spazio V generato dagli (H,) é denso in H: per ogni u € H e
€ > 0 esiste

k
w= Z)‘iui’ u; € H; tale che ||lu—wl|| <e.
i=1

Vale il seguente teorema:

TEOREMA 5.20. — Supponiamo che H sia somma Hilbertiana di (H,).
Per u € H denotiamo con Py, (u) la proiezione di v su H,. Allora si
ha

u= Z P, (u),
n=1

ed inoltre

00
llull* = | Pa,, (w)| .
n=1

Reciprocamente, data una successione (u,) C H, tale che u, € H, e
>0 un][? < 0o allora la serie Y .7 | u, & convergente ed il limite u
soddisfa Py, (u) = uy,.

Dimostrazione. Sia u € H e Py, (u) la proiezione di u su H,. Consideriamo
I’operatore lineare e continuo definito in H da

k
Sk=Y_ Pu,. (5.5.24)
=1

Proviamo che limy Sk (u) = u.

Osserviamo che poiché i sottospazi H,, sono a due a due ortonormali, vale

k

(Se (), Su(w)) = [1Se@)| = 3 || Pa (w)| > (5.5.25)

=1
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Dalle proprieta della proiezione
(u— Py, (w), Prr,() = 0 = (u, Par,(w) = || P, (w)|>. (5.5.26)

Sommando i da 1 a k la precedente uguaglianza si ottiene

k k k
D (w, Pa,(w) = (u, Y Pa,(w) = Y ([P, (w)|[* = [|Sk(w)]|*.
i=1 i=1 i=1
quindi
1e@)I12 = (u, Se(w) < [[ulllISk@)] = [1Se@)| < [[ull.  (5.5.27)

Denotiamo con V' lo spazio vettoriale generato dagli (H,,) quindi
k
weV :>w:Z)\ZwZ, wiEHi7 X € R.
i=1

Tenendo presente il fatto che i sottospazi H,, sono a due a due ortogonali si
ha che
(U),’U) = (Aiwhv)? Y € Hz

e quindi
(w—Nw;,v) =0, YveH,

da cui segue

Py, (w) = \jw; ,i01, ...k Pg,(w)=0, i>k (5.5.28)
Sia u € H, dalla proprieta di densita per ogni € > 0 esiste w € V tale che
||lu — w|| < e. Per quanto detto, si ha

Sk(w) = w, per k abbastanza grande.
Da (5.5.27), per k > ko:
1Sk (u) — ul] < [|Sk(u) = Sk(@)]| + |lu — @|| < 2|ju — || < 2€

e quindi limy Sk (u) = u. Inoltre, (5.5.25)) implica la convergenza delle norme.

Le relazioni inverse seguono ragionando come nel teorema [5.18]

Diamo ora la definizione di base Hilbertiana:

DEFINIZIONE 5.7. —S% chiama base hilbertiana wna successione dt
elementt di H tali che:
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e (1) Sia|len|| =1 per ogni n e (en,em) =0 per m # n;

e (2) Lo spazio vettoriale generato dalla successione (e,) é denso
in H.

TEOREMA 5.21. —Se (e,) & una base Hilbertiana allora per ogni v € H

st ha
o0

u = Z(u, €n)én, (5.5.29)
n=1
ed inoltre vale 'uguaglianza di Parseval:

all = [(u, en) . (5.5.30)

n=1

Dimostrazione. Le due relazioni seguono dal Teorema, [5.20] osservando che
denotato con H, lo spazio generato dal vettore {e,}, H & somma Hilbertiana
della famiglia H,, ed inoltre Py, (u) = (u, en)en.

Concludiamo con il seguente risultato:

TEOREMA 5.22. —Uno spazio di Hilbert & separabile se e solo se
ammette una base Hilbertiana numerabile.

Dimostrazione. Se H possiede una base Hilbertiana numerabile allora lo spa-
zio da essa generato € denso in H. Si prova facilmente che l'insieme delle
combinazioni lineari finite a coefficienti razionali degli elementi della base é
un insieme numerabile denso in H.

Viceversa sia (uy,) I'insieme numerabile denso in H. Dal procedimento di or-
tonormalizzazione di Gram-Schmidt si riesce ad ottenere una successione di
vettori ortonormali (ey) che genera un sottospazio di H che contenendo tutti
gli elementi u,, € denso in H e che costituisce quindi una base hilbertiana per
H.

OSSERVAZIONE 5.10. —In R" la base Hilbertiana é la base canonica.

La successione 0;; con 0;; =0, j #¢ e 0;; =1 é una base hilbertiana
per lo spazio delle successioni I°.

Dai risultati del teorema si ha che lo spazio 1> puo essere

considerato come lo spazio delle coordinate di un spazio di Hilbert
H separabile con base Hilbertiana (e,).
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Assegnata una successione (a,) € 12, identifica un elemento u di H.
Infatti la serie di vettori di H definita da > . | ane, converge verso
un elemento u € H e vale

o0

(wen) =an > =3 laal”

n=1

5.6 Metodo di Galerkin

Consideriamo il seguente problema in uno spazio di Hilbert H
a(u,v) = F(v), veH (5.6.31)
dove a(u,v) é una forma bilineare continua e coerciva da H x H — R. 1l

metodo di Galerkin consiste di cercare una soluzione u di ([5.6.31]) attraverso
un’opprtuna approssimazione.

Consideriamo V}, una famiglia di sottospazi dipendenti da un parametro
positivo h tali che:

Vy, C H, dim(Vh)ZNh<OO
e le soluzioni u" € V}, dei problemi approssimanti:

a(u v)=Fw), veV, (5.6.32)

Siano g@fj con j =1,..., N, una base per V}, e il problema precedente diventa:

a(u, o) = F(el), i=1,.. Ny (5.6.33)
da altra parte poiché u” € V}, si ha che u" = ;-v:h’l u? go}} quindi si ha
Ny,
> uba(el, o) = F(gt), i=1,..,Ny. (5.6.34)
j=1

Resta definita la matrice A" = (a;;) = a(pl, o) (detta matrice di rigidezza)
ed il vettore f" di componenti f = F(p”) ed il problema approssimato
diventa:

Ahuh _ fh
(15.6.34) éequivalente ad un sistema lineare nelle incognite le componenti del
vettore u”.

La matrice A" ha delle propriet4 che sono indipendenti dalla scelta della base
per V;, ma dipendono solo dal problema di partenza.

TEOREMA 5.23. —La matrice A" é definita positiva su V},.
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Dimostrazione. Ricordiamo che una matrice B é definita positiva se v7 Bv > 0
per v € R" and v"Bv = 0 se e solo se v = 0.

Sia v = (v;) € RN e consideriamo v = Z;V:’I v € V. siha
N, Ny Np Np
vAv =23 > wviagu; =) > vialet, ¢l = (5.6.35)
j=1i=1 j=11i=1
Ny, N Ny, Np
=D atiel vl =a | D vl Y il | = a(v,0) 2 alpl* 20
j=1i=1 j=1 i=1

e inoltre v7' Av = 0 se e sol se ||v]|| = 0.

Inoltre si prova facilmente che la matrice A” é simmetrica se e solo se la forma
bilineare a(u,v) é simmetrica.

Diamo ora un analisi del metodo di Galerkin e stabiliamo le sue principali
proprieta:

1. esistenza e unicita delle soluzioni approssimanti.
2. stabilita delle soluzioni approssimati.
3. convergenza per h — 0 delle u" alla soluzione del problema originale.

Dal teorema di Lax-Milgram il problema ([5.6.33)per ogni h ammette una ed
una sola soluzione. Da altra parte poiché A" é invertibile si ha che A"v =0
ha solo la soluzione nulla e quindi il problema lineare:

Alyh = fh (5.6.36)

ha un unica soluzione.

Sia u” la soluzione di a(u”,v) = F(v) per ogni v € V},, se si considera v = u"

si ha:
al[ut]? < au”,u") = F(u") < [|F|[ - [[u"]]
e quindi
[

Ju"]] < 7
(0%

che implica che le norme delle soluzioni approssimate sono equilimitate.

Sia u una soluzione del problema su H, allora a(u,v) = F(v) per ogni v € V},
e quindi
a(u —u",v) =0, Yo €V,

si conclude che u" é la proiezione ortogonale della soluzione v sul sottospazio
Vh.
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Sia v € V}, si ha
alu —ulu—u") = alu —u",u—v) + alu —u, v —uh)

hiv—u") =0 e quindi

dal momento che v — u” € V}, si ha che a(u —u
a(u—u u—u") =a(u—u" u—v).
da altra parte

allu—u"|I? < alu - u*,u — u) = a(u — u”,u—v) < MJu—u||[lu— o]

che implica

M M
lu —u"|| < —llu—v|| = [Ju—u"|| < = inf [ju—ov]|.
(07 o veEV)

Il procedimento converge se

lim inf ||w—v||=0, Ywe H. (5.6.37)
h veVy

Gli spazi vy devono quindi essere scelti in modo opportuno da garantire

(15.6.37) ed ottenere:

lim ||u — u"|| = 0.
h
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Capitolo

Spazi di Sobolev in una
dimensione

6.1 Introduzione alla formulazione variazionale

Il teorema fondamentale dell’algebra di Gauss ha segnato I’inizio di un nuovo
modo di affrontare i problemi matematici. Fino a quel momento infatti, gli
studi delle equazioni algebriche cercavano di ottenere formule esplicite delle
radici. Gauss invece provo ’esistenza di tali radici, senza preoccuparsi di cal-
colarne l’espressione. Per la prima volta si stabiliva 1’esistenza di soluzioni e
solo successivamente si affrontava la questione di determinare i procedimenti e
le tecniche per ottenere 1’espressione esplicita. Agli inizi dell’Ottocento le due
questioni si separano ed é proprio nello studio delle Equazioni Differenziali e
del Calcolo delle Variazioni che si ottengono i risultati piti interessanti.

La spinta decisiva allo sviluppo di questi due importanti campi dell’Anali-
si Matematica é iniziata con i grandi progressi dell’Analisi Funzionale, che
hanno permesso lo studio dell’esistenza di soluzioni e di minimi attraverso i
teoremi astratti dell’analisi funzionale e si & completata, intorno al 1930, con
I'introduzione da parte di un matematico russo L. C. Sobolev, di nuovi spazi
che portano il suo nome, costituiti da funzioni di classe LP, che sono dotati di
un tipo particolare di derivata, che & ancora una funzione di classe LP.

Ricordiamo tuttavia che negli stessi anni Colkin e Morrey avevano indipen-
dentemente introdotto spazi di funzioni dello stesso tipo.

Diamo un idea introduttiva dell’utilizzazione degli spazi di Sobolev nella teoria
delle equazioni differenziali.
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Consideriamo il seguente problema ai limiti:

—u" +u=f, in [a,b]
{U(a) = u(b) = 0. (6.1.1)

con f € C%Ja,b]). Una soluzione classica ( o forte) ¢ una funzione u €
C?([a,b]), che soddisfa l'equazione (6.1.1) in ogni = € [a,b] e tale che
u(a) = u(b) = 0.

Il problema in esame pud essere risolto mediante opportuni calcoli in mo-
do esplicito, tuttavia procederemo in modo diverso per descrivere su questo
esempio elementare il Metodo Variazionale.

Moltiplichiamo ambo i membri dell’equazione (6.1.1) per una funzione ¢ €
C1([a,b]) con ¢(a) = ¢(b) = 0 ed integriamo sull’intervallo, applicando il
procedimento di integrazione per parti

b b b
/u/cp’dx+/ ugpdx:/ feodx. (6.1.2)

Notiamo che (6.1.2) ha senso anche se u € C'([a, b]), non & pit1 necessario che
abbia le derivate seconde.

Vedremo che ¢ sufficiente che u sia dotata di una particolare derivata che
chiameremo debole.

Le funzioni di classe v € L? con derivata debole ancora in u’ € L? appartengo-
no ad un spazio funzionale che indichiamo con W12([a,b]) e che chiameremo
Spazio di Sobolev.

In particolare per le condizioni agli estremi dell’intervallo si considera lo spazio
1,2 . - . . .

che W, ([a, b]), i cui elementi non hanno derivata in senso classico ma sono

limiti rispetto ad un opportuna norma di funzioni di classe C*.

Una funzione u € Wy*([a,b]) che soddisfa (6.1.2) si dice soluzione debole
dell’equazione (6.1.1]).

Lo spazio W,"*([a,b]) ha anche la proprieta di essere uno spazio di Hilbert
con il prodotto scalare:

b b
(u,v)1.2 :/ u’v’d:ch/ uvdz.
a a

Quindi espressione a primo membro di (6.1.2) rappresenta il prodotto sca-
lare, in Wy?(|a,b]). Inoltre, se f € L2([a,b]), il secondo membro di (6.1.2)
rappresenta un funzionale lineare e continuo

F(g) = / ' foda
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1l funzionale F ¢ lineare e continuo in C{, che si prolunga su tutto Wy ([a, b])
per il teorema di Hahn-Banach.

Dal teorema di rappresentazione di Riez dei funzionali negli spazi di Hilbert,
esiste un unica @ € W, *([a, b]) tale che

(@, )2 = F(u) perogni ¢ € Cy([a,b]).
quindi % é una soluzione debole dell’equazione (|6.1.1]).

Dal Principio di Dirichlet segue anche che @ ¢ minimo del funzionale

b b b
J(v) = %(U,U) — F(v) = %/ v"?dx +/ u?dx —/ fodz. (6.1.3)

Il programma che segue é quello che descrive a grandi linee il metodo
variazionale nella teoria dell’equazioni differenziali.

e Primo passo: Utilizzo del concetto di derivata debole e degli spazi di Sobo-
lev per determinare la formulazione variazionale (o debole) del problema

differenziale (6.1.1);

e Secondo passo: Stabilire I’esistenza, ed eventualmente 'unicitd di una
soluzione debole attraverso i risultati astratti dell’analisi funzionale;

e Terzo passo: Provare un risultato di regolaritd : nel caso in esame provare
che la soluzione debole & di classe C?;

e Quarto Passo: la soluzione debole é anche una soluzione classica. Infatti,
quando in particolare @ € C? & una soluzione debole integrando per parti:

b
/ (W +u+ f)edz = 0.
per ogni » € Ci([a, b]). Dal lemma fondamentale del calcolo delle variazioni

segue u” +u + f = 0 quasi ovunque e per continuitd in tutti i punti
di [a, b].

La teoria moderna della risoluzione delle equazioni differenziali & governata
dalla tecnica variazionale e dalla nozione di soluzione debole, la cui esistenza
é ottenuta utilizzando metodi e risultati dell’analisi funzionale.

6.2 Derivate Deboli

Sia I un intervallo aperto di R di estremi a,b e C§° () lo spazio delle funzioni
indefinitamente derivabili con continuita e con supporto contenuto in 1.
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DEFINIZIONE 6.1. — Data u € L (I) diremo che v € Li (I) & la
derivata debole di u se

b b
/ wp'dr = —/ vedr, per ogni ¢ € CG°(I). (6.2.4)

Applicando il Lemma fondamentale del calcolo delle variazioni [£.19] la fun-
zione v & univocamente determinata.

In seguito indicheremo con u’ la funzione v che soddisfa (6.2.4)).
Se una funzione u ha la derivata usuale questa coincide con la derivata debole.

Osserviamo che la derivata quasi ovunque di una funzione non sempre coincide
con la derivata debole. Sia I = (0, 2) e definiamo

t, 0<t<1l,
MU{L 1<t<2,

La funzione u € quasi ovunque derivabile e la sua derivata quasi ovunque &

data da
1, 0<t<1,
“”_{Q 1<t<2.

Proviamo che v é anche la derivata debole di u, cioé

2 2
/ up' dt = f/ v dt,
0 0

per ogni ¢ € C§°(I). Infatti

2 1 2
/ u<p’dt=/ t<p’dt—|—/ o dt =
0 0 0

1 1 2
[wﬁf/nwﬁ+Wﬁ:*/mwﬁ:*/vwﬁ
0 0 0

Consideriamo ora la funzione

t, 0<t<1
M”_{z 1<t<?2

La funzione u ¢ quasi ovunque derivabile e la sua derivata quasi ovunque é

ancora data da
1, 0<t<1

“”:{Q 1<t<?2

In questo caso si vede che v non ¢ la derivata debole di u, infatti per una
generica ¢ € C§°(I), si ha
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2 1 2 1 2
/ ' dt :/ ty’ dt—|—2/ o dt = —/ pdt —p(1) # —/ vpdt (6.2.5)
0 0 1 0 0

Supponiamo che u abbia derivata debole e quindi esiste ¥ che soddisfa (6.2.4])
per ogni ¢ € C§°(I).

Sia (¢x) C C§°(I) una successione tale che 0 < @r(t) < 1, pr(l) = 1 e
ik (t) — 0 per ogni t # 1, allora

2 2 1
—/ @gpkdtz/ ugp;gdt:—/ o dt — (1)
0 0 0

Dal teorema di passaggio al limite di Lebesgue segue:

2 1
1= lim ¢x(1)= lim (/ @cpkdt—/ o dt) = 0.
0 0

k—+oo k— 400

Possiamo concludere che se una funzione & quasi ovunque derivabile anche se

la derivata € di classe Llloc non é detto che sia dotata di derivata debole.

OSSERVAZIONE 6.1. —Derivate nel senso delle distribuzioni. Conside-
riamo in [ = (—1,1):

H(t) = { (1) ?jé (6.2.6)

Supponiamo che H sta debolmente derivabile ed indichiamo § €
Ll (I) la sua derivata debole e quindi per ogni o € C>((—1,1))

loc
1 1 1
/ &pdt:—/ H(t)@’dt:—/ o' dt = (0).
-1 -1 0

Sia ¢ € C*((0,1)) e prolunghiamola in (—1,0) con ¢ =0, si ha

1
/ Spdt =0
—1

da cui segue che 6 = 0 quasi ovunque in [0,1) ed in modo analogo
st prova che 6 = 0 quasi ovunque in (—1,0]. Segue che per ogni
p € C>®((-1,1)) st ha

1
0 :/ dpdt = p(0).
1

Si conclude che H non é debolmente derivabile.

La nozione di derivata si puo ulteriormente indebolire introducendo
tl concetto di funzione generalizzata o distribuzione.
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St definisce distribuzione un funzionale lineare e continuo U defi-
nito in C3°(I) dove I é un intervallo aperto di R, cioé

U:9peCe(I) = U(d) € R.
Si definisce la derivata di una distribuzione U il funzionale:

U'(¢) = =U(¢").

Ogni funzione u € L}, (I) definita in I e localmente sommabile é una
distribuzione in quanto determina il funzionale della forma

U:peCs(l) - /1 w(@)(x)dx

Siau € L}, (I) e il funzionale lineare e continuo U ad essa associata.

Se la derivata nel senso delle distribuzion: di U é definito attraverso
una funzione v € L] (I) localmente sommabile, u é derivabile nel
senso della Definizione [l e v & la sua derivata debole.

Consideriamo la funzione H come una distribuzione U in (—1,1),
per ogni ¢ € C°(—1,1) si ha che

v - | CH(®o0) i - / o(t) dt
st ha allora che
U'(6) = /O ¢/(t) dt = 3(0) = 60()

La derivata nel senso delle distribuzioni della funzione H e il
Sfunzionale 6y(¢) = ¢(0).

6.3 Spazi di Sobolev

Diamo la seguente definizione:

DEFINIZIONE 6.2. —Per 1 < p < +oco0, Denotiamo con WP(I) lo spazio
vettoriale delle funzioni v € LP(I) con derivata debole in LP(I). Lo
spazio W1P(I) si chiama spazio di Sobolev sull’insieme I.

Se u € C' N LP e la derivata usuale u’ € LP, dall'integrazione per parti u e u’
soddisfano (6.2.4) e quindi in particolare u € W1P(I).

Lo spazio W1?(I) & uno spazio vettoriale normato con la seguente norma
lullip = llullp + ']l (6.3.7)

e dalle proprieta degli spazi L”(I) segue facilmente
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e Sel<p< +oo, WHP(I) é uno spazio di Banach. Sia u,, una successione di
Cauchy in WP (I) allora u,, e u/, sono di Cauchy in L? e quindi convergono
rispettivamente a u e a v. Si vede facilmente che v’ = v infatti:

/wpdx:lim/u;ﬁcpdx = —lim/ukcp’ dx = /utp’ dx. (6.3.8)
T ko Jr k- Jr I

e Per p=2, WH2(I) ¢ uno spazio di Hilbert con il prodotto scalare:

b

b
(u,v)12 = (u,v)2 + (u/,0)y = / u'v' dx +/ uv dz.

a

e Per 1< p< +oo WHP(I) & uno spazio riflessivo.

Consideriamo l'operatore T : u € WHP(I) — (u,u’) € LP x LP. L’operatore
T ¢ un isometria tra WP (I) e W = T(WP(I)). dal momento che W ¢é
un sottospazio completo di LP x LP ‘e anche chiuso e quindi riflessivo.

e 1<<p<+oo, WHP(I) & uno spazio separabile.

OSSERVAZIONE 6.2. —Gli spazi di Sobolev possono anche essere con-
stderatt in qualche senso il completamento dell’insieme delle fun-
ztoni regolart e la loro introduzione permette di trovare minimsi di
funzionali ad esempio di tipo integrale come J in .

Constideriamo g funzione reale di variabile reale definita e continua
in un intervallo chiuso e limitato [a,b] e il seguente problema di
minimo
g(t_) = Minte[a,b]mQ g(t)a
dove Q rappresenta Uinsieme dei numeri razionali. E noto che tale
problema non ha soluzione, ma se consideriamo lo stesso problema
in tutto [a, b
9(t) = Minye(q,5) 9(t),

grazie al teorema di Weierstrass, ammette soluzione.

Una situazione analoga si incontra per i problemi di minimo di
funzionali ad esempio del tipo e lintroduzione degli spazi
di Sobolev corrisponde all’introduzione dei numeri reali come com-
pletamento dell’insieme dei numert razionali attraverso i numeri
irrazionali.

Per stabilire lesistenza di minimo per un funzionale J definito,
ad esempio in C'(a,b), si deve considerare un completamento dello
spazio delle funziont regolari.

(©OE. Mascolo — (data del file: 1 settembre 2020 ore 18:31)



p. 122 APPUNTI DI ANALISI FUNZIONALE

In questa direzione, definito lo spazio delle funzioni C'(I) tali che
CP(I) = {ue C'I) : |Jul|lwrr < +00} .

denotiamo con HY“P(I) il completamento di C1*(I) nella norma di

Sobolev .

Nel 1960 Meyers- Serrin dimostrarono che H'P(I) = W1P(I). (per
la dimostrazione si veda ad esempio, E. Giusti, Equazions ellittiche
del secondo ordine, Pitagora Editrice, UMI, 1978).

Proviamo che le funzioni di W' (I) sono in qualche senso le primitive delle
funzioni di L?. Vale infatti il seguente teorema:

TEOREMA 6.1. — Sia u € WYP(I) allora esiste una funzione @ € C°
tale che
u(x) = u(x) quasi ognt x € 1,

a(x) — i(y) = / ") dt. (6.3.9)

OSSERVAZIONE 6.3. —Dal momento che le funzioni in WP(I) che sono
quasi ovunque in I sono identificate grazie alla relazione di equiva-
lenza, il teorema precedente afferma che ogni funzione u € WP (1)
ammette un unico rappresentante continuo cioé esiste una funzione
continua che appartiene alla stesssa classe di equivalenza di u. In
seguito si fa riferimento al rappresentante continuo di u, che sa-
rd denotato ancora con u, tuttavia va osservato che dire che esiste
un rappresentante continuo é diverso dall’affermare che u é quast
ovunque continua.

OSSERVAZIONE 6.4. —Osserviamo inoltre che se u € W1P(I) e la deri-

vata debole é di classe C°(I) allora u' é anche la derivata classica
di u.

Alla dimostrazione del Teorema premettiamo due lemmi.

LEMMA 6.1. — Sia g € L} (I) e fissato yo € I definiamo per v € I

loc

o) = [ g

Yo
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allora v € CY e per ogni ¢ € C§° vale
et ar=- [ gteretean
I I
quindi g € la derivata debole di v.
Dimostrazione. La funzione v & continua in I, inoltre
b b T
[ v @ar= [ @) [ gt ais -
a a Yo
Yo , Yo b , T
[ e@i- [T awdlds+ [ @) ot e
a T Yo Yo
Tenendo conto del fatto che
{(x,t): a<z<yo, z<t<y}=A{(x,t): a<t<yy, a<z<t}
ed inoltre
{(z,t): yo<z<b y<t<at={(zt): yo<t<b t<z<b}

applicando il teorema di Fubini si ottiene:

/abv(x)¢’(x)dx—[lyog(t) /at <p/(x)dxdt+/y:g(t) /tbcp/(ac)d:cdt,

dal momento che p(a) = ¢(b) = 0, segue:
b b
[ vters o =~ [ gleyete) ar

Inoltre v € CO(I) per l’assoluta continuita dell’integrale.

LEMMA 6.2. — Sia f € Li, (I) tale che

loc

b
/ f(x)' (x)de =0 per ogni ¢ € Ci(I),

allora f(x) =c¢, con ¢ € R per quasi ogni z € I.

Dimostrazione. Siaw € C§(I) e consideriamo ¢ € C§(I) tale che ff P(z)dr =

1. Definiamo la funzione a supporto compatto in I:
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e sia ¢ la primitiva di h, ©/(t) = h(t). Dal momento che f: h(t)dt = 0, si ha
che p € C}(I). Allora

b b b
0:/ f¢'(t) dt:/ f(t) [w(t)—zb(t)/ w(x)dx] dt =

-/ " Fltyult) di- / "ty de / )b — / " wit) [f(t) -/ ’ f(xw(x)dx] .

Poiché la relazione precedente vale per ogni w € C°, dal lemma fonda-
mentale del calcolo delle variazioni segue che quasi ovunque in I, f(z) =

b
[, fx)¢(x)dz.
Dimostrazione del teorema [6.1]

Dimostrazione. Per yg € I poniamo

Dal lemma [1]si ha «’ ¢ la derivata debole di @ e quindi dal momento che u e
u hanno la stessa derivata debole segue che

b b b
[ awea=- [ wend = [ uweoa
e quindi ,
[ @)~ uye @ dt =0

quindi, per il lemmal2] % — u ¢ una funzione costante quasi ovunque in I segue
che u = 4+ C ed inoltre C = u(yo)

OSSERVAZIONE 6.5. —Si ha quindi che una funzione con derivata
debole nulla é quasi ovunque costante.

Inoltre, dal teorema segue che se u € W' con p > 1 allora &
Holderiana, infatti

u(z) = u(y)] S/ W/ (8)|dt < |[u[lplz —y' 7.
)

OSSERVAZIONE 6.6. —Funzioni assolutamente continue. Diremo che
u:I=(a,b) = R & assolutamente continua se eiste v € L*(I) tale che
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u@)—u@»:i/va)ﬁ.

in altre parole quando u é la primitiva di una funzione sommabile
V.

Una funzione assolutamente continua é quindi derivabile nel sen-
so debole e la sua derivata debole ¢ una funzione sommabile.
Segue per il teorema precedente che W'(I) conicide con l’insie-
me delle funziont assolutamente continue. St dimostra le segquente
caratterizzazione delle funzioni assolutamente continue:

Una funzione u é assolutamente continua se:

Ve > 0 esiste § > 0 tale che per ogni decomposizione [ay,bs], .., [an, by]
di sottointervalli di I a due a due disgiunti e tali che Y | |b; —
a;| <& si ha D7 Ju(b;) —u(a;)| < e.

Osserviamo che una funzione assolutamente continua é anche uni-
formemente continua ma non vale il viceversa.

6.4 Rapporti incrementali

Vale inoltre il seguente risultato che caratterizza i rapporti incrementali delle
funzioni che appartengono a spazi di Sobolev.

TEOREMA 6.2. — Sia 1 < p < 400 e u € LP(I). Le seguenti proprieta
sono equivalenti:

o (i) ueWhr(1);

e (i1) Esiste c = c(I,p) tale che per ogni ¢ € C§°

/ uy' dx
I

e (iii) Esiste c tale che per ogni Iy, Iy C I e h > 0 con |h| <
dist(lp, (—1)), dove (—I) denota l’insieme complementare di I si
ha

1 1
< cllellq 5+§:1'

(| |Ju(z+h) —u(@)|P dz)? < c|h], 1<p<+oo,
I
lu(z +h) —u(z)| <ch|, ze€ly p=+oc.

In (i) e (i3) si ha c = ||u/||p.
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Dimostrazione. Proviamo che (i) implica (ii). Dalla disuguaglianza di Holder
e dal fatto che ' € LP, si ha

b b
/ u(a)g!(2) de| < | / o (2)p(e) de| < [ ]l

(ii) = (i). Consideriamo il funzionale in C§° definito

b
F: ap—)/ u(z)y' (x) dx,

poiché p > 1 si ha che 1 < g < 400, dal Teorema di Hahn-Banach segue che
F' si puo prolungare in tutto L9.

Quindi esiste v € LP tale che

In particolare ¢ € C§° si ha

/ab u(x)y' (r) de = /abv(x)ap(z) dx

quindi (—v) ¢ la derivata debole di u e u € W1P.
Proviamo che (i) implica (iii). Per ogni = € Iy, si ha

x+h

1
u(x + h) —u(x) = / o' (t)dt = h/o u'(xz + sh)ds,

T

e dunque
1
lu(x + h) —u(z)] < |h| / [/ (z + sh)|ds,
0

l'ultima relazione implica (iii), nel caso p = oco.

Se 1 < p < +o0, dalla disuguaglianza di Holder
1
lu(x + h) —u(z)]P < |h|p/ |u/(z + sh)|Pds.
0

Integrando ambo i membri su Ij:

1
(e + ) — u(@) P < |h\P/ ds/ o ( + sh) P da.
0 Io

Io

Scegliendo |h| < dist(Iyp, R — I), si ha che se © € Iy, x + h € I ( vale che
Iy + sh C I)
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|u'(x + sh)|P doe = /

juf
Io+sh

(y)|Pdy < / () Py,

Iy
mettendo insieme le ultime due disuguaglianze segue (iii).
Proviamo che (iii) implica (ii). Sia ¢ € C§°, Iy C Ip C I e |h| < dist(Iy, R—1I).
Supponiamo 1 < p < 400, osserviamo che da (iii) se Supp ¢ C Iy, si ha

1

< (/I u(x + h) — U(x)|p> “lelly dz < clhlllelg,

/[u(x + h) — u(x)]e(z) dx

I

e per p = 400,

/ fu(z + ) — u(@))p(x) da

1

< cfnlllelh-

Operando il cambiamento di variabili
/u(:v + h)p(z)dx = /u(x)gp(x — h)dz,
I I

si ottiene
< c[hfllellgs

/ w(@)p(z — h) — p(@)] de

1

e dividendo per |h| e facendo tendere h a 0 si ha

< cfhlllellq-

[ @) s

I

Nel caso p = 400 si procede allo stesso modo.

OSSERVAZIONE 6.7. —

o La terza condizione permette di identificare W1 con la clas-
se delle funzioni Lipschitziane C%' nel caso I sia un intervallo
aperto e limitato. Infatti vale

u € W = |u(z) — u(y)| < [|e/|sc|z — yl.

Tuttavia poiché gli elementi di W'> sono definite quasi ovunque,
il teorema afferma che esiste un rappresentante Lipschitziano.

In particolare osserviamo che da (i)<= (i) segue che per u €
L*(I) vale che u € WH> se e solo se esiste una costante C tale
che

lu(z) —u(y)| < Clz —yl, gq.o. z,yel
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o Osserviamo che nel caso p = 1, procedendo come nel precedente
teorema st ha

(i)== (i) (iii).

Le funzioni che soddisfano (ii) o (iii) vengono chiamate funzioni
a variazione limitate.

OSSERVAZIONE 6.8. —Spazi di Sobolev W?P, Osserviamo che attraverso
una naturale estensione della precedente definizione di spazio di
Sobolev, si definisce lo spazio W*P(I) delle funzioni di classe L?
con derivata prima e seconda debole in LP. W*P(I) é una spazio di
Banach con la norma:

1
lullzp = (llllp + 'l + lle"[7)7-

6.5 Teoremi di immersione

Per gli spazi di Sobolev valgono alcune propriet di prolungamento e di densita
per le dimostrazioni rimandiamo al libro di H. Brezis, Analyse fonctionnelle,
Theorie et applications, Masson, (1983)

TEOREMA 6.3. — Sia 1 < p < 400, |I| < 400, esiste un operatore di
prolungamento P : W'P(I) — WLP(R) lineare e continuo tale che

e P(u)(z)=u(x), per x € I;

o FEsiste una costante C dipendente dalla misura di I tale che per
ogni u € WHP(I):

I1P(u)llzrr) < CllullLe(r),
|1P(u)llwrer) < Cllullwe(r)-

TEOREMA 6.4. — Sia v € WYP(I) con 1 < p < +oo, allora esiste
una successione uy in C°(R) tale che la restrizione di u, a I, che
indichiamo con uy/I, converge a u in W1P(I).
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OSSERVAZIONE 6.9. —In generale non st puo scegliere nel teorema pre-
cedente una successione uy, di C§°(I). In altre parole C§°(I) non é
denso in W'?(I), a meno che I = R.

Dimostriamo alcuni teoremi di immersione che danno informazioni di rego-
larita e/o sommabilita per funzioni che appartengono a WP (I).

TEOREMA 6.5. — Per ogni u € WHP(I), esiste una costante C dipen-
dente dalla misura di I, |I| < +oo, tale che

Hu||Loo(1) < CHUHWLP(I)a 1<p<+o0. (6510)

in altre parole l’operatore lineare d’immersione u € W'P(I) — u €
L>°(I) immersione é continuo per ogni 1 < p < +oo.

Dimostrazione. E sufficiente dimostrare (7.2.4) nel caso I = R. Il caso I C R
segue dal teorema di prolungamento infatti per ogni u € W1P(I) esiste
Pu € WHP(R) tale che

lullLo 1y < [[Pulle(r) < CllPullwrery < Chllullwre(r-

Sia v € C}(R) e per 1 < p < 400, definiamo G(s) = |s|[P~!s, si ha
w(z) = Gu(z)) = [v(@)P"lo(z), weCy(R), e w' =plo()P ' (z).

dal momento che:

we) = [ " PP (1) dr,

— 00

e per la disuguaglianza di Holder

()] = [o(@)” < p [ / |w|pdx] - [ / Ivl|pdx]})

e dalla relazione )
P= i ab>o,

1
ab < —aP +
p

—1 1
fo(a)? Sp(pp Jruras+d [ |v'|pdz) < ploll?,

1
[o(@)lloe < p7l0]l1,p-

si ha

e quindi

Sia u € WP(R), dal teorema di densita[6.4] esiste (uy) C C§(R) che converge
a u nella norma di WP, allora per ogni k, h si ha
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lun — uk|lLe < Cllun — ug|lwre.

che implica che (up) & di Cauchy nella norma di L> e quindi converge a u
anche in L*>°, da cui segue (6.5.10)).

DEFINIZIONE 6.3. —Un operatore T : X — Y tra due spazi metrici
completi X,Y si dice Compatto quando

1. T é continuo;

2. T trasforma limitati di X in relativamente compatti di Y.

Se X,Y sono spazi di Banach e T ¢ lineare la seconda condizione implica la
prima. Infatti gli insiemi relativamente compatti sono limitati ed un operatore
lineare é continuo se trasforma limitati in limitati.

Se X,Y sono spazi di Banach, la proprieta di compattezza implica se xj é
una successione limitate nella norma di X allora la successione T'(xj) ha una
sottosuccesione che converge in Y.

Vale il seguente criterio di compattezza di Ascoli-Arzeld di compattezza per
la convergenza uniforme:

TEOREMA 6.6. —Sia K un insieme compatto di R" ed B un sottoin-
sieme limitato di C°(K). Se gli elementi di B sono:

e Equilimitati: esiste M > 0 tale che |f(z)| < M, z € K, per ogni
/€ B;

e Equicontinui: per ogni ¢ > 0 esiste o, tale che se |x — 1| < J. vale
[f(z) = f(z')] < e per ogni f € B;

allora B & compatto in C°(K).

Negli spazi di Sobolev WP con p > 1 vale il seguente teorema di immersione
compatta:

TEOREMA 6.7. —Sia I & limitato, allora si ha che limmersione
Whe(I) c C(I) é compatta per 1 < p < +oc.

Dimostrazione. Denotiamo B = {u € WP(I) : [Ju|l1, < 1}. Proviamo che B
¢ un sottoinsieme di CY(I) costituito da funzioni equicontinue ed equilimitate.
Infatti
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v, , p=1 p=1
|U($)—u(y)|=|/ u(t)dt] < [u'llple —y[ 7 <z -yl 7,
y

quindi gli elementi di B sono equiholderiani. Gli elementi di B sono anche
equilimitati, infatti dalla maggiorazione del Teorema [6.5] segue che esiste C'
tale ||[v|loc < C, per ogni u € B. Dal teorema di Ascoli-Arzela segue che B ¢
compatto rispetto alla convergenza uniforme.

Valgono inoltre le seguenti proprieta (H. Brezis, Analyse fonctionnelle, Theorie
et applications, Masson, (1983)):

e L’immersione W1P(I) C LP(I) & compatta, infatti le successioni limita-
te nella norma W1P(I) sono uniformemente convergenti e quindi hanno
un’estratta che converge nella norma di LP.

e L’immersione W11(I) C L9(I) é compatta per 1 < g < +o0.

e L’immersione W11(I) c C(I) ¢ continua ma non ¢ compatta anche se I &
limitato.

OSSERVAZIONE 6.10. —Diamo qualche proprieta di WP (I) nel caso I
non é limitato. Se w € W'P(I), 1 <p < +oo, si ha

lim wu(t) =0.

t—+oo

Infatti sia (u;) C C}(R) e le cui restrizioni convergono ad u € WHPJ).
Dal teorema di immersione si ha che

llur —ulloo <€, k> ko.
Sia |x| > M tale che per k abbastanza grande u(z) =0, allora
u(@)| < u(z) = up(@)| + [u(z)] < e,
da cuti segue la tesi.

Inoltre quando I non é limitato e u € WYP(I) allora u € LY per ogni
q > p, infatti vale

[ a7 de <l

ma in generale u ¢ L? per 1 < q < p.
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6.6 Proprieta delle derivate deboli

Per le funzioni u € WP () le derivate deboli hanno alcune proprieta analoghe
alle derivate classiche:

TEOREMA 6.8. —Derivazione di un prodotto. Siano u,v € WP con
1 <p<+o0 allora uv € Wwhr e

(uv) =u'v+u'.

Inoltre

/ym u'v dt = u(z)v(z) —u(y)v(y) - /yz wv’ dt.

Dimostrazione. Dai risultati di immersione segue che v € L* e quindi wv €
LP.

Sia 1 < p < o0 e u, , v, in C}HR) le cui restrizioni convergono a u e v
rispettivamente in WP, Si ha quindi

U, > u € v, —vin L*®

segue che
UpUy — uwv  in L e anche in LP.

Da altra parte, poiché
(upvn) = ulvp + upvl, — u'v + uv’

Si ha che u,v, = uv e (upv,) — vw'v+wv' in LP e quindi procedendo come
in (6.3.8) segue (uv) = u'v + uv'.

Per p = oo, siano u,v € WH™® si ha uv € L™ e v'v + w’ € L, dobbiamo
provare che per ogni ¢ € C:

/uvg@’ dt = — /(u'v +uwv')p du.
I I

Poiché per ogni limitato J C I si ha che u,v € W1P(J) per la prima parte
della dimostrazione segue che

/uvgp’dt: —/(u'v+uv')godx.
J J

che conclude la prova.
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TEOREMA 6.9. —Derivata debole di una funzione composta. Sia G €
CY(R) con G(0) =0 e u € WP allora la funzione composta di G e u
appartiene ancora a WP e vale

(G(u()) = G (u(x))u' (z)

Dimostrazione. Dalle ipotesi su G segue che |G(s)| < C|s| per s € [-M, M]
e poiché u € L™ si ha |G(u(z))| < |u(z)| e quindi G(u(z)) € LP.

Inoltre G’ (u(x))u/(z) € LP.

Dobbiamo provare che per ogni ¢ € C¢:
/G(u(x)gp’ dzx = /G’(u(x))u’(:z:)gp dz.

Sia 1 < p < oo e sia u, € C}(R) con le restrizioni che convergono ad u in
WP, Dal momento che u,, — u in L* si ha anche che G(u,) — G(u) in L™
e G'(up)ul, — G'(u)u' in LP.

Per i teoremi di passaggio al limite sotto il segno di integrale, dalla relazione

/G(un)go’ dr = —/G’(un)ugcpdm.

segue la tesi. Per il caso p = oo si ragiona come nel teorema precedente.

6.7 Lo spazio W, P

DEFINIZIONE 6.4. —Sia 1 < p < +o0, Wol’p(I) denota lo chitusura di
CY(I) nella norma di W'P(I): ogni funzione di W, " (I) & limite nella
norma di W1P(I) di una successione di elementi di CL(I).

Lo spazio W, ?(I) munito della norma indotta da W'?(I) & uno spazio di
Banach separabile per 1 < p < 400 e riflessivo 1 < p < +o0.

In particolare per p = 2 é uno spazio di Hilbert.
Se I = R, dal teorema di densita W,*(R) = W'P(R).

Si ha inoltre

e C5°(I) @ denso in WyP(I).

(©OE. Mascolo — (data del file: 1 settembre 2020 ore 18:31)



p. 134 APPUNTI DI ANALISI FUNZIONALE

e Sewue WhP(I)NCY(I) allora u € W, P(I).

Utilizzando le proprieta delle funzioni regolarizzate di u, u., (Sezione
del Capitolo 4), segue che u, convergono a u ed inoltre si ha

(u/)e = (ue)/

Infatti:

_/(Ue)/¢da: = /u6 Y dr = / {/u(w—z)gpe(z) dz} Y (z) de =

//u(m — 2)0' (2)pe(2) dzdz = —/ [/ ' (x — 2)pe(2) dz] (z) dx
da cui segue
g - [y vde =~ [w)evds
Quindi u, converge a u in W1P(I).

OSSERVAZIONE 6.11. —In generale vale che se g € L' e v € WYP(I) il
prodotto di convoluzione g+v € WLP(I) e (gxv) = gx*v'.

. . . . 1
Diamo una caratterizzazione delle funzioni W,"*(I)

TEOREMA 6.10. —Sia u € WHP(I) allora u € W, (I) se e solo se u =0
agli estremi dell’intervallo I.

Dimostrazione. Supponiamo [ limitato e sia u € Wol’p(I), allora per definizio-
ne esiste u, € C§(I) che converge a u nella norma di Sobolev. Quindi converge
uniformemente in I e quindi v = 0 sulla frontiera di I.
Data u € WHP(I) con u = 0 sulla frontiera di I sia G € C*(R) tale che
e G(t)=0per|t|<1eG(t)=tper|t|>2
e |G(t)| < |t| per ognit € R.
Definiamo )
ug(z) = EG(ku(m))

Dalle proprieta di G segue

jur(@)] = G k() < lu(a),
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|up, ()] < |G (ku(@))|u'(2)] < Mu'(2)],

che implica che u, € WHP(I) ed inoltre
1
Supp ux C {x el :|ug(x) > k} cl,

dal momento che u = 0 su 9I. Segue che uy € WHP(I) N CY(I). Dal momento
che up — u e (ur) — « quasi ovunque in I, dal teorema di Lebesgue della

convergenza dominata si ha che wuy converge a u in W1P(I) e quindi u €
WP (I).

Vale inoltre la seguente disuguaglianza di Poincare:

TEOREMA 6.11. —S%a I un intervallo limitato allora esiste una costan-
te C' dipendente solo dalla misura di I, tale che per ogni u € Wol’p(l)
vale

ullwre < Ol (6.7.11)
Dimostrazione. Sia I = (a,b) e quindi u(a) =u(b) =0.Siap=1
()] = fu(a) — ula |</\u ) dt,

da cui segue ||ul|p1 < (b—a)||v/||L:.

Sia p > 1, allora

|u(2)] S/ W/ ()] dt < (b—a)F ||| 1r,

b b
/|wmwnsw—aw/|wwwﬁ

da cui segue
e quindi la tesi.

OSSERVAZIONE 6.12. —Osserviamo inoltre che nella precedente dimo-
strazione abbiamo usato solo che u(a) = 0 e naturalmente si ha
la stessa relazione se u(b) = 0. La disuguaglianza di Poincaré vale
anche in queste ipotesi pitu deboli.

OSSERVAZIONE 6.13. —Dalla disuguaglianza [6.7.11] si ha
1
lullwrs = [ullz, + W77 < Cllu||Le,

quindi segue che in W,""(I) la norma della sola derivata ||u'||Lr &
equivalente alla norma ||ully1.». Inoltre in W) *(I) si ha che (u/,v') é
un prodotto scalare che genera una norma equivalente a quella di
Sobolev.
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6.8 Convergenza debole in WP

Nello spazio WP(I) si puo introdurre la topologia debole quando 1 < p <
400 e se p = +oo la topologia debolex.

DEFINIZIONE 6.5. —Data una successione (u;) C WHP(I) diremo che
converge debole, se 1 < p < +oo0 o debolex se p = +oco quando
(ur) e (u)) convergono debole o debolexin LP(I) o L*(I) ad u ed
u' rispettivamente

Dal momento che WP(I) per p > 1 & uno spazio riflessivo, si ha da ogni
successione limitata in norma si puo estrarre una sottosuccessione che converge
nella topologia debole.

Vale inoltre il seguente teorema di compattezza:

TEOREMA 6.12. —Sia u, una successione in W'P(I), 1 < p < co. Se
le norme |u,|l, sono limitate ed inoltre |uy(a)] < M allora esiste
u € WHP(I) ed un estratta di u, che converge uniformemente ad u.
Inoltre la successione uj, converge ad v’ nella topologia debole di L”.

Dimostrazione. Sia I = (a,b), si ha
Jur(z) —ur(y)| < Cle —y|' "7

e quindi la successione ¢ equiholderiana e quindi equicontinua. Osserviamo
che: )
Jug ()] < |ug(a)| + ug () — up(a)| < M +Clb—a|' ">

e quindi anche equilimitate. Applicando il teorema di Ascoli-Arzela esiste un
estratta che denotiamo ancora con uy che converge uniformemente a .

Da altra parte la successione uj, converge nella topologia debole di L” e nonpud
che avere come limite «’. Supponiamo che (uy) converge debole a w in LP(I) e
(uj,) converge debole a v in LP(I), si ha che v ¢ la derivata debole di u. Infatti

/vgodx:lim/u;cgpdx: —lim/ukgo'dw:/ugodx.
I ko Jr k- Jr I

La dimostrazione é analoga quando p = +oo.

OSSERVAZIONE 6.14. —Il terema continua a valere se supponiamo che
lukllp, e |luyll, sono limitate. Infatti, st vede facilmente che

b
ug(a) = up(x) — / ujdx

quindz
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b b
<b—a>|uk<a>|s/ |uk<x>\+<b—a>/ | de

e la tesi seque dalla disuguaglianza di Holder.

OSSERVAZIONE 6.15. —Sia 1 < p < 0o e up una successione in W1P(I),
convergente nella topologia debole a u, allora la stessa successio-
ne (non un’estratta!) converge uniformemente a u. Osserviamo che
che ||lukll, e ||u}ll, sono limitate. Consideriamo un estratta uy, per
la compattezza si ha che ammette a sua volta un estratta che con-
verge uniformemente alla funzione limite debole u. Quindi tutta la
successione converge uniformemente a u.

OSSERVAZIONE 6.16. —Ricordiamo che i risultati di compattezza sono
falsi quando p = 1, esistono infatti successioni limitate nella nor-
ma di L' che convergono a funzioni discontinue, a titolo d’esempio
consideriamo la seguente successione {2 = (0,1):

-1 we(-1,-3)
up(z) = kr  w€ (=, %)
1 ze(g.1)

6.9 Formulazione variazionale di problemi ai limiti

Consideriamo il seguente problema

—u"(z) + u(z) = f(z),z € I =(0,1),
{uw)zuu)zo. (6.9.12)
con f funzione di classe C°.

La condizione agli estremi viene chiamata di Dirichlet omogenea.

Una soluzione classica ¢ una funzione u € C?(I) che verifica (6.9.12) per ogni
x € 1. Sia f € L?(0,1).

Diremo che una funzione u € W, *(I) & una soluzione debole se:
1 b b
/ u'v' dx—i—/ uv dx z/ fvdz perogni v e W,y *(I) (6.9.13)
0 a a

Dal procedimento di integrazione per parti segue che una soluzione classica &
anche una soluzione debole. Vale il seguente teorema di esistenza ed unicita
delle soluzioni deboli.
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TEOREMA 6.13. —Per ogni f € L? esiste un unica soluzione debole di
ed inoltre vale il Principio di Dirichlet: v é un minimo del
funzionale in v e Wy(I)

1 1
J(v) = %/0 (v")? + v? daz—/o fvdx (6.9.14)

Dimostrazione. Dal teorema di rappresentazione dei funzionali lineari nello
spazio di Hilbert W,*(I) con il prodotto scalare

1 1
(u,v) 1z = / u'v' dz —l—/ wv dz
0 0
si ha che esiste un unica @ tale che
b
(@,v) = F(v) :/ fode, Yve W, (I)
a

segue che @ soddisfa ((6.9.13)) ed ¢ un minimo del funzionale in ((6.9.14).

Regolarita della successione debole.

Dal momento che @ € W2 & una soluzione debole si ha che in particolare per

v € C} vale
1 1
/T/v'dw:/ (f —a)vdz,
0 0

e quindi dalla definizione di derivata debole segue

quindi la derivata seconda debole di @ ¢ la funzione —(f — @) € L?, da cui
segue che i € W22,

Ritorno alla soluzione classica.

Se f € C° allora u € C?.

Infatti, poiché @ € W12 dai risultati di immersione si ha che @' € C° e quindi
ueCh

L’uguaglianza (') = —(f —u) € C° dice che @ € C? e integrando per parti
segue che @ é anche una soluzione classica.

Il procedimento precedente si pud applicare ad un’ampia classe di problemi ai
limiti.
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Condizioni di Dirichlet non omogenee

Consideriamo il problema in I = (0,1)

—u(z) +u(z) = f(x), z €1,
{U(O) =a, u(l)=24, (6.9.15)

Proviamo che per «, 3 assegnati e f € L? esiste un unica u € W12(I) tale

che w € W,
1 1 1
/ﬁ’w’dm—i—/ ﬂwdac:/ fwdz (6.9.16)
0 0 0

ed inoltre v ¢ il minimo del funzionale J in (6.9.14) nella classe delle
funzioni che soddisfano le condizioni agli estremi u(0) = a e u(1) = .

Consideriamo il sottoinsieme convesso chiuso K C W12(I) definito da:
K ={veW"*(I):v(0) = a,v(1) = B}

Sia u € una soluzione classica, allora per ogni altra v € K dall’integrazione
per parti segue:

/0 u'(v—u) dx—|—/0 u(v—u)dxz/o flo—u)dx
dal momento che v(0) — «(0) = v(1) — u(1) = 0.

Consideriamo come prima il prodotto scalare in W12 ed il funzionale F =
J fwdz, dal Teorema si ha che esiste un unico u € K tale che per
ogni altra v € K

1 1 1
/ﬂ’(v—ﬁ)’dw—l—/ ﬂ(v—ﬁ)dmZ/ flv—1u)dz
0 0 0
PerwGW&’Q, consideriamo v =u+w si hav € K e

1 1 1
/ a'w' d;v+/ aw dx 2/ fwdx
0 0 0

Per v =4 — w si ha

1 1 1
/ ﬂ’w’dm+/ ﬂwdmﬁ/ fwdx
0 0 0

segue 'uguaglianza ((6.9.16]) per ogni w € VVOL2 e quindi @ & una soluzione
debole. Procedendo come nel teorema precedente si prova che @ € C? ed
¢ quindi anche una soluzione classica.
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Problema di Sturm-Lioville

Consideriamo

{u((()p)uglgz)l;r—q%@ = el =01, (6.9.17)

dove f € L2, pe CY(I) e g€ C°(I) con p(z) >a>0eq>0in I.
La formulazione debole del problema (6.9.17)) é

1 1 b
/ pu'v’ dﬂc—l—/ quvdx:/ fudr perogni ve W, 3(I) (6.9.18)
0 0 a

Consideriamo la forma bilineare in W, %(I):

1 1
a(u,v) :/ pu'v’ dx—i—/ quv dx
0 0

a € continua e simmetrica. Inoltre, dalla disuguaglianza di Poincaré segue
1
a(v,v) > a/ (V") dz > ac||v||3..
0

quindi a ¢ anche corciva in W, ?(I). Dal teorema di Lax-Milgram esiste
@ € Wy *(I) tale che per ogni altro v € Wy">(I)

1
a(u,v) = F(v) = /0 fvdx

inoltre u & minimo del funzionale

1 1
J(v) = %/0 (p(v')* dzx + qv?) dx _/0 fvdx

Da altra parte, poiché

1 1
/ p'v' dx = / (f — qu)vdx
0 0

per ogni v € C}, dalla definizione di derivata debole
(pﬂ/)/ = 7(f - qﬂ)a
quindi pa’ € W2, allora (pu') € Wh? e cioe @ € W*2.

Quando f € C° segue che @ € C? ed ¢ anche una soluzione classica.
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Condizioni di Neumann omogenee

Consideriamo

Si ha che per f € L? esiste un unica 4 € W??2 che soddisfa (6.9.19) ed
inoltre 4 ¢ minimo del funzionale J(v) con v € W12, Se f € C? segue che
% € C? ed ¢ anche una soluzione classica.

Se u é una soluzione classica, moltiplicando per v ed integrando per parti:

1 1
f/ u"vder/ wodr = fvd:c
0

1 1
:/ v dx + [u'v]h / uvdx:/ fodz
0 0

Poiché u/(0) = u/(1) = 0 segue che per ogni v € W2 (e non in W, "> come

nei casi precedenti)
1 1 1
/ u'v’dx—i—/ uvda::/ fodz
0 0 0

Consideriamo la forma bilineare a ed il funzionale F in W12(I) come nel
caso del problema di Dirichlet, allora dal teorema di rappresentazione di
Lax-Milgram segue che esiste un unica u € W12(I) tale che

1 1 1
/ v dz +/ wdr = | fvdr, Yve W (I)
0 0 0

Procedendo come prima si ha che 4 € W22(I) e dal momento che @’ € C?,
le condizioni agli estremi acquistano significato.

Dall’integrazione per parti segue:
1
/ (—u" +u— flvdz — @' (1)v(1) — a'(0)v(0) = 0
0

per ogni v € W2(I) e scegliendo in particolare v € W, *(I) si ha —a” +
u — f = 0 quasi ovunque in [ e quindi per continuita in tutto I.

Allora necessariamente @ (1)v(1) — @ (0)v(0) = 0 per ogni v € WH2(I) e
quindi @'(1) = @/(0) = 0.

Diamo qualche esempio di applicazione dei risultati dimostrati nel capitolo
precedente.
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Esempio 6.1 Consideriamo il funzionale

1
J(v) = v?(0) +/0 (v + 4fv) dx

con f € L2, Il funzionale J ¢& definito in W12(I). Proviamo che esiste un
unico punto di minimo nel convesso chiuso di WY2(I), definito da

K={veW"(I):v(1) = A}

Consideriamo la forma bilineare in W12(I):
1
a(u,v) = 2u(0)v(0) + 2/ u'v' dx
0

ed il funzionale lineare e continuo F(v) = —4 fol fvde.

Osserviamo che dai teoremi di immersione a & continua in W2(I) ed inoltre
dalla disuguaglianza di Poincaré per v,u € K seque:

a(u— v, — v) = 2(u(0) — v(0))? + 2/0 (W — )2 dz > Cllu— vy

Si vede facilmente che lultima condizione, pit debole della coercivita é tuttavia
sufficiente per provare il teorema di Stampacchia[5.13, e quindi seque che esiste
un unica u € K tale che

a(t,v —1u) > —4/0 flo—a)dx

e dal momento che a é simmetrica u & anche minimo del funzionale J.

Esempio 6.2 Consideriamo la forma bilineare

1 1
a(u,v) = u(0)v(0) +/ u'v' dz +/ uv dz,
0 0
e sia K come nell’esempio precedente ma con A = 0. Osserviamo che in questo

caso K & un sottospazio chiuso di W12(I).

La forma a ¢ continua e coerciva in W'2 e quindi per ogni f € L? esiste un
unico & € K tale che per ogni v € K a(4,v) = F(v) e cioé

1 1 1
u(0)v(0) +/ '’ dx—l—/ v dx :/ fvdx (6.9.20)
0 0 0

In particolare, se prendiamo v € K N C}L si ha
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1 1 1
/ a'v' dac+/ v dx :/ fvdx (6.9.21)
0 0 0

da cui seque che la derivata debole di u' é f —u e di consequenza u € W22(I).

Quindi ragionando come prima si ha che quasi ovunque in I

—a"+u—f=0 (6.9.22)

Da , integrando per parti per v € K (v(1) =0) si ha:
1
w(0)v(0) + @' (1)v(1) — @' (0)v(0) + / (@ +u— flvde =0 (6.9.23)
0

da cui seque
-’ (0)v(0) + u(0)v(0) = 0 = @' (0) = @(0)
Si conclude che u é soluzione del problema differenziale
u'(z) +u(x) = f(z), xel=(0,1)
u(
(0).

1
u(0
Il problema (6.9.24)) ¢ relativo all’equilibrio di un filo elastico, la condizione
u(1) = 0 esprime il fatto che il filo ha un estremo fissato mentre u(0) = u'(0)
dice che l’altro estremo é mobile.

) =0, (6.9.24)
) =u'

Se f € C° si prova che @ € C? e quindi é anche una soluzione classica.

6.10 Procedimento dei Metodi Diretti

Diamo un’idea dell’applicazione dei Metodi Diretti per la ricerca del minimo
di un funzionale integrale incontrata nel Capitolo 4 in (|6.1.3) negli spazi di
Sobolev e quindi della forma:

b

b
1@):/'ﬂ%vauumdx:/wa@w—h@nu»m: (6.10.25)

conp>1lehe L7 1. Utilizzando la teoria delle topologie deboli e degli
spazi di Sobolev proveremo che esiste il minimo di I nella classe di Sobolev
W, ((a, b)), cioé esiste ed ¢ unico u € W, ((a,b)) tale che

m = {I(U) L ve Wol’p((a,b))} = I(u).
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Sia v € W, ((a,b)), dalla disuguaglianza di Holder e dal fatto che per ogni
a,b > 0 vale ab < %a” + prle%l, si ha:

D

< (/b |v(x)|pdx>; (/abm(x)pil dx)

< e/ub v(:c)|pd:c+1/ab|h(x) 71 () da

IN

/ab h(z)v(z) dx

e quindi

I(v) > / W@ d - / () - C, / ’|h(a) 7 (x) do

Dalla Disuguaglianza di Poincaré, esiste c tale che

/ o) Plo(a) P de < ¢ / W@ de

scegliendo € tale che 1 — ec > 0, si ottiene:

b b b
() > (1—60)/ |v'(m)|pda:—06/ ()| (2) da > —ce/ (2|77 (2) da
a a a
Segue quindi che I é inferiormente limitato e m > —oo.
Sia (uy) C W, ""((a,b)) una successione minimizzante:
lilgn I(ug) = m,

e procedendo come prima si ha

b b
I(uk)z(l—ec)/ |u;(x)\de—cE/ B (2) de,

a

da cui segue

b
gl 2o < T(ur) + / K7t (2) de,

a

e ancora dalla disuguaglianza di Poincare segue che le norme della successione
(ug) in WyP((a, b)) sono equilimitate e quindi esiste una successione estratta,
che continuiamo a denotare con (uy), che converge nella topologia debole di
Wy " ((a,b)) ad una funzione w.

Dal momento che (u) converge debolmente a u in LP, si ha
b b
lim / i (2)h () dz = / w(@)h(z) da. (6.10.26)
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Da altra parte per la convessita della funzione g(¢) = |(|P, ¢ € R per ogni ¢, 7
si ha:
[P = [nl? = plnlP~2n(¢ —n)

da cui segue
b b
/ (lup ()P = [/ (2)[7) da 2/ pl P72 (g (2) — W/ (2)) da

e quindi poiché [v/|P~2u/ € L7 ((a,b)) e uj, — u' converge debolmente a 0 in
Lr((a, b)),
b
liin/ [u' [P~ 20 (uf () — o (2)) daz = 0
e segue

b b
lim inf / il (2)|P dz > / ! ()P da (6.10.27)

Mettendo insieme (6.10.26) e (6.10.27) si ottiene

I(u) < limkinf I(ug) =m, (6.10.28)
allora I(u) = m e quindi v & un minimo del funzionale.

La relazione (6.10.28]) dice che il funzionale I ¢ sequenzialmente inferiormente
semicontinuo rispetto alla convergenza debole in W, ((a, b)).

Proviamo che u & 'unico minimo. Supponiamo che esista v € Wy ((a, b)) tale
che:
I(u) = 1(v) =m,

Notiamo che w = 1u + v ¢ una funzione in Wy ((a,b)) e poiché la funzione
integranda del funzionale I, f(z,s,{) = ¢? — h(z)s & strettamente convessa
nella variabile ¢, segue che

m < I(w) < %I(u))Jr%I(v):m,

e dunque w € ancora un minimo e quindi per quasi ogni x € (a,b) vale:

1, 1 u + v
Sl 1P £ Sl 1P = [ P = 3
P P = ' = |2
L’ultima uguaglianza per la stretta convessitd della funzione g(¢) = |[{[?,

implica che v = u’ quasi ovunque e quindi poiché sono funzioni di classe
1 . N .

W, P ((a,b)) si ha che u — v é costante quasi ovunque, ma dal momento che la

costante ¢ nulla sulla frontiera segue che u = v quasi ovunque in (a, b).
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6.11 Risultato di regolarita

In questa sezione stabiliamo un risultato di regolaritd per un equazione non li-
neare utilizzando le proprieta degli spazi di Sobolev ed in particolare il teorema
0.2

TEOREMA 6.14. —Data la seguente equazione differenziale in un
intervallo aperto (a,b) di R:

%a(gc,u(x),u’(x)) = b(z,u(z),u (v)) (6.11.29)

con a(z,s,(),b(x, s, () funzioni di classe C*((a,b)x Rx R) soddisfacenti
le seguenti condizioni di crescita:

e (H,) Esiste v > 0 tale che per ogni (z,s,() si ha:
la(z, s, Q)| < (1 +[¢7),

b(z, s, Q)] < v(1+[¢[7).

e (Hy) Uniformemente rispetto a (z,s):
lim a(x,s,() = +oo.
[¢]—+o0
e (Hj) Esiste a > 0 tale che per ogni (x,s,() si ha:

ac(x,s,{) > a>0.
Sia u € WYP((a,b)) una soluzione debole dell’equazione (6.11.29) e
ctoé per ogni o € C:
b

b
/ a(m,u(m),u’(x))gp’(x)dw—i—/ b(z,u(x),u (x))p(z)de =0, (6.11.30)

a

allora v é di classe C*((a,b)).

Dimostrazione. Sia u € WP ((a,b)) una soluzione debole di (6.11.29), dalla
condizione di crescita (Hy) segue che a(z,u(z),u/'(z)) e b(z,u(x),u’'(z)) sono
funzioni di classe L' in (a,b).

Definiamo
v(z) = a(z,u(z),u' (), w(z)="blz,u(x),u(z)),

da (6.11.30) segue che w ¢ la derivata debole di v, v/ = w.

(©OE. Mascolo — (data del file: 1 settembre 2020 ore 18:31)



CAPITOLO 6 p. 147

Dal momento che w € L((a,b)) si ha che v € Wh! e quindi v ¢ continua
e limitata in (a,b), in particolare esiste una costante ¢ > 0 tale che |v(z)| =
la(z, u(z), v (x))| < C per quasi ogni z € (a,b).

Dalla condizione (H,) segue che u' deve essere limitata e quindi v € W1°°.

Proviamo ora che v/ € W1 ed in particolare che y’ soddisfa I'ultima con-
dizione del Teorema e cioé che per ogni Iy C Iy C (a,b) e h € R con
h < dist(Ip, R — I) esiste una costante ¢ > 0 tale che per quasi ogni x € I:

[/ (2 + ) — v/ ()] < c[h].

Infatti da (Hs) segue che
u' (z+h)
awla+h) =@ < [ agleu(e), O,
u'(z)
e quindi
alu(z +h) —u'(2)] < la(z, u(z), o' (z + 1) — alz, u(z), v (z))],
che implica:
alu/(z 4+ h) — ' (2)] < |a(z,u(z),v (x + h)) — a(z + h,u(z + h),u' (z + h))|+
la(z + h,u(z + h),u'(z + h)) — a(x,u(x),u'(z))|.

Dal momento che u € W1 segue che

b(x,u(z), v (x)) € L™ = a(x,u(z), v (z)) € WhH*>

applicando alla funzione a(z, u(z), u'(z)) la caratterizzazione del Teorema|6.2]
segue che

la(z + hyu(z + h),u'(z + h)) — alx,u(x),u'(z))| < c1|h

Inoltre dal fatto che a(z, s, () € C™ si ha che é anche Lipschiziana nelle = e s
quando variano in un insieme limitato di I x R e quindi esiste una costante L

|a(z+h, u(z+h), o (z+h))—a(z, u(z), v’ (2+h))| < L(|h|+u(z+h)—u(z)]) < co|hl,

dove l'ultima disuguaglianza si ottiene applicando alla funzione u la condizione
del Teorema

Si ha quindi che v/ € Wh™® = 4 ¢ W2,

Derivando il primo membro dell’equazione
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%a(w,u(m),u'(w)) = b(z,u(z),u (z)). (6.11.31)

si ottiene:

%(a(ﬂcw(x), u'(2)) = ag (@, u(x),u'(z))+u'as(z, u(@), v (2))+u" ag (2, u(z), v’ (z))

e dividendo per a¢(z,u(z), v (x)) # 0 I’ equazione (6.11.31)) diventa

o = b(x,u(:r), u’(x)) — af(xau(w)vu/ ‘T)) — u’as(:r,u(a?),u'(z))
ac(z,u(z), v (x) '

(6.11.32)

Poiché u € W% si ha che u’' & una funzione continua e quindi il secondo

membro di (6.11.32)) & continuo, allora u” ¢ una funzione continua e quindi
2

u e C”.

Ritornando alla (6.11.32)) segue che u” € C! e quindi u € C? e cosi di seguito
si prova che u € C*°.
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Capitolo

Spazi di Sobolev in R"

7.1 Spazi di Sobolev in R"

In questa sezione studiamo gli spazi di Sobolev n-dimensionale. Nel seguito {2
denota un aperto limitato di IR".

DEFINIZIONE 7.1. —Diremo che {2 é un aperto di classe C'™, se per
ogni xg € 02 esiste un intorno U di xy ed un applicazione biettiva
H:B — U, dove B é la sfera n-dimensionale di centro 0 e raggio 1,
soddisfacente alle sequenti condiziona:

(1) _ _
H e C™(B) e H™ ' ec™)

(2)
H(B)=UNN e H(By)=UNoN

dove By ={x€B: z,>0} eBy={zxeB: x,=0}.

Se 2 € C*! allora per ogni x esiste un unica normale esterna v(xo).

Vale il seguente teorema di Gauss-Green o della divergenza:
TEOREMA 7.1. —Sia 2 € C* e u € CH(2)NC°(N) allora

/umidx:/ uvdo
Q a0

In particolare se F(z) = (Fi(z),..,F,(z)) é un campo vettoriale
definito in 2 di classe C'(2) N C°(2) allora vale
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dideJ::/ indarz/ Fiuidoz/ F,v)do
o} !2; aniz:; 8.(2( )

Applicando la relazione precedente al prodotto uv, con u,v € C1(£2) N C(§2)
si ha la Formula di integrazione per parti

/vumidm:/ uvuida—/ UV, dx
) an )

Se u € C'(2), allora per ogni ¢ € C5°(2):

/ UQ,, do = —/ Ug,  d.
Q o)

Diamo la definizione di derivata rispetto all’i-sima variabile:

DEFINIZIONE 7.2. — Una funzione u € L}, (£2) ha derivata prima debole

se esistono n funzioni (vi,...,v,) appartenenti a L], .(12) tali che:

/ugpmi dz:f/mgodx YoeCP(2) eVi=1,...,n
2 2

Utilizzando il Lemma Fondamentale del Calcolo delle Variazioni si ha che se
la derivata debole esiste & unica. Du = (g, ..., u,,, ) rappresenta il gradiente
debole di u

Osserviamo che tutte le regole di derivazione usuali si generalizzano al caso
delle derivate deboli. Le derivate di ordine superiore si definiscono in modo
analogo.

Si definisce quindi lo spazio di Sobolev in f2:

DEFINIZIONE 7.3. —Per 1 < p < +00, denotiamo con WP ((2) & lo spazio
delle funzioni u € L?({2) tale che le derivate parziali prime deboli u,,
appartengono a LP((2).

Lo spazio W'P(02) & di Banach con la seguente norma:

n %
Jullip = {IUI” + Z/Q [t [” dx} » Isp<doo (7.1.1)
i=1

n
100 = [[tlloo + Dtk floo (7.1.2)

=1

[l

Seu € CH2)NLP(9) e uy, € LP(2) per ognii = 1,2,..,n allora u € WP ()
e le derivate parziali nel senso usale coincidono con le derivate deboli. Se {2 é
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limitato allora C' C WP Inversamente se u € WP N CY e u,, € C° allora
u e Ch

Valgono le seguenti proprieta, analoghe al caso unidimensionale:

e Sel<p< +oo, WHP(£2) é uno spazio di Banach separabile;
e 1< p< oo, WHP(£2) ¢ uno spazio riflessivo;

e Per p=2, W2 ¢ uno spazio di Hilbert con il prodotto scalare:

u,v) = [ wvdx + /umvmidx
(o) = [ >/,

Osserviamo che se {2 ¢ limitato allora:

CH R CWhe(Q) CWHP(2) ¢ LP(2)

OSSERVAZIONE 7.1. —Indichiamo con C'?(02) la classe delle funzio-
ni in C! tali che la norma (7.1.1) risulti finita cioé C'P(Q) =
CH2)NnWLP(2). Vale che: per ogni u € WHP(12) esiste una succes-
sione di funzioni u; € C'?(12) che converge ad u nella norma .
(Teorema di Meyers-Serrin, 1964, per la dimostrazione rimandia-
mo a Giusti ). La definizione di spazio di Sobolev era negli anni 50
differente dalla definizione appena data, st utilizzava la notazione
H'? che indicava il completamente delle funzioni C' nella norma
(7.1.1). Il risultato di Meyers-Serrin prova che H*? = W'? e di fatto
eliminava una considerevole confusione nella teoria degli spazi di
Sobolev e in particolare sulle relazioni tra H''? e WP,

OSSERVAZIONE 7.2. —Abbiamo visto che nel caso unidimensionale le
funzioni u € WYP(I) sono di fatto le primitive delle funzioni LP(I)
ed inoltre sono quast ovunque uguale ad una funzione continua. Nel
caso n > 1 una funzione puo appartenere ad uno spazio di Sobolev
ed essere discontinua e non limitata.

Consideriamo (2 = B(0,1) la sfera di centro 0 e raggio 1 di R" e sia
u(z) = |z|~*, with a > 0. Osserviamo che u & regolare per x # 0

aT;
Uy, (LB) = _Wv
e quindi per r # 0 si ha
o]
|Du(z)| = W
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Sia ¢ € C§°(B) e fissiamo € > 0, allora

/ Uy, dr = —/ Uy, pdT —|—/ upv;do,
B(0,1)—B(0,¢) B(0,1)—B(0,¢) 8B(0,¢)

dove v denota la normale esterna su 0B(0,¢).

Da altra parte:

| upvdo| < H<p||oo/ e Yo < Cer e,
9B(0,€) 0B(0,¢)

quindi se a <n —1 per ¢ — 0 segue:

/ UPg,dr = —/ Uy, pdT,
B(0,1) B(0,1)

per ogni ¢ € C*0(B), quindi per « < n —1 u,, é la derivata debole
di u. Inoltre Du(z) é sommabile LP se e solo se (o + 1)p < n. Dal
momento che % < n—1 si pud concludere che u € W'P(B) se e

solo se 0 < a < L. Inoltre u ¢ WhP(B) per ogni p > n.

Diamo ora la definizione dello spazio W, (£2):

DEFINIZIONE 7.4. —La chiusura di C}(f2) rispetto alla norma
di W'2(2) si denota con W, (1) ed & uno spazio di Banach munito
della norma di WP(02). In altre parole una funzione u appartiene
a Wol’p(_(l) se e solo se esiste una successione di funzioni u, € C§°
tale che

lim ||jug —ull1,, = 0.

k—o0

Le funzioni di Wol’p(.Q) sono in qualche senso le funzioni che si annullano sulla
frontiera di {2, anche se é estremamente delicato precisare questa affermazione
dal momento che le funzioni che appartengono agli spazi di Sobolev sono quasi
ovunque definite. Osserviamo che se {2 é sufficientemente regolare si puo dare
un significato alla restrizione di u sulla frontiera di 2 facendo ricorso alla
teoria delle tracce negli spazi di Sobolev.

Tuttavia si hanno i seguenti risultati che stabiliscono una caratterizzazione
delle funzioni di W,"*(2) ( Brezis, Lemma IX.5, teorema IX.17)

TEOREMA 7.2. —Sia u € WP (£2) con supporto compatto contenuto in
Q. Allora u € WyP(9).

TEOREMA 7.3. —Sia u € W'P(£2) N C(2) e supponiamo che (2 abbia
frontiera di classe C', allora le sequenti proprieta sono equivalenti

e u=0 su 0992,
o uc W, P(0).
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7.2 Teoremi di immersione

Come nel caso unidimensionale, in W1 (§2) si possono provare alcuni teoremi
di immersione continua e compatta, tuttavia prima di enunciarli diamo una
motivazione dei risultati. Supponiamo di voler stabilire una maggiorazione
della forma:

lullg < Cl[Dully, (7.2.3)

si ha che ’esponente ¢ deve avere un particolare legame con p e n.
Sia u € C§°(£2), u # 0, per A > 0 definiamo:

uy(z) = u(Ax),
e applichiamo la maggiorazione a uy, si ottiene:

([ mm@rant <c(f 1w

Osserviamo che

[ e = [ e =k [

p
/ |Duy(x)|Pdx = )\p/ | Du(Az)|Pdx = )\—/ | Du(y)|Pdy,
Rn Rn A/n/ R‘n,

allora si ha

1 A
— |[|U <Cﬁ DU s
llull, < €5 1Dul,

o in modo equivalente

llully < CA'Z7 4| D,

ne segue che se 1 — % + % # 0 mandando A a 0 e allinfinito si ottiene una
contraddizione.

Segue che la maggiorazione ([7.2.3)) & possibile solo se

1P T g g P
p q n—p

Per 1 < p < n, si chiama esponente coniugato di Sobolev, il numero p*

definito da
* np
= > p.
n—p

Nello spazio VVO1 P(£2) vale il seguente risultato di immersione:

TEOREMA 7.4. —Sia 2 limitato ed u € W, " (12), allora
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e Sep<n, siha cheuec LP (2) conp*:n"—_’;) e
|

p= < c(n,p)|[Dull, (7.2.4)

e Sep>n sihacheucC® () cona=1-2c¢e

|u(z) — u(y)|*

[ullo.c = lulloo + Sy, === < ea(m, p) [ Dully

|ulloo < c2(n,p)(diam £2)*|| Dul|,

Dal teorema precedente, per ogni p > 1, segue la Disuguaglianza di
Poincaré:

TEOREMA 7.5. — Sia 2 limitato e u € WP (12), allora
1
lullp < cs(n, p)[£2] || Dull,

Dimostrazione. Distinguamo due casi 1 < p < 25 e p > 5. Nel primo caso

dalla disuguaglianza di Holder con esponenti % e pp—jp:

1 1
|lull, < [£2]7 pe < 27| Dullp

mentre nel secondo caso, consideriamo g > 1 tale cheq® = p e quindi posto
q= n—fp (osserviamo che ¢ > 1 se p > "5 e quindi:
1
lull, < CllDullp. < C[L2[=[|Dullp.

La disuguaglianza precedente assicura che in Wg’p(Q), la norma di WP ¢
equivalente alla norma in LP del solo gradiente.

Proviamo attraverso un esempio che per stabilire risultati di immersione negli
spazi W1P(£2) si deve richiedere una certa regolarita della frontiera di 2.

Esempio 7.1 Consideriamo il sottoinsieme 2 C R? definito da:

0- {(x,y) cx € (0,1), |yl < eXP(—;Q)} ;

proviamo che la funzione in 2 data da u(z,y) = 3 exp(%), appartiene a
WH(2) ma u ¢ LP per nessunp > 1. Per p > 1, si ha:

)P — xp(=3) 3P P _
|u x,y)|[Pdxdy = 2P exp(— )dx =
—exp(— ) z
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1
)dx = +00,

1 1
1 —
= 2/0 3P exp(—f2 ) exp(——xQ )dx = 2/0 3P exp(px2

e quindi u € L*(£2) ma v ¢ LP per p > 1.
Da altra parte, poiché u, = exp(m%)(?)xQ —2) euy =0, si ha:

exp(—
/ |Du|dzdy*/ dx/ exp )|3Q:272\dy*2/ 322 —2|dx < 4o0.
exp(—

Si ha il seguente teorema di immersione per gli spazi WP (£2):

TEOREMA 7.6. —Sia 2 un aperto limitato con frontiera Lipschitziana
e sia u € WHP(Q2). Allora:

e Sel<p<n, si ha cheuec LV (1) conp*:n"—_’; e

[ullp- < cllull1,p

e Sep>n sihacheucC'2) cona=1-2c¢e

[ullo,a < ca(n,p)llufl1p

Inoltre vale il seguente teorema di immersione compatta di Rellich.
TEOREMA 7.7. — Supponiamo che {2 sia un aperto con frontiera
Lipschitziana e sita 1 <p<n e 1< q<p*, U'immersione

WhP C L9(02) & compatta.

In particolare WP ¢ immerso con compattezza in LP({2) e quindi ogni suc-
cessione limitata nella norma di W1?(£2) ha un estratta che converge rispetto
la convergenza forte di LP(f2).

Per le funzioni di classe W1P(£2) vale la seguente disuguaglianza detta di
Wirtinger-Poincareé :

TEOREMA 7.8. —Sia {2 C R"™ connesso e limitato con frontiera Lip-
schitziana. Esiste una costante C = C(£2,p,n), tale che

/ lu(z) — uglPdz < C(2,p,n) / |\ Du(z)|dz (7.2.5)
Q Q
dove ug denota la media della funzione u in 2, ug = ﬁ fQu x)dx

Dimostrazione. Possiamo assumere che la media di « su {2 é nulla.

Supponiamo che (7.2.5)) non sia vera, allora esiste v; € WP (£2) con v; o =0
tale che
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1
|Dv;|Pdz < = [ |v;|P dz,
j j
[ JJa

allora definendo u; = 2= si ha
[lv;llp

1
/|uj|polx:17 /|Duj\pdx§f.
2 Q J

Dal teorema di immersione compatta esiste una successione estratta da u;,
uj, che converge in L? ad una funzione u tale che ||u|[, =1 e up = 0.

Da altra parte, poiché |[Duj, || < 5=, |[Duj|l, — 0:

/gf)miudm:/ lim¢>miujkdx:—lim/(meiujkdx:O:—/qﬁDmiudx
Q 2k ko Ja Q

quindi v € WHP(£2) e Du = 0. Poiché 2 ¢ convesso si deve avere che u &
costante. Infatti passando alle regolarizzate di u. hanno gradiente nullo nel
convesso {2 e quindi sono costanti insieme alla u che é il loro limite. Tale
conclusione é assurda dal momento che ||ul|, = 1.

7.3 Convergenza debole in WP

In WHP(02) si definisce la topologia debole, che definiremo solo attraverso la
convergenza delle successioni di funzioni.

DEFINIZIONE 7.5. —Una successione (up) in WHP(02), 1 < p < +oo,
converge debolmente a u € WP((2), e si denota u; — u, se per ogni

v € L1(S2) con %Jr%: 1 eperognii=1,...n si ha

lim/ uhvdwz/uvdx <~ up —u in LP(0);

h Ja Q

lim/(uh)wiv dx:/ Ug, V AT <= (Up)z, — Uy, 1 LP(2)
h Ja Q

Una successione (up,) in Wh1(£2), converge debolmente a u € W11((2),
se per ogni v € L>({2) e per ogni i =1,...,n st ha

lim/uhvdx:/uvdx < up —u in LY(N);

h Jo Q

lim/(uh)wiv d:z::/ Up, v dv <= (up)y, — Ug; tn L1(0)
h Jo Q

Quando p > 1, la convergenza debole e la topologia forte sono legati dal
seguente risultato, dovuto al fatto che WP & uno spazio riflessivo.
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TEOREMA 7.9. — Data (uy,) una successione di elementi di WP, p > 1,
tale che |uplhp < M, allora esiste un’estratta che converge nella
topologia debole in W'P((2) a una funzione u.

OSSERVAZIONE 7.3. —Dal teorema di immersione compatta seque che
ogni successione u; C WHP(2), p > 1, che converge debolmente a
u, converge nella topologia forte di Li({2), per ogni q tale che 1 <
q < p" = %. Infatti, la successione u; é limitata nella norma di
WP(2) e quindi relativamente compatta in LI((2). Esiste dunque
una sottosuccessione che converge a u nella topologia forte di L((2).
Questo procedimento si pud fare su ogni sottosussione di uj;, che
ammette sempre un estratta che converge ad u nella norma di L1(12),
allora si ha che tutta la successione converge a u in Li(12).

7.4 Formulazione variazionale di problemi ellittici

e Problema di Dirichlet omogeneo

Sia 2 C R™ aperto limitato e f una funzione assegnata: Consideriamo il
seguente problema al contorno:

Determinare u : 2 — R tale che

(7.4.6)

—Au—i—u:—zyzl%—&-u:f, z e
u =0, ' su 012

Una soluzione classica ¢ una funzione u € C?(2) che verifica (7.4.6) per
ogni x € (2.

DEFINIZIONE 7.6. —Diremo che @ é una soluzione debole di
se i€ Wy2(R2) tale che

/DﬁDvdx—i—/ demz/ fodz,  ve Wy?(0Q). (7.4.7)
Q 2 2

Osserviamo che se u € W12(2) si deve precisare cosa si intende per valore
sulla frontiera di (2.

Ogni soluzione classica u ¢ anche una soluzione debole. Infatti, u €
Wol’z(ﬂ), moltiplicando I’equazione in 1) per una funzione ¢ € C(92),
integrando per parti:
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e quindi poiché ¢ = 0 sulla frontiera di {2, si ottiene:

/Augod:v: 7/ DuDypdz,
Q Q

e quindi vale (7.4.7) e per densita la stessa uguaglianza vale per ogni
v e W3(0).

TEOREMA 7.10. —Per ogni f € L*(12) esiste un unica o € Wy°(1)
soluzione debole di che, per il Principio di Dirichlet
astratto risulta essere anche minimo in W01’2(.Q) del funzionale:

ﬂw:%zﬂmﬁ+wmm—ljmx

Dimostrazione. Tenendo conto del prodotto scalare in W01’2(Q)

(u,v):/ DuDvdm+/ uvdz,
Q 2

dal teorema di rappresentazione dei funzionali negli spazi di Hilbert, consi-
derato il funzionale F'(v) = [, fvdz, si ha che esiste un unica @ € We2(02)
tale che (u,v) = F(v).

Lo studio della regolarita della soluzione debole ¢ molto piu delicato che
nel caso n = 1 tuttavia quando % € C? allora si prova che 4 & anche una
soluzione classica.

e Problema al contorno non omogeneo
Consideriamo il problema al contorno non omogeneo della forma

{—Au+u:f, x €2

ey a0 (7.4.8)

In questo caso bisogna dare alcune condizioni sul dato al bordo g. Suppo-
niamo che esista § € W2(2) N C%(£2) tale che § = g sulla frontiera di {2
e definiamo il convesso chiuso non vuoto di W2($2)

K:{vewmﬁnyv—gewﬁ%nﬁ

La definizione di K ¢ indipendente dalla funzione g = g che si considera.
Infatti se h € W2(2) N C°(£2) ed inoltre h = g sulla frontiera di (2 si ha
chev —h=v—g§+g—hequindi v —h e Wy*(0).

DEFINIZIONE 7.7. —Diremo che u & una soluzione debole di
se u € K tale che

DuDvdx +/ wvdr = [ fodr, ve Wy?(RQ). (7.4.9)

0] 9] 2

(©OE. Mascolo — (data del file: 1 settembre 2020 ore 18:31)



CAPITOLO 7 p- 159

Ogni soluzione classica & anche una soluzione debole.

TEOREMA 7.11. —Per ogni f € L*((2) esiste un unica 4 € K solu-
zione debole di che, per il Principio di Dirichlet astratto
risulta essere minimo nell’insieme convesso K del funzionale:

J(v) = %/Q(|Dv|2 + [v]?)dx — /vadx.

Dimostrazione. Osserviamo che & € K € una soluzione debole se e solo se
/ Du Dv—Du)dw+/ (v —u)dr > / flv—u)dzx, ve K. (7.4.10)
2

Sia @ & una solumone debole poiché v — g e u — g appartengono a W0 ((Z)
anche v — u € W0 2(£2), in particolare in (7.4.10) vale 'uguaglianza:

/DuDv—Du)dw+/ v—udx—/f

Viceversa se @ soddisfa ([7.4.10)), scegliendo v = 4+ w e v = 4 — w con
w € Wy ?(2) segue che @ ¢ una soluzione debole.

Dal teorema di Stampacchia applicato allo spazio di Hilbert T/VO1 ’2((2)
e al convesso K segue che esiste un unica @ € K soddisfacente ([7.4.10)),
quindi u é I'unica soluzione debole di ([7.4.8).

Alcune generalizzazioni a problemi ellittici lineari

Consideriamo a;; € C'(£2), 1 < i,j < n e supponiamo che soddisfino la
seguente condizione di elliticita:

— Esiste a > 0 tale che

Za” A >al\? ze2 NeR"

Consideriamo il problema in 2:

>2i; o (aij () 33) + ao(z)u = f, x € 2
(7.4.11)
u =0, su  0f2

con ag € C°(£2). Una soluzione classica ¢ una funzione che soddisfa ([7.4.11])
in ogni punto di 2.
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DEFINIZIONE 7.8. —Diremo che u & una soluzione debole se u €
Wy 2(R2) tale che

Bu dp B
/Z a;;( 83:1 8m]dx—|—/9ao(x)ugodx—/9fgadx

per ogni ¢ € WOI’Q(.Q).
Una soluzione classica é anche una soluzione debole.

Assumiamo ag(z) > 0 in 2 e consideriamo la forma bilineare continua in

We(2)
8u ov
’Lb U /Z 2] al’z axjda?—&-/nao(m)uvdaj

Dall’ipotesi di ellitticita e dalla disuguaglianza di Poincaré segue che a é
coerciva, infatti

a(v,v) /Za” 8x1833jdx+/9a0($)vvdx

> a/ |Dv|? dz > a|v||.
Q

Dal Teorema di Lax-Milgram segue quindi che per ogni f € L?(2) esiste un
unica @ soluzione debole di (7.4.11)). Se la matrice a;; ¢ simmetrica allora
la forma bilineare é simmetrica é quindi @ ¢ anche minimo del funzionale

Ov Ov
/Z a;j( a—xz—dx—i-ao( )vdx—/gfvdw.

e Problema di Neumann omogeneo

Consideriamo il problema su un aperto 2 € C*:

{—Au—&-u:—zllax tu=fren (74.12)

%:(Du,l/) 0 su 0f2

con f € L?(£2). la condizione su 9% prende il nome di condizione al bordo
di Neumann omogenea.

Una soluzione classica ¢ una funzione u € C?(§2) che verifica (7.4.12).
Una soluzione debole é una funzione u € W12(§2) tale che per ogni v €

wWt2(90): o o
u Ov
—dzx +/uvda?:/ vdx.
/.Q;axzaxj 2 Qf
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Una soluzione classica é anche una soluzione debole. Infatti:

Auvdr = /uml 2 0dr = / Ug, Vivdo — /uwivwidac
/Q ; _Q( ) ; o " ; Q

e quindi, dal momento che (Du,v) = 0, per ogni v € W12(§2)

— Auvda:zz:/uxivmdx—k/ uvdr= [ fuvdz.
2 /o 2 Q

Dal teorema di Lax-Milgram esiste una sola soluzione debole @ che é anche
minimo del funzionale:

1
J('U):§/Q|DU|2dl‘+/QU2d$—/QfUdZ‘,

nella classe della funzioni W12(£2).

7.5 Risoluzione del problema modello con il metodo di
Galerkin

In questa sezione di risolvere il problema
—Au= f(z), ue I/V()l’z(“Q)v

nella sua formulazione variazionale:

/DuDvdx:/fvdx ue Wy?(9), (7.5.13)
2 ]

with f € L%(12).

Dal momento che VVO1 2(()) ¢ uno spazio di Hilbert separabile esiste una suc-
cessione (v;), i € N, con v; € Wy(£2), tale che le combinazioni lineari di
elementi finiti di v; sono dense in W, %(£2).

Denotiamo con V,, = span(vg,v1, ..., v, ), lo spazio vettoriale dei primi n + 1
vettori. Per ogni ¢ € N, consideriamo il problema variazionale in V;:

DuDvdx = [ fvodx YveV, (7.5.14)
7 7

che ammette una sola soluzione in V;. La forma bilineare
a(v,u) z/ DuDv dx
10

¢é lineare e coerciva e definendo il funzionale lineare e continuo
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F(u)z/gfvda:,

ed é quindi possibile applicare il teorema di Lax-Milgram e quindi esiste un
unico u; € V; tale che:

/DﬂiDvclac:/fvclac7 v e V.
10 Q

Proviamo che la successione #; é limitata in norma’ infatti dalla precedente
relazione per v = u; si ha

o, 1) = / D dar — / Fidz < || fl| el 2
0 Q
e quindi, per la disuguaglianza di Poincare si ha
1D |72 < alus, @) < C||f]|e2 || D] 2
La successione @; ha quindi un estratta, che continuiamo ad indicare con ;,

che converge nella topologia debole in W, *(§2) ad una funzione @ € W,*(£2)
e nella topologia forte in L2?(2).

Fissiamo j € N. Sia v; € Vj e poiché la successione V; é crescente si ha che
v; € V; per ogni ¢ > j. Di conseguenza, per ogni i > j possiamo applicare
(7.5.14), con la funzione test v;:

/ Du;Dv; dx z/ fvdz.
10 o)
Da altra parte, poiché Vu; converge a Va si ha
/ Du;Dv; dx — / DuDv; dz
9] Q

e quindi

/Dﬂva dxz/ fvjdx.
2 2

dal momento che 'ultima equazione é lineare, rimane vera per ogni funzione
v combinazione lineare finita delle v;

/DﬁDvdx:/ fudz, Yv
Q Q

e dal momento che (J;°, Vi é denso in WOI’Q(Q), si conclude che @ é una
soluzione del problema ([7.5.13]).
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Capitolo

Teoremi di punto fisso

8.1 Breve storia dei Teoremi di punto fisso

La teoria dei punti fissi € uno dei pitt importanti strumenti della matemati-
ca. Dati un insieme X ed una funzione T: X — X, si dice che un elemento
x di X & un punto fisso per T se coincide con la sua immagine, ovvero se
x = T(x). Teoremi che stabiliscono ’esistenza e le proprieta di punti fissi
sotto determinate ipotesi sono detti teoremi di punto fisso e costituiscono il
nucleo di una teoria che é uno degli strumenti piu potenti della matematica
moderna. Infatti, i teoremi di punto fisso nascono da una affascinante combi-
nazione di analisi, topologia e geometria e trovano applicazioni in quasi tutti i
rami della matematica e, di conseguenza, anche in fisica, ingegneria, chimica,
biologia, informatica ed economia. In questo capitolo diamo alcuni tra i piu
classici teoremi di punto fisso e presentiamo alcune applicazioni alla risolu-
zione di sistemi di equazioni algebriche lineari, equazioni integrali e equazioni
differenziali ordinarie e alle derivate parziali.

I primi passi nello sviluppo di questa teoria possono essere individuati nel
lavoro di Henri Poincaré attorno al 1886 che si avvicino alla questione parten-
do dallo studio delle curve algebriche. Il suo lavoro fu ripreso e leggermente
migliorato negli anni successivi da altri matematici, tra i quali Piers Bohl e
Luitzen Brouwer. In particolare, Brouwer intorno al 1912 sviluppo un metodo
per affrontare il problema che permise di ottenere risultati in spazi di qual-
siasi dimensione (purcheé finita) e, soprattutto, metteva in luce il ruolo della
topologia algebrica che proprio grazie al lavoro di Poincaré si era sviluppata.
Il risultato di Brouwer non é costruttivo, ovvero garantisce 1’esistenza di un
punto fisso ma non fornisce indicazioni su come determinarlo.

Negli anni successivi, il Teorema di Brouwer fu studiato, modificato ed esteso
e ne furono fornite dimostrazioni di varia natura, ma si dovette attendere fino
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al 1967 per avere, grazie al lavoro di Herbert Scarf, il primo algoritmo che
calcolava approssimazioni successive del punto fisso in questione.

Il Teorema del punto fisso di Brouwer, afferma che una funzione continua da un
sottoinsieme limitato, chiuso e convesso di IR"™ in se stesso ammette sempre
almeno un punto fisso. Per visualizzare questo risultato, possiamo fare tre
esempi, rispettivamente in dimensione 1, 2 e 3.

Per il caso unidimensionale possiamo pensare ad un monaco che una mattina,
al sorgere del sole, inizi a camminare lungo uno stretto sentiero che conduce
ad un monastero in cima ad una montagna e vi arrivi nel pomeriggio. Dopo
alcuni giorni di preghiera e meditazione, il monaco ripercorre lo stesso sentiero
per tornare da dove era venuto e parte alla stessa ora di quando aveva iniziato
la salita. Nonostante abbia viaggiato a velocitd non costante (mediamente
maggiore in discesa che in salita) e abbia organizzato le pause in maniera
diversa nei due viaggi, esiste un punto del sentiero per il quale il monaco é
transitato alla stessa ora del giorno sia all’andata che al ritorno.

In due dimensioni possiamo pensare a due fogli di carta uguali appoggiati su
un tavolo e perfettamente sovrapposti. Se prendiamo il foglio che sta sopra,
lo accartocciamo (senza strapparlo) e lo rimettiamo sopra al secondo foglio
in modo tale che non sporga da esso, il Teorema del punto fisso di Brouwer
ci permette di concludere che esiste almeno un punto del foglio accartocciato
che é esattamente sulla stessa verticale di dove era prima.

Per il caso tridimensionale, invece, possiamo pensare ad una tazza di caffé
(dalla forma sufficientemente convenzionale!). Comunque si mescoli il liquido
al suo interno, a patto di non versarne fuori neanche un po’, esiste sempre
almeno una particella che é tornata esattamente dove era prima.

Vale inoltre la pena ricordare che il Teorema del punto fisso di Brouwer &
stato generalizzato da Shizuo Kakutani nel 1941 alle funzioni polidrome (o
corrispondenze, o “funzioni a piu valori”). Il Teorema del punto fisso di Ka-
kutani, a sua volta, ¢ alla base di moltissimi risultati in teoria dei giochi ed
economia, tra i quali ricordiamo la prova dell’esistenza degli equilibri di Nash
e l'ideazione del modello di Arrow-Debreu che valsero il Premio Nobel per
I’Economia, rispettivamente, a John Nash (nel 1994) e a Kenneth Arrow (nel
1972) e Gérard Debreu (nel 1983).

Dopo il Teorema di Brouwer, la successiva pietra miliare nella teoria del punto
fisso & rappresentata dal lavoro di Stefan Banach che venne reso pubblico
nel 1922. Infatti, oltre all’introduzione e allo studio di quelli che sono oggi
chiamati spazi di Banach, viene presentato un teorema che assicura ’esistenza
e 'unicita di una contrazione definita su uno spazio metrico completo.

Agli inizi degli anni trenta comparve la prima generalizzazione del Teorema
di Brouwer a spazi infinito-dimensionali ad opera di Juliusz Schauder, un
matematico polacco della scuola di Lwow di cui faceva parte anche Banach.

Il Teorema del punto fisso di Schauder, fu rielaborato negli anni successivi

(©OE. Mascolo — (data del file: 1 settembre 2020 ore 18:31)



CAPITOLO 8 p- 165

da Leray, Tychonoff e Schauder stesso in modo da offrire diverse opportunita
di applicazioni. In particolare, dato che il Teorema di Schauder trova una
proficua applicazione nella risoluzione delle equazioni a derivate parziali, le
numerose versioni del teorema di Schauder consentono di sfruttare il teorema
anche quando sembra che la versione originale sia inutiizzabile.

Lo sviluppo di queste ricerche fu interrotto dalla Seconda guerra mondiale:
Lwo w fu invasa prima dai sovietici e poi dai nazisti e tra le conseguenze
dell’occupazione dobbiamo ricordare anche la dissoluzione della scuola mate-
matica della citta . Schauder, di origine ebrea, fu prima allontanato dal suo
lavoro e infine ucciso dalla Gestapo nell’ottobre del 1943.

Dopo la guerra, la teoria dei punti fissi torno ad attrarre le attenzioni di molti
matematici. Negli anni sessanta Helmut Schaefer presentdo una versione del
Teorema di Schauder le cui ipotesi risultano di facile applicazione in alcuni,
importanti casi: in particolare, il Teorema del punto fisso di Schaefer porta ad
interessanti conclusioni nello studio delle equazioni alle derivate parziali non
lineari, come vedremo nell’ultima, sezione.

La diffusione dei calcolatori elettronici e la loro progressiva evoluzione ha
dato un grande impulso allo studio dei punti fissi anche dal punto di vista
della matematica applicata, dell’analisi numerica, delle equazioni stocastiche
e della teoria degli insiemi fuzzy. Tuttavia, non é mai venuto meno l'interesse
“classico” nei confronti della teoria dei punti fissi e, a conferma del fatto che i
due aspetti della teoria, quello teorico e quello applicativo, sono oggi pit che
mai vitali.

8.2 Teorema del punto fisso di Banach

Il teorema del punto fisso di Banach risulta di grande importanza dal momento
che permette di provare numerosi teoremi di esistenza e unicita in diversi rami
dell’analisi. In partcolare, il teorema costituisce un chiaro esempio del potere
unificante dei metodi dell’analisi funzionale.

Il teorema del punto fisso di Banach o teorema di contrazione riguarda alcune
funzioni (contrazioni) da uno spazio metrico in sé e presenta condizioni suffi-
cienti per l'esistenza e unicita di un punto fisso (ovvero un punto che coincide
con la sua immagine). Il teorema offre inoltre un procedimento iterativo tra-
mite il quale si possono ottenere approssimazioni successive del punto fisso e
limitazioni all’errore. Successivamente, presenteremo tre importanti campi di
applicazione del teorema:

e equazioni algebriche lineari;
e equazioni differenziali ordinarie;

e equazioni integrali.
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Un punto fisso di una applicazione T: X — X da un inisieme X in se stesso
¢ un elemento z € X che ha come immagine se stesso (¢ “tenuto fisso”) da T,
ossia T'(xz) = x. Diremo anche che I’immagine T'(z) coincide con z.

Ad esempio, una traslazione non ha punti fissi, una rotazione del piano ha un
unico punto fisso (il centro della rotazione), I'applicazione = + 22 da R in sé
ha due punti fissi (0 e 1) e la proiezione sull’asse delle ascisse (z,y) — z in
R? ha infiniti punti fissi (tutti i punti sull’asse ).

Il teorema del punto fisso di Banach é un teorema di esistenza e unicita di
un punto fisso per particolari di applicazioni che fornisce anche una proce-
dura costruttiva per determinare un’approssimazione del punto fisso. Questa
procedura é chiamata iterazione.

Per definizione, questo metodo consiste nella scelta arbitraria di un ele-
mento x¢ in un dato insieme e nel calcolare successivamente una sequenza
Tg,T1,T2,... da una relazione della forma

Tpi1 = T(zy) n=0,1,2,...;

in altre parole, scelto un qualsiasi elemento xy nell’insieme dato definiamo
x1 =T(xg), xo = T(x1) e cosi via.

Procedure iterative sono usate in molte dimostrazioni di convergenza e stime
di errori.

DEFINIZIONE 8.1. — Sia (X,d) uno spazio metrico. Diremo che un’o-
peratore T : X — X é wuna contrazione su X se esiste un numero
reale o < 1 tale che per ogni x,y € X

d(T(2),T(y)) < ad(z,y).

Da un punto di vista geometrico, questo implica che due punti di X hanno
come immagine due punti che sono piu vicini tra loro di quanto lo fossero i due
punti iniziali; pit precisamente, il rapporto tra la distanza delle due immagini
e la distanza dei due punti iniziali non supera mai una certa costante « che é
strettamente minore di 1.

Come ultimo preliminare, dimostriamo che una contrazione é necessariamente
una applicazione continua.

PROPOSIZIONE 8.1. —Se T é una contrazione su uno spazio metrico
(X,d) allora T é una applicazione continua da X in sé.

Dimostrazione. Sia x € X e sia € un numero reale strettamente positivo.
Occorre trovare ¢ € R tale che I'immagine della sfera di centro z e raggio ¢ sia
contenuta nella sfera di centro T'(z) e raggio e. Osserviamo che é sufficiente
scegliere § < £, dove a ¢ una costante che soddisfa la relazione data nella
definizione di contrazione. Infatti, per ogni y € X per cui valga d(z,y) < § si
ha

d(T(z),T(y)) < ad(z,y) <ad < aé =€
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TEOREMA 8.1. —Consideriamo uno spazio metrico (X,d) e supponia-
mo che X sia completo e che sia definita una contrazione T: X — X.
Allora T ha esattamente un punto fisso.

Dimostrazione. L’idea della dimostrazione é la seguente: con il metodo itera-
tivo si costruisce una successione {x, },en, si prova che & di Cauchy e dunque
convergente in X e che il suo limite é un punto fisso di 7' e che T' non ammette
altri punti fissi.

Scegliamo un qualsiasi punto zo € X e consideriamo la successione {zy, }nen
definita applicando ripetutamente 1’applicazione T':

1 =T(20), xo="T(x1)=T*20), ..., @n=T(xn_1)=T"(x0),

Formalmente, gli elementi della successione sono cosi definiti:

xo per n = 0 (scelto arbitrariamente)
Ty = (8.2.1)

T(Z'n_l) n 2 1
Dalla definizione di contrazione segue immediatamente che esiste a € [0, 1)E|
tale che per la successione appena definita vale, per ogni m € N:
d(l'erla xm) = d(T(xm)a T(xmfl)) <a d(l’m, xmfl)

ad(T(xm71)7T(fL‘m72)) < 042 d(xmflaxmf2)
=< a™d(z1,x0)-

Pertanto, se n e m sono due numeri naturali qualsiasi tali che m < n, usando
la disuguaglianza triangolare e la formula per la somma di una progressione
geometrica, si ottiene

d(flinul'n) < d(l‘m,fferl) + d(l‘m+1,$m+2) 4+ d(xnflal'n)
< (am + a™mt! 4+ anil) d(xo,xl)

1—aqn—m
a™ 1iioéd(zg,gvl).

Poiché 0 < a < 1, si ha che 1 — a™ ™ < 1 e, di conseguenza,

am

d m7n<
(T, Tn) T—a

d(zg,x1) sem < n. (8.2.2)

Pertanto, dato che 0 < a < 1 e che d(zg, 1) & una quantita fissa, il termine
maggiorante nella puo essere reso arbitrariamente piccolo scegliendo m
sufficientemente grande. Questo prova che la successione {x,, },cn che abbiamo
definito & di Cauchy e che, dato che X é completo, converge, Sia Z il limite
della successione proviamo che € un punto fisso per ’applicazione T'.

1 Se o = 0 il teorema vale in maniera banale
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Dalla disuguaglianza triangolare e la definizione di contrazione, per ogni m €
N si ha che

d(z,T(z)) < dZ,zm) + d(xm, T(Z)) < dZ, 2m) + ad(@mp-1, 7).
Poiché I'ultima somma puod essere resa arbitrariamente piccola scegliendo m
sufficientemente grande, segue che d(z,T(z)) = 0 e quindi = = T'(x).
Supponiamo ora che esista un altro punto fisso per T, ovvero che esista 7 € X
diverso da T e tale che T'(#7) = 2. Possiamo allora scrivere

d(z, 1) =d(T(z),T(#1)) < ad(Z,71)

che implica immediatamente d(z,#;) = 0 dato che a < 1.

COROLLARIO 8.1. —Sotto le ipotesi del teorema precedente, la suc-
cessione (8.2.1) converge all’unico punto fisso = di T e per la
convergenza st possono dare una stima a priori

am

l1—«

AT, T) < d(xo, 1)

ed una stima a posteriori

(07

d WZ77 <
(Tm, T) T

d(l’m,h mm)

Dimostrazione. La prima affermazione & gia stata provata nella dimostrazione
del teorema. Per la stima a posteriori,consideriamo n > m :

n—1 n—1 n—m-—1
AT, Tn) < Z d(xi,xive1) < Z i ATy Tmt1) = ATy Tmt1) Z ol
i=m i=m 1=0

e per n — 400 si ha

d(xmaxi-‘rl) < (67
11—« 11—«

o0
- i
A, )T) < d(Tm, Tmt1) E o' = d(Tm—1,%m). O
La stima a priori puo essere usata all’inizio di un calcolo per ricavare il numero
di passi necessari per ottenere una data precisione. La stima a posteriori puod
essere usata a meta di un procedimento di calcolo.

Osserviamo che per dimostrare il teorema delle contrazioni non é sufficiente
supporre che d(T(x),T(y)) < d(z,y) per ogni z,y € X. Possiamo perd vedere
che, in questo caso, le stime fatte nella dimostrazione non sarebbero piu suffi-
cienti a provare il teorema. Inoltre, & possibile esibire un facile controesempio.
Nello spazio X = [1,4+00) C R dotato della topologia euclidea consideriamo
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Papplicazione T'(x) = z + 1/x e osserviamo che, comunque si scelgano = e y
in X, si ha

Tuttavia T non é una contrazione perché non é possibile scegliere una costante
a < 1 come nella Definizione [I] dato che

1
sup{l—:x,yeX} =1
Ty
Infine, é facile vedere che T non ha alcun punto fisso infatti

a:zT(x)zsr:—Fl = —=0.
x x
Nelle applicazioni pué accadere che I'applicazione T sia una contrazione solo
se ristretta ad un sottoinsieme Y di X e non su tutto lo spazio X. Comunque,
se Y & chiuso allora é anche completo, dunque T ha un punto fisso T € Y
e si pud costruire una successione {z,},cn che tende a Z, a patto diimporre
restrizioni sulla scelta del punto iniziale =y in modo tale che tutti i punti della
successione siano in Y. Un risultato in questa direzione é il seguente.

TEOREMA 8.2. —Sia T wuna funzione da uno spazio metrico completo
(X,d) in sé e supponiamo che T sia una contrazione su'Y, la sfera
chiusa di centro x, e raggio r > 0, ossia Y = {z € X : d(x,z0) < r}.
Supponiamo inoltre che

d(zo, T(z0)) < (1 — ) 7. (8.2.3)

Allora la successione definita dalla converge ad un punto

z €Y. Questo & un punto fisso per T ed é l’unico punto fisso di T
inY.

Dimostrazione. Dobbiamo solo provare che tutti gli elementi della successione
(cosi come il limite) appartengono a Y e poi & possibile ricondursi alla dimo-
strazione del Teorema Ponendo m = 0 nella relazione (8.2.2)) della stima
a priori, che é valida perché la successione é comunque definita in X, si ha
che per ogni n > 0 vale
d(xo, 1
d(l’(),xn) < %@[) <r

dove nell’ultimo passaggio si & usata l'ipotesi (8.2.3). Pertanto tutti i punti
della successione appartengono a Y (zg € Y perché ¢ il centro della sfera) e,
dato che Y é chiuso, anche il limite della successione & appartiene a Y.
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Concludiamo questa sezione con il seguente corollario che ci sara utile in alcune
applicazioni.

COROLLARIO 8.2. —Sia T: X — X wna applicazione che manda uno
spazio metrico completo (X,d) in sé. Se esiste m € N tale che T™ ¢
una contrazione su X allora T ha un unico punto fisso.

Dimostrazione. L’applicazione B = T" & una contrazione sullo spazio metrico
completo X, quindi esiste ed é unico un punto fisso per essa, ovvero un punto
Z € X tale che B(Z) = Z. Il teorema di Banach ci dice inoltre che per qualsiasi
punto zo € X la successione { B"(z¢) }nen converge al punto fisso z. Scegliamo
come punto iniziale della successione z¢o = T'(Z) e osserviamo che

z= lim B"(z¢)= lim B"(T(z)) = lim T(B™(z)) = lim T(z)=T((z).

n—-+oo n—-+oo n—-+oo n—-+o0o

Questo prova che T é un punto fisso per T'. Inoltre non ve ne possono essere
altri, dato che ogni punto fisso di 7" & anche un punto fisso di B.

8.3 Applicazioni alle equazioni algebriche lineari

Il teorema del punto fisso di Banach ha importanti applicazioni a metodi
iterativi coinvolti nella risoluzione di sistemi di equazioni algebriche lineari e
offre condizioni sufficienti per la convergenza e stime per gli errori.

Osserviamo che per poter applicare il teorema di Banach abbiamo bisogno di
uno spazio metrico completo e di una contrazione definita su di esso. Pren-
diamo come insieme X l’insieme di tutte le n-uple ordinate di numeri reali e
indicheremo i suoi elementi con = = (z1,. .., Zy).

Su questo insieme consideriamo la funzione distanza

d(z,y) = max |z; —yil. (8.3.4)

1,....n

e si osserva che lo spazio metrico (X,d) risulta completo. Assegnata una
matrice C' € M(R,n x n) ed un vettore b € R", definiamo ’applicazione

T(z) = Cx +b.
Determiniamo le ipotesi che implicano che ’applicazione T'¢ una contrazione.

Se poniamo y = T'(x) e andiamo a scrivere componente per componente la
definizione data per T', otteniamo

n
i =bi+ Y cij
=1
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dove ¢;; € I’elemento della matrice C' posto nella riga ¢ e nella colonna j.

Sia z € X e denotiamo la sua immagine T'(z) con w, si ha

dy, w) = d(T(2), T(2)) = max [y —wi| = max |3 cijlr; - )

n n

< max |z; — 2|+ max E lcij| = d(z,z) max E i

1=1,...,n 1=1,...,n 1=1,...,n
Jj=1 J=1

Pertanto, se il secondo fattore dell’ultimo termine risulta strettamente minore

di 1, possiamo applicare il Teorema di Banach.

TEOREMA 8.3. — Sia dato un sistema di n equazioni lineari in n
incognite della forma
r=Cx+b,

con C e b sono, rispettivamente, una matrice ed un vettore asse-
gnati. Se la matrice C é tale che i suot coefficienti c;; (di Tiga i e
colonna j) soddisfano

n
o= Zlcijl <1
j=1

allora il sistema ha esattamente una soluzione.

Tale soluzione puo essere ottenuta come limite di una qualsiasi suc-
cessione {x(M}, cn ottenuta scegliendo arbitrariamente =) e definita
poi ricorsivamente dalla relazione

) = 0z +b, meN.

Valgono inoltre le seguenti stime:

T dam=D gmy ¢ &

—« l1—«

d(z®, V).

(m) ) <

E interessante osservare che & possibile definire un’altra metrica su R™ ed
ottenere un risultato analogo; la metrica scelta influisce unicamente (e diret-
tamente) sulla condizione sulla matrice C richiesta come criterio sufficiente nel
teorema. Infatti, nella discussione precedente all’enunciato, abbiamo sfruttato
solo definizioni e maggiorazioni non dipendenti dalla scelta della metrica.

Vediamo ora come il Teorema [8.3] trova applicazione nella risoluzione pratica
di sistemi lineari. Un sistema lineare ¢ esprimibile nella forma

Ar=c
dove z ¢ il vettore delle incognite, A é la matrice dei coefficienti e ¢ é il vettore

dei termini noti.
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Molti metodi iterativi per il calcolo delle soluzioni considerano la scomposi-
zione della matrice A (con det A # 0) come una differenza A = B — G tra due
matrici, di cui B nonsingolare. Il sistema iniziale assume

Az =c = Br=Gr+c= v=B YGr+c¢)=B'Gr+ B¢

ed ¢ possibile applicare il Teorema [8.3/con C' = B~'G e b= B~ 'c.

Vediamo ora due esempi di metodi risolutivi per un sistema lineare Az = ¢
correlati a quanto esposto finora: il metodo iterativo di Jacobi (di particolare
interesse teorico) e il metodo iterativo di Gauss-Seidel (che trova largo impiego
nelle applicazioni).

Il metodo iterativo di Jacobi é caratterizzato da n successioni definite
per ricorrenza, una per ciascuna componente x; del vettore x. Ciascun nuovo
elemento della successione dipende dagli elementi immediatamente precedenti
in tutte le successioni, nella maniera che segue

(m+1) 1 Zn (m)
Z; = ai,“ (Ci — : aij:rj )
Jj=1
i

dove si suppone che nessuno degli elementi sulla diagonale di A sia nullo. La
successione data ¢ ovviamente suggerita dalla soluzione per x; della j-esima
equazione del sistema.

I collegamento con il Teorema si ottiene ponendo C' = D71(D — A) e
b= D~ !¢, dove D & la matrice n x n che ha la diagonale uguale ad A ed é nulla
altrove (ossia d;; = d;; a;j, dove d;; ¢ il simbolo di Kronecker). La condizione
sufficiente per la convergenza della successione presentata nel teorema pud
essere allora riformulata direttamente in termini dei coeflicienti della matrice
A; perognii=1,...,n si dovra avere

n a n
i

E 1l <1 OvVVero E lai;| < as.
i

g=11"" j=1

J#i J#i

Questo vuol dire che la convergenza é garantita se gli elementi sulla diagonale
principale di A sono sufficientemente grandi rispetto agli altri presenti sulla
medesima riga. Osserviamo che alcune componenti del vettore z(™*1) potreb-
bero essere gia disponibili in un certo istante ma non vengono usate finche il
calcolo delle altre componenti non & terminato, cioé tutte le componenti di
una nuova approssimazione sono introdotte simultaneamente alla fine di un
ciclo iterativo. Per questo il metodo iterativo di Jacobi é detto un metodo a
correzioni simultanee.

Il metodo iterativo di Gauss-Siedel, invece, & un metodo a correzioni
successive nel quale ad ogni passo vengono usati anche i valori appena calcolati
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in quello stesso passo ma per altre componenti. Il metodo ¢ infatti identificato
dalla successione

1 1—1 n
1 1
xgm-i- ) ci — § :aijl'(‘m+ ) § : aijx(m)
.. J J
(273 .7 =
J=1 Jj=1+1

dove, ancora una volta, stiamo supponendo che a;; sia diverso da zero per ogni
1=1,...,n.

Per scrivere in forma matriciale questo approccio scomponiamo la matrice A
del sistema lineare come una somma A = —L + D — U, dove D é una matrice
diagonale definita come nel caso del metodo di Jacobi, L & una matrice trian-
golare inferiore con gli elementi sulla diagonale tutti nulli e U é una matrice
triangolare superiore con gli elementi sulla diagonale tutti nulli. Si osserva
che la decomposizione proposta € univocamente determinata e che i segni
sono cosi scelti per una questione di convenienza successiva. La successione
sopra definita puo allora essere scritta come

gm) = p~t (c + La(m+D) 4 Ux(m))
e, moltiplicando per D e riordinando, si ottiene
(D — L)z™Y = ¢ 4 Uz™.
Infine, moltiplichiamo per (D — L)~! e troviamo la forma
2D = (D — L)'Uz™ + (D — L) ¢

che ci consente di applicare il Teorema ponendo C = (D — L)"'U e
b= (D — L)"!c. La condizione per la convergenza risulta un po’ complicata
da trascrivere, tuttavia riportiamo che quella data per il metodo di Jacobi é
sufficiente anche se é possibile ricavare condizioni migliori.

8.4 Applicazioni alle equazioni differenziali

Le applicazioni pit interessanti del teorema del punto fisso di Banach si tro-
vano in connessione con gli spazi di funzioni. Il teorema di Banach conduce a
teoremi di esistenza e unicita per equazioni differenziali e integrali. Considere-
remo infatti in questa sezione una equazione differenziale ordinaria del primo
ordine esplicita

o' (t) = f(t, z(t)) (8.4.5)

dove = z(t) & una funzione da R in sé nella variabile indipendente ¢. Nel
seguito, quando non ci sara pericolo di ambiguita , scriveremo semplicemente
x per la funzione z(t) e 2’ per la sua derivata.
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Un problema a valore iniziale per (8.4.5) consiste nell’equazione con
I’aggiunta di una condizione iniziale

.T(t()) = X0 (846)

dove ty e x( sono valori reali assegnati.

Dal teorema di Banach segue il famoso risultato di Picard che ricopre un
ruolo vitale nella teoria delle equazioni differenziali ordinarie. L’idea di base é
piuttosto semplice: si trasforma I’equazione in un’equazione integrale
che permette di definire una contrazione 7" ed il cui punto fisso é la soluzione
del nostro problema.

TEOREMA 8.4. —Sia f € C(R), dove R ¢ il rettangolo di R? definito da
R={(t,): |t —to| <a, [z—mz|<b}

e sta M = maxg |f(x,t)|. Supponiamo che [ soddisfi la condizione di
Lipschitz su R rispetto al secondo argomento, ovvero che esista una
costante k tale che per ogni coppia di punti (t,z),(t,z) € R si abbia

|f(t,x) = f(t,2)] < L]z — 2. (8.4.7)

Allora il problema a valore iniziale definito da (8.4.5-(8.4-6) ha

un unica soluzione definita nell’ intervallo [ty — 5,tg + (], con 8 <
min {a, %, %}
Il teorema di Weierstrass assicura l’esistenza del massimo M in quanto f é

continua e R ¢ un compatto.

Inoltre osserviamo che é possibile dare condizioni meno restrittive per (3, ov-

vero si puod provare che il teorema rimane valido se la condizione riportata si
e . b

sostituisce con 8 < min {a, 35 }.

Dimostrazione. Sia C(.J) lo spazio delle funzioni continue a valori reali definite
sull’intervallo J = [ty — B,to + O] e sia d la metrica, che genera uno spazio
completo, definita da

d(z,y) = max {J2(t) — y(O)} = [|o — vll (3:4.8)

Consideriamo il sottospazio X C C(J) costituito da tutte le funzioni z € C(J)
che soddisfano
|z(t) — x| < b, VE € J.

X é chiuso in C(J) e pertanto completo rispetto alla restrizione della metrica
d. definiamo il seguente operatore T': X — X:

T(z)(t) = zo + / f(T, .CE(T)) dr.

to
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L’integrale a secondo membro é ben definito per le ipotesi di continuita su f.
Per mostrare che 7" manda D in se stesso usiamo la limitatezza di f su R:

t
|T(2)(t) — x0] = ’/t f(r,z(r))dr| < M|t —to| < MB <b

Infine, proviamo che 7' & una contrazione usando la proprietd di Lipschitz
della funzione f:

IT()(t) - T()B)| = ‘ /t (F(ra(r)) = (7 2(r)] dr

< |t —tol max (L |z(r) = 2(7)| ) < LBd(z, 2).

la tesi segue se L3 <.

Dal momento che T' é una contrazione possiamo applicare il teorema di Ba-
nach: esiste ed & unico un punto fisso z = Z(t) € X dell’operatore T', ovvero
una funzione continua Z(t) definita su J che soddisfa

t
T(t) = 2o + / f(r,z(r)) dr.
to
ed inoltre T = Z(t) soddisfa evidentemente il problema a valore iniziale definito

da §13) o (E19)

Il teorema di Banach implica anche che la soluzione dell’equazione differenziale
¢ il limite della successione {x,,(t)},en definita dall’iterazione di Picard

t

Tpt1(t) = x0 + / f (7,2, (7)) dr. (8.4.9)

to

Osserviamo che la continuita di f & sufficiente (ma non necessaria) per l’e-
sistenza delle soluzioni ma non per l'unicitd . La condizione di Lipschitz é
sufficiente ma non necessaria. Ad esempio il seguente problema di Cauchy:

2 =323, 2(0)=0

ammette due soluzioni distinte z1(t) = 0 e z2(t) = t3. Si noti che la funzione
f(z) = 3x% non soddisfa la condizione di Lipschitz in nessun intorno di 0.

8.5 Applicazioni alle equazioni integrali

Vediamo infine come ¢& possibile dedurre teoremi di esistenza e unicita di
soluzioni di equazioni integrali dal teorema del punto fisso di Banach.
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Un’equazione integrale della forma
b
/ k(t, )x(r)dr = 2(t)

é detta un’equazione di Fredholm del primo tipo.

L’incognita & la funzione z(t) definita su un intervallo assegnato J = [a, b];
il kernel o nucleo dell’equazione ¢é la funzione k definita sul quadrato @@ =
[a,b] X [a,b] ed & una funzione assegnata, cosi come z(t), definita anch’essa su
J.

A questo tipo di equazioni non si riesce ad applicare direttamente il pro-
cedimento del metodo iterativo e quindi prendiamo in esame 1’equazione di
Fredholm del secondo tipo;

b
x(t) — u/ k(t,7)x(r)dr = 2(¢) (8.5.10)

dove p & un parametro assegnato.

Le equazioni integrali possono essere considerate su vari spazi di funzioni,
tuttavia in questa sezione assumiamo che (8.5.10) sia definita sulla classe
delle funzioni continue C(J), con la metrica usuale (8.4.8]).

TEOREMA 8.5. —Constderiamo un’equazione di Fredholm del secondo
tipo (8.5.10) con le notazioni e le restrizioni sopra introdotte.

Supponiamo inoltre che k € C(R) e z € C(J) e denotiamo M =
max{k(t,7): (t,7) € R}.
Se la costante p soddisfa

1

O] (8.5.11)

lul <

allora esiste ed é unica una soluzione (t).

La funzione T é il limite di una successione {x,},cn, del tipo itera-
tivo (8.2.1), dove xy é un’arbitraria funzione in C(J) e gli elementi
successivi sono definiti, per n € N, dalla seguente relazione

b
T (t) = 2(t) + u/ k(t, m)xn () dr.

a

Dimostrazione. Dalle ipotesi di continuitd su k e z risulta ben definita la
seguente applicazione T': C(J) — C(J):

b
T(x)(t) =2(t) +p / k(t,7)z(T)dT.
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Proviamo che l'operatore T' ¢ una contrazione rispetto alla metrica di C(J):

b
IT(2)(t) = T(y)(t)| = |pl / k(t, ) [x(1) — y(7)] dT
< [plM (b—a) rpea}{\x(t) -y}

Quindi, dato che p soddisfa la condizione (8.5.11f), si ha che 7" é una
contrazione su C(J). Dal teorema di Banach segue la tesi.

Consideriamo un equazione integrale di Volterra che ha la forma

x(t) — u/ k(t,m)x(r)dr = 2(¢) (8.5.12)

TEOREMA 8.6. —S% consider: l’equazione integrale di Volterra .
Se ze€ C(J) e k=k(t,7) € C(R), dove R é il triangolo {(t,7):a <t <
b,a < 7 < t}, allora esiste ed é unica una soluzione.

Dimostrazione. Definiamo ’operatore in C(J)

T(@) () = 2(t) + / k(t, T)a(r) dr € C(J)

che risulta ben posta per la continuita di k e z.

Il triangolo R é chiuso e limitato e dunque compatto: pertanto esiste M > 0
tale che |k(t,7)| < M per ogni (¢,7) € R.

Consideriamo la metrica (8.4.8) sullo spazio C(J) e otteniamo, in maniera del
tutto analoga a quanto fatto nella dimostrazione precedente, la relazione

IT(2)(t) ~ T)®)] < |ul M (¢ — a) d(z, ), (8.5.13)

che tuttavia non e sufficiente a concludere che 7' é una contrazione. Dimostria-
mo che esiste m € N tale che T™ é una contrazione e questo ci permettera di
concludere, grazie al Corollario [2] I'esistenza e unicita della soluzione.

Proviamo, per induzione, che per ogni m > 1 vale la seguente relazion(ﬂ

T @)(0) ~ 7)) < 2 O

: d(z,y). (8.5.14)

La base dell’induzione ¢ data da (8.5.13) quindi tenendo conto che 77! (z) =
T(T"(x)) si ha

2 In realta la relazione ¢ valida (banalmente) anche per m = 0, se definiamo T°
come la funzione identita.
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[T () (8) — T () (8)] = |1l / k(t,7) [T™ (@)(r) — T™ (4)(7)] dr

! m m’riam
<|H|M/ ™ M %d(xay)dT

|m+1Mm+1 (t B a)m+1

(m+1)!
Deduciamo ora dalla (8.5.14])), usando il fatto che ¢ < b e poi considerando il
massimo per ¢t € J nel primo membro, la diseguaglianza

d(T™(x), T™(y)) < amd(z,y)

dove a, = |p|™M™ (b — a)™/m!. Poiché a, b, M e u sono fissi, é evidente che
per m sufficientemente grande si ha «,, < 1. Esiste quindi un valore per cui
T™ & una contrazione e questo conclude la dimostrazione.

= |p d(z,y).

8.6 Il teorema del punto fisso di Brouwer

In questo capitolo presentiamo il Teorema del punto fisso di Brouwer, un cele-
bre risultato che trova numerose applicazioni in diversi rami della matematica.
Ha infatti rilevanti conseguenze nell’ambito della teoria delle equazioni diffe-
renziali, della topologia algebrica e differenziale e della teoria dei giochi. Non
& dunque una sorpresa ’esistenza di dimostrazioni che poggiano su argomenti
diversi e apparentemente scollegati tra loro: la dimostrazione che maggiormen-
te si adatta agli argomenti trattati in queste note, ovvero una dimostrazione
di carattere analitico.

Diamo ’enunciato del teorema ed alcune considerazioni generali.

TEOREMA 8.7. —Siano K un sottoinsieme convesso e compatto di R
e [: K - K una funzione continua. Allora f ha almeno un punto

fisso.

Innanzitutto osserviamo le differenze tra questo risultato ed il Teorema del
punto fisso di Banach. Nel Teorema di Brouwer abbiamo delle restrizioni sul
dominio della funzione e non ¢é pit garantita I'unicita del punto fisso. Tuttavia
non é piu richiesto che ’applicazione in questione sia una contrazione ma é
sufficiente che sia continua.

OSSERVAZIONE 8.1. —

o L’impossibilita di provare ’unicita del punto fisso nelle ipotesi
del Teorema di Brouwer segue immediatamente dal caso della
funzione identita da K in K. Altri semplici esempt possono de-
riware, per K opportuno, dalla simmetria rispetto ad una retta,
un piano o un altro sottospazio.
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o Il Teorema di Brouwer é un risultato non costruttivo mentre,
come abbiamo visto, il Teorema di Banach offre una procedura
iterativa che permette di ottenere un’approssimazione del punto
fisso e di stimare l’errore.

e Inoltre, vale la pena osservare che per N =1, K é& un intervallo
chiuso [a,b] e il teorema afferma che una funzione continua f
ammette sempre un punto fisso, infatti dal teorema degli zeri:
considerata la funzione continua g(x) = f(zr) — z st ha g(a) =
fla)—a>0eg(b) = f(b)—b<0.

8.7 Dimostrazione del Teorema di Brouwer

Diamo il Teorema di non-retrazione della superfice sferica sulla sfera per
applicazioni di classe C*.

In topologia si chiama retrazione di uno spazio topologico X in suo sottospazio
M un’applicazione continua di X in M che vale I’identita in M.

TEOREMA 8.8. — Sia f: B(0,1) — 90B(0,1) di classe C'. Allora esiste
x € 0B(0,1) tale che f(z) # .

In altre parole non esiste un’applicazione f: B(0,1) — dB(0,1) di classe C!
che vale Iidentita su 0B(0,1).

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che per ogni z € 9B(0,1) si abbia
f(z) = z. Per ogni t € [0, 1] definiamo:

fe(x)=Q =)z +tf(x)

La funzione f; va ad B(0,1) in B(0, 1) ed inoltre & una retrazione dal momento
che la restrizione di f; a 0B(0,1) & Iidentita .

Sia

¢ = max {||Df(@).x € BO.D}

dal momento che

1f (@) = f(y)ll < Cllx —yl|

segue

fe(@) = fe@Il = (L =)l —yl[ = tl[|lf () = FII = (1 —t) = C)[|z —y]|
Quindi, per 0 <t < 1-&-%’ ft € iniettiva, e dal momento che f; & 'identita su
0B(0,1) si ha che f;(B(0,1)) C B(0,1).

Calcolando il gradiente di f; per 0 <t < H%, si ha
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Dfi(z) = (1 — ) +tDf(z) = (1 —t) <1 + 1’5_th(1~)) .

Proviamo che ||Df;]| > 0, infatti

105l = (1= 0l = (527N ) 112 11l - 105 0.

Segue che per questi valori di ¢, D f;(z) é invertibile per ogni x. Per il teorema
d’inversione locale segue che f; & un diffeomorfismo locale su B(0, 1) e quindi
I'immagine di B(0,1) tramite f; ¢ un aperto di B(0,1).

Proviamo che f; ¢ anche surriettivo e che f;(B(0,1)) = B(0,1) e dal momento
che f;(0B(0,1)) = 0B(0,1) basta provare che f;(B(0,1)) = B(0,1).

(
Supponiamo per assurdo che f;(B(0,1)) € B(0,1) ed esiste § € B(0,1) —
fi(B(0,1)).
Per yo € f1(B(0,1)), definiamo
so=inf{s>0; ys=(1—35)yo+s7 ¢ f:(B(0,1))}

L’insieme f;(B(0,
contenuto in f(

fi(B(0,1)))-

. 1 S . .
Denotiamo s, = sg — — e consideriamo la successione definita da

h
Ys, = (1 = sn)yo + sny € fi(B(0,1))

1)) & un aperto ed esiste un intorno di yo interamente
(0,1)), quindi s > 0 ed inoltre sg # 1 (poicheé y ¢

che converge a y,, € quindi esiste xj, tale che

fi(zn) = ys, — Vso-

Poiche (z5,) € B(0,1) ha un estratta convergente a zy € B((,0),1).

Dalla continuita di f; segue che fi(xo) = ys,-

Proviamo che xo ¢ 0B(0,1). Se zg € 9B(0,1) si ha che fi(zg) = zo = ys, €
0B(0,1) e dal momento che tutto il segmento ys; = (1 —s)yg+ sy C B(0,1), si
avrebbe che sp = 0. Allora x ¢ interno a B(0, 1) ed esiste quindi un intorno di
I di g contenuto in B(0,1) e la sua immagine f;(I) C f+(B(0,1) & un intorno
di ys,, visto che f; & continua.

L’ultima affermazione implica che esiste s; > s tale che y, € f¢(B(0,1)) per
ogni t € [so, s1] e questo contraddice la definizione di sq.

Abbiamo quindi provato che per 0 <t < 1=, fi € un C'-diffeomorfismo di
B(0,1) in sé. Poniamo

H(t) = / det D fi(x)dzx,
B(0,1)
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dal momento che det Df; # 0 intorno a 0 e f;(B(0,1)) = B(0,1), dal
cambiamento di variabili segue che il valore di H(¢) non dipende da ¢, infatti

H(t) _/B(O’l) dz = |B(0,1)].

Da altra parte il valore di H(t) nella variabile ¢ ¢ un polinomio di grado
inferiore o uguale a n e quindi si deve avere H(1) = H(0) = |B(0, 1)|.
Si arriva all’assurdo che det Df; = det Df # 0 contro il fatto che f & una

retrazione e quindi deve essere det D f = 0, perché in caso contrario 'immagine
di un sottoinsieme di B(0, 1) non potrebbe essere un insieme con interno vuoto.

Dimostrazione del Teorema

PAsso I. cominciamo con il provare che se il risultato vale per tutte le sfere
chiuse B(0, R) con R > 0 allora é valido anche per tutti i sottoinsiemi convessi
e compatti K di RV.

Sia f : K — K, poiché¢ K é limitato, esiste R > 0 tale che K C B(0,R)
e poiché K é convesso e chiuso, risulta ben definita e continua la proiezione
px che associa ad ogni y € RY quell’elemento x € K tale che ||y — z|| =
infrer [ly — Kl|-

Pertanto 1’applicazione composta f o px ¢ ben definita e continua da B(0, R)
in K e in particolare da B(0, R) in sé.

Quindi, supponendo che il teorema valga per le sfere chiuse, esiste z € B(0, R)
tale che Z = fopk (Z). Dato che f ¢ a valoriin K vuol dire che Z € K e dunque
pi(Z) = Z. Segue che & = f(Z), ossia T & un punto fisso per f: K — K.

Passo II. Proviamo che se il teorema é vero per B(0,1) allora & vero per le
sfere chiuse di raggio R > 0. La funzione continua

g: B(0,1) — B(0,1)
Tz — %f(Rx)

ammette un punto fisso £ € B(0,1). Segue che § = RZ ¢ un punto fisso per
f: B(0,R) — B(0, R). Infatti si ha

f(y) = f(RT) = Rg(T) = Rz = .

Passo III. Supponiamo che f sia di classe C'. Definiamo la funzione definita
in B(0,1)di classe C:

_z—[f(x)
"= o=@
che ha valori in 9B(0, 1).

Consideriamo la retta che passa per z con direzione u(x). Questa retta incon-
tra 0B(0,1) in due punti, denotiamo con g(x) il punto di intersezione dal lato
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di z su tale retta. Ovviamente g ha valori in dB(0,1). Proviamo che anche
g€ CL.

Per costruzione g(z) = = + t(z)u(x) con la funzione t(z) € R che si ricava
imponendo che

lg(@)II? =1 = ||zl + 2t(2) (2, u(@)) + t*(z) =1 =0

e si ottiene:

t(z) = —(z,u(@)) + /1~ 2]} + (2, u(x))?.

Quindi ¢ é una funzione ben definita essendo la soluzione di un polinomio di
secondo grado ed ¢ di classe C!(R), di conseguenza anche g € C'(B((,0),1).
Inoltre se ||z|| = 1,si ha t(x) = 0 e quindi se € 0B(0,1) allora g(z) = z,
che ¢ in contraddizione con il teorema [R.8| della retrazione. PAsso IV. Sia
f un’applicazione solo continua di B(0,1) in B(0,1) e supponiamo che non
ammetta un punto fisso. Di conseguenza esiste o > 0 tale che

[lx — f(2)|| > «, Va € B(0,1)

Per il teorema didensita di Weierstrass esiste un’applicazione polinomiale 5 :
B(0,1) — R™, di classe C*(RY) tale che

If(z) —h(2)]| < -, VzeB01).

o[ R

Di conseguenza,

le = h(a)l| = 5, Vo eBO1)

e quindi anche A non possiede punti fissi, in contradizione con quanto abbiamo
dimostrato nel passo precedente.

8.8 Teorema del punto fisso di Schauder

Presentiamo adesso un esempio dovuto a Kakutani che mostra che che in 2 si
riesce a costruire una operatore continuo che lascia invariata la palla unitaria
ma non ha punti fissi.

OSSERVAZIONE 8.2. — Consideriamo lo spazio (*(R) delle successioni
di numert reali a quadrato sommabile, ovvero costituito da tutt: gli
elementi © = (zg,x1,22,...) tali che

0o 3
ol = (z |) <.

n=0

e definiamo la seguente applicazione in 1> in sé
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T(z) = (;(1 —lz|f?), z1, z2, ... )

per ogni v = (1,79, ....) € I>. Proviamo che T é continua, infatti:
1
4

IT(@) = T@)I12 = 5 [l = llgl?])” + Iz — ylI2, (8.8.15)

ed inoltre Uinsieme {z € 1 : ||z|| < 1} € invariante. Infatti per ||z|| <
1 st ha

@) = [1@ - ||x|2>} P <1

2
dal momento che la funzione g(t) = 1 — X(1 — )2 — t* € positi-
va e decrescente nell’intervallo [0,1]. Si vede che T non ha un
punti fisso T(xg) = x9 nella palla unitaria. Se ||zg||] = 1 allo-
ra T(zo) = (0,21,22,....), st avrebbe zo; = 0 per ogni j e quin-
di ||zg|| = 0. Net punti interni la palla, se ||zg|l|] = o < 1 allora

T(xo) = (3(1 —a?),3(1 — a?),....), che é assurdo visto che z, € I*.

Il Teorema di Heine-Borel da una caratterizzazione dei sottoinsiemi compatti
di uno spazio a dimensione finita: K C R™ & compatto se e solo se é chiuso
e limitato. L’esempio di Kakutani ci dice quindi che, se vogliamo estendere il
Teorema di Brouwer al caso infinito-dimensionale, non ¢ sufficiente supporre
che l'insieme nel quale cerchiamo un punto fisso sia chiuso e limitato. Pre-
sentiamo le due versioni del noto teorema di punto fisso di Schauder ed in
entrambi i casi un’opportuna ipotesi di compattezza ci permette di costrui-
re una successione di opportuni spazi di dimensione finita e di applicare a
ciascuno di essi il Teorema del punto fisso di Brouwer.

Vale il seguente Teorema del punto fisso di Schauder:

TEOREMA 8.9. —Sia X uno spazio di Banach, K C X é convesso e
compatto e T: K — K é un operatore continuo, allora T ammette
un punto fisso su K.

Dimostrazione. Fissiamo un numero reale € > 0. Poiché K é compatto
esistonon € Ne zq,...,2, € K tali che

K C Lj B(zj,¢).

j=1
Denotiamo con F. lo spazio vettoriale generato da {z1,...,2,_} e per j =
1,...,n. definiamo le funzioni b; : K — R definite per da

bj(w) = (e — llo — ;)"

Se = appartiene a K allora esiste j € {1,...,n.} tale che x € B(xzj,¢) e
dunque b;(z) > 0. Denotiamo
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B() = S bi()
j=1

e definiamo

- bj(@)

G.(z) = Z Blo) (8.8.16)
Jj=1

Osserviamo innanzitutto che, per ogni = € K, si ha

[Ge(z) — || <&, (8.8.17)

infatti

162ta) — 2l = |35 58 0 — ) = |3 Dy - )| <

e bj X e bj X
< ; Bgmi |z —z|| < ; ngi £=c¢.

per ogni x € K si ha che G¢(z) ¢ una combinazione lineare e convessa di
X1,...,%n, € quindi G.(x) € E. N K, dunque G.(K) C E.NK.
Inoltre la funzione G. é continua e possiamo quindi applicare il Teorema di

Brouwer alla funzione G, o T' che mappa il convesso compatto F. N K in sé:
esiste . € £ N K tale che

Ge(T(ze)) = xe.

Consideriamo allora ¢ = %, h € N otteniamo quindi una successione di punti
xp, ciascuno dei quali é un punto fisso per applicazione G}, o T' definita su
E;, N K quindi Gp(T(zp)) = xp. Da questa successione, per la compattezza
di K, possiamo estrarre una sottosuccessione, che indicheremo ancora con xp,
convergente ad un elemento zg. Per la continuita di 7', la successione T'(zp,)

converge a T(zg). Da (8.8.17):

2

llzn = T(zo)ll < |Ga(T(xn)) = T(@n)l| + [|T(zn)) = T(@o)ll < 7,

quindi
To = li’Iln xp = T(x0).

Nella seconda versione del Teorema di Schauder ci si limita a chiedere che
I'insieme K sia chiuso e limitato, e l'ipotesi di compattezza viene richiesta
sulla funzione.

Per completezza, richiamiamo la definizione di operatore compatto:
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DEFINIZIONE 8.2. —Un’operatore continuo T da uno spazio di Banach
X in sé si dice compatto (o anche completamente continuo) se
manda insiemi limitati in insiems relativamente compatti. Ovvero,
se per ogni B C X limitato di X si ha che T(B) é compatto.

Diamo ora il Secondo Teorema del punto fisso di Schauder:

TEOREMA 8.10. —Sia X wno spazio di Banach. Se K C X é convesso,
chiuso e limitato e T: K — K é un operatore compatto, allora T
ammette un punto fisso su K.

Dimostrazione. L’insieme T(K) & 'immagine del limitato K e quindi é rela-
tivamente compatto in X. Fissato € > 0, dato che T'(K) ¢ compatto, esistono
ne € Newy,...,v, € T(K) C K tali che

T(K) C T(K) C fj B(v;,€).

Sia E. lo spazio generato da {vi,...,v,_} e per u € T(K) C K possiamo
definire:
bj(u) = (e — lu—v;|)*

o e bj (u) )
Gelw) = 2 S biw)

per ogni u € T(K) G.(u) & combinazione lineare e convessa di {v1,...,v,_ } €
T(K) C K e quindi si ha G.(T(KNE.)) C KN E.. Dal momento che GcoT
é continuo, dal Teorema di Brouwer esiste z. € E. N K tale che

Ge(T(ze)) = ze.

Osserviamo poi che vale la seguente stima per ogni x € K:

IG-(T (@) - T(@)| = | > ’;3‘7)
nj=1 (8.8.18)

Consideriamo la successione di numeri reali strettamente positivi e, = % ed
ad ognuno di essi associamo un elemento z;, € ENK tale che Gy (T (1)) = xp,.-
La successione di elementi T'(z,) € nel compatto T'(K) e quindi ammette una
sottosuccessione, che indicheremo ancora con T'(xy), convergente a g € T(K).

Da (8.8.18)) si ha

2
[lzn — zo|| = |Gr(T(z1)) — 0|l < ||zn — T(zp)|| + || T (2h) — z0]| < m
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quindi z;, — xo ma per la continuita di 7', che T'(x,) tende a T'(z), possiamo
concludere, per 'unicita del limite, che T'(z¢) = 0.

In molte applicazioni del Teorema di Schauder lo spazio di Banach considerato
¢ lo spazio delle funzioni continue C(A) con A C R™ con 'usuale norma || f]| -

Dato che per poter applicare il Teorema di Schauder dovremo essere in gra-
do di stabilire se un dato sottoinsieme di C(A) é compatto, percompletezza,
riportiamo ’enunciato del Teorema di Ascoli-Arzela :

TEOREMA 8.11. — Sia K C R™ un insieme compatto. Allora un insieme
S C C(K) e relativamente compatto in C(K) se e solo se le funzioni
in S sono uniformemente limitate ed equicontinue su K.

Denotiamo con I l'intervallo [0,1] C R, e sia K(t,s) una funzione continua
in I x I e f(s,z) continua e limitata per I x R. Proveremo che la seguente
equazione integrale

u(t) = /0 K(t,s)f(s,u(s))ds (8.8.19)

ammette almeno una soluzione @ € C°(I).

Definiamo 'operatore
1
T:ueC%I)— / K(t,s)f (s,u(s))uds.
0

Proviamo che T(C°(I)) c C°(I) e quindi che per ogni u € CY(I) si ha T'(u) €
co(I)
Dalle ipotesi segue che esiste B > 0 tale che |f(s, z)| < B per ogni (s, z) € I x

R. Inoltre il nucleo K é continuo sul compatto I x I e dunque & uniformemente
continua: per qualsiasi scelta di € > 0, esiste § > 0 tale che

9
[K(2,5) = K(to,s0)] < 55 se [[(t,5) = (to, s0)ll <0

e di conseguenza, per ogni u € C°(I), per |t — to| < J si ha

T)(0) = T((to)| = | [ ((0.) = Ko, ) 1 (s,0(5)) ds

X (8.8.20)
< B/ |K(t,s) — K(to,s)|ds < e
0

quindi T'(u) € C(I).

Proviamo che esiste S C C°(I) tale che T'(S) C S. Consideriamo la sfera
chiusa
S={uelC’():|u| <D}

dove D é una costante reale positiva che sceglieremo in seguito.
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Sia M il valore massimo assunto dalla funzione K (¢, s) continua nel compatto
I x I, siha

T () (2)] < / K (t,9)] | £(s,u(s)| ds < BM

e quindi basta sceglier D = M B.

Per poter applicare il secondo del Teorema di Schauder con X = C(I), K = S
e F' =T, dobbiamo provare che T é continuo e compatto su S.

Dalla definizione di D segue che |u(t)] < D per ogni t € I e la continuita
di f sul compatto I x [—D, D] implica che f & uniformemente continua su
I x [-D, D]. Pertanto per ogni € > 0 esiste ¢ > 0 tale che

[F(5:2) = F(so,20)| < 37 se [1(5,2) = (s0.20)[| < &

Quindi, comunque si scelgano ui,us € S con la condizione che ||u; —usz|| < 0,
avremo che

T (u1)(t) = T'(us)] S/O [K (2, 8)[[(f(s,u1(s)) — f(s,uz(s)[ds < (8.8.21)

<M / (5 ua(8) — F(5,ua(s))] ds < e,

passando al sup al primo membro, si ha che T' é un operatore continuo. Dal
Teorema di Ascoli-Arzela segue che T é compatto, infatti le funzioni in §
sono uniformemente limitate e per equicontinue, quindi il Teorema di
Schauder implica che T ha un punto fisso e di conseguenza ’equazione (8.8.19)
ha una soluzione in S.

8.9 Il teorema del punto fisso di Schaefer

In questa sezione presentiamo il Teorema del punto fisso di Schaefer, che puo
essere interpretato come un’altra versione del teorema diSchauder ed é talvolta,
chiamato Principio di Leray-Schauder.

Un operatore T da uno spazio di Banach X in sé si dice compatto per suc-
cessioni se, data una qualsiasi successione limitata di elementi in X, I'imma-
gine di tale successione tramite 7" ammette una sottosuccessione convergente.

TEOREMA 8.12. —Sia X wuno spazio di Banach, che T: X — X sia un
operatore continuo e compatto tale che l’'insieme

A= U {zeX z=X(2)}

0<A<1

sta limitato. Allora T ha un punto fisso.
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Dimostrazione. Per I'ipotesi di limitatezza su A esiste R > 0 tale che
|lz]| < R, VzeA (8.9.22)
Definiamo l'operatore U: X — X:

T(z) se [T(z)]| <R
Ulw) = T(z)R
HT("(LZE)T\ se [|T'(z)]| > R.
Osserviamo che per ogni z si ha ||U(z)|| < R. Proviamo che U & compatto.
Si vede che U(x) = F(T(z)) dove

y se [lyl <R

F(y) = o

i se llvl > R.

L’operatore F' é continuo e dal momento che T é compatto quindi anche
U é compatto. Consideriamo B(0,R) in X la sfera e denotiamo con K la
chiusura dell’inviluppo convesso di U(B(0, R)), cioé il piu piccolo convesso
che contiene U(B(0, R)). L’insieme K & convesso, chiuso e limitato e quindi
possiamo allora applicare il Teorema di Schauder all’applicazione U: K — K
e dedurre esistenza di un punto zo € K tale che U(xg) = z(. Se proviamo
che ||T(x0)|] < R segue che z( ¢ anche un punto fisso di 7' . Supponiamo che
IT(x0)|| > R, allora

2o = Ul(zo) = (B/||T(x0)|)T (o),
quindi zy € A, dal momento che R/||T(x)|| < 1. Inoltre
llzol| = U (xo)ll = R

in contradizione con la scelta di R in (8.9.22).

Osserviamo, che per applicare il Teorema di Schaefer non é necessario provare
che I'insieme di definizione sia convesso o compatto. Il teorema vale se si riesce
a provare una stima a priori sui possibili punti fissi di AT.

8.10 Applicazione del Teorema di Schaefer alle equazioni
differenziali a derivate parziali non lineari

Illustriamo con un esempio come & possibile applicare il Teorema del punto fis-
so di Schaefer alla risoluzione di equazioni alle derivate parziali. Consideriamo
il seguente problema ellittico quasi-lineare
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—Au+b(Du)+pu=0 z€
(8.10.23)

u=0 x€df

dove {2 & un aperto limitato con frontiera 92 di classe C?, i ¢ un numero
reale e b: R™ — R é una funzione regolare e lipschitziana ed esiste pertanto
una costante c; tale che per ogni £ € R"

D) < er(l€]+1) (8.10.24)

vale il seguente teorema di esistenza:

TEOREMA 8.13. — Se u > 0 é sufficientemente grande allora esiste
una soluzione debole v € W22(2) "W, *(2) dell’equazione (8.10.23):

/DuD@dx—i—,u/ wpdm:—/ b(Du)pdz, Yoe Wi2(2) (8.10.25)
(9] (%} 2

Alla dimostrazione del teorema premettiamo il seguente teorema di esisten-
za e regolaritd per le soluzioni ellittiche lineari, per la cui dimostrazione
rimandiamo a Brezis:

TEOREMA 8.14. —Assegnato il problema di Dirichlet

—Aw+pw=f x€
(8.10.26)

w=0 x€df?

con §2 & un aperto limitato con frontiera 052 di classe C* e f € L*(12),
esiste un unica soluzione debole w € W, (2) N W?>2(12) di (8.10.26) e
vale la seguente maggiorazione:

lwllw220) < cllfllzzo) (8.10.27)
e la costante ¢, dipende da (2.

Diamo la prova del del Teorema [8.13

Dimostrazione. Per u € Wy*(£2), denotiamo f = —b(Du) e osserviamo che

f € L3(02) per la condizione (8.10.24). Infatti
|f(@)] < [b(| Du(@)])] < e1 (1 + [Du(z)])

e, poiché u € W01’2(Q), segue che f € L2(f2). Per questa scelta di f sia
w € Wy 2(£2) N W22(£2) Punica soluzione debole del problema, che esiste per
il Teorema [8,10.26] di

{—Aw—&—,uw—f——b(Du) x €2

(8.10.28)
w=0 z€dfN
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ed inoltre vale la stima:
[wllw22(2) < alb(Du)||r2(0) < c2(1+ || Dullz2(0) (8.10.29)
Definiamo quindi ’operatore
A: W2 (02) — W, (0)
tale che
u € W&’Q(Q) — T’unica soluzione w € WOM(Q) del problema

Da (8.10.29) segue che:
HA(U)Hsz(_Q) S 02(1 + ||Du||L2(Q)) (81030)

Proviamo che 'operatore A é continuo e compatto.

Sia uj una successione convergente a u in WO1 2. Definiamo la successione
wy = A(uy) e dalla stima (8.10.30) e dalla convergenza di Duy in L2(£2),
segue

[willw22(0) < c2(1 4[| Dugl[2(£2)) < e3(1 4[| Dul|2(£2))

Dal teorema di immersione negli spazi di Sobolev, dal momento che W?22(£2)
¢ immerso con compattezza in W, *(£2), si ha che esiste un’estratta di {we, }
di {wy} convergente nella topologia forte di Wy?(£2) a w.

D’altra parte ogni wy; € una soluzione debole del problema (8.10.28) associato
a uy,; e dunque

/ (Dwi, D + pwy, @) do = —/ b(Duy,)pdz, Ve W01’2(Q).
Q Q

Dalla convergenza della successione wy; e applicando il teorema della conver-
genza dominata alla successione b(Duy; ), passando al limite, si ottiene

/ (DwDyp + pwy) dz = —/ b(Du)pdz, Vo€ Wy?(RQ).
Q 2

Quindi w & una soluzione debole del problema (8.10.28) associato a u e dunque
w = A(u), si pud concludere che la successione A(uy) — A(u) in Wy e quindi
A é continuo.

Con un procedimento simile si dimostra che A ¢ compatto. Supponiamo {u}
. .. . 1.2 ..
una successione limitata in Wy e quindi

|A(ur)lw22(2) = lwkllwzz20) < C

Possiamo allora estrarre una sottosuccessione wy; convergente nella topologia
L 12 . o . 1,2
forte di Wy™" e quindi che A(ug,) = wy, converge in Wy~
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Infine proviamo che, se p é sufficientemente grande, 'insieme

1= {uEWg’z(Q):u:)\A(u)}

0<A<1
¢ limitato in W, ">, Sia u € W, "?(£2) tale che
u=AA(u), con 0 <A <1
quindi A(u) = u/A & una soluzione debole del problema
—Au + pu = —Ab(Du).

Dalla definizione di soluzione debole, prendendo ¢ = u € Wol’z(.Q) si ottiene:
/ (Du - Du+ pu-u)de = —/\/ b(Du) - udz. (8.10.31)
Q Q
Dall’ipotesi (8.10.24) su b(¢) e dalla disuguaglianza di Cauchy, si ha

/b(Du)-udxgcl/(1+|Du|)~|u|dx (8.10.32)
2 (9]

1
§01|Q|—|—C'/ |u|2dx+f/ | Dul? do
7 2Ja
Da (8.10.31) segue:
1
/ |Du|2dx+u/ lu|? dz < f/ |Du|2d:c+C’/ |u|? dz 4 ¢1]92|. (8.10.33)
0 o 2 )0 o

e quindi si ottiene

1/ |Du|2dx+(u—0))/ 2 dz < 12|

2Ja o

con una costante C' indipendente da \. Quindi per u sufficientemente grande
gli elementi dell’insieme A sono limitati nella norma di W2(£2). Dal Teorema
di Schaefer segue che A ha un punto fisso e quindi esiste ug € Wy*>(£2) tale
che A(ug) = wo, ovvero ug é soluzione debole del problema e di
conseguenza una soluzione del problema di classe W22((2).
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