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Capitolo 1

Complementi

1.1. Limite inferiore e limite superiore

Sia {ap }nen una successione numerica. Si definiscono allora il limite infe-
riore e superiore , rispettivamente con

liminf a,, = sup inf a,, limsupa, = inf sup a,.
n—00 k>1n>k n—00 k>1 >k

A volte si usano i simboli lim’ o lim per il limite inferiore e lim” o lim
per il limite superiore. Si osservi che le successioni

by = inf a, e ¢ =sup a,
n>k n>k

sono una crescente e ’altra decrescente, per cui si puo scrivere:

liminf a, = lim inf a,, e limsupa, = lim supa,.
n—00 k—oon>k n—00 k—00 >k

Esempio 1.1.1. (i) Se a, = (—1)", allora by = —1 e ¢, = 1 per ogni k € N
e quindi liminf a,, = —1 e limsupa, = 1.

(ii) Se an = (—1)"/n, osserviamo che bog11 = —1/(2k+1) e cop, = 1/(2k)
e quindi liminf a,, = lim by = lim bgx11 = 0 e limsup a, = lim ¢ = lim o, =
0.

Proposizione 1.1.2 (Caratterizzazione nel caso finito). Sia L € R; allora

limsupa, = L
n—oo

se e solo se si verifica che
(i) per ogni e > 0 esiste N tale che a, < L+ ¢ per ognin > N;
(ii) per ogni k € N esiste ny, > k tale che a,, > L —¢.

1



2 1. Complementi

Analogamente

liminfa, = L
n—oo

se e solo se si verifica che
(i) per ogni e > 0 esiste N tale che a, > L — ¢ per ognin > N;
(ii) per ogni k € N esiste ny > k tale che a,, <L +¢.

Dimostrazione. (=) Per ogni € > 0 esiste N tale che ¢y < L + ¢ e quindi
an < L+ ¢ per ogni n > N. Inoltre L —e < L < ¢, per ogni k € N e quindi,
per ogni k € N esiste nj, > k tale che a,, > L —¢.

(<) Se per ogni € > 0 esiste N tale che a,, < L + ¢ per ogni n > N
risulta che ¢y < L + €. Inoltre, se per ogni k € N esiste ny > k tale che
ap, > L — ¢, si avra che ¢, > a,, > L — ¢ e quindi, se k& > N, avremo
L—e<c¢, <cy <L+e,cioe la tesi. O

Proposizione 1.1.3. Risulta che liminf a,, < limsup a,,.

Inoltre, liminf a,, = limsup a,, = L se e solo se lima,, = L.

Dimostrazione. La prima affermazione ¢ ovvia. Dimostriamo la seconda.

(=) Se liminf a,, = +o00, allora by — +00 se k — 400 e quindi, per ogni
M, esiste N tale che ax > b, > M per ogni k > N e percio lima,, = +oo. Si
procede analogamente se limsup a,, = —oo.

Se invece liminfa, = limsupa, = L, dalla proposizione precedente,
per ogni € > 0 esistono Ny ed N tali che a,, < L 4+ ¢ per ogni n > Nj e
an > L — e per ogni n > Nj. Posto N = max(Ni, N2), se n > N, avremo
L—e¢<a,<L+e.

(<) Per ogni € > 0 esiste N tale che L —¢ < a, < L+¢esen > N,
dunque L — ¢ < liminfa, < limsupa, < L + €. Per arbitrarieta di ¢ si
conclude. U

Proposizione 1.1.4. Ogni successione ha una sottosuccessione che conver-
ge al limite superiore (o inferiore).
Dimostrazione. Per ogni sottosuccessione {a,;} di {a,}, si ha
lim sup a,,; < limsup ay,.

D’altra parte, scelto € = 1, esiste ny > 1 tale che a,, > limsupa, — 1;
scelto e = 1/2, esiste ny > ny tale che a,, > limsupa, — 1/2, e cosi via;
esiste quindi una successione di indici n; < ny < - < ng < --- tali che
an, > limsupa, — 1/k per ogni k € N. Percio liminf a,, > limsupa,. O

Concludiamo questo paragrafo con alcune definizioni. Siano A C RY,
f:A— R esia zg un punto di accumulazione di A.

liminf f(z) = lim  inf  f(2),
3

T—T0 o+ T€EA
0<|z—zqg|<d
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limsup f(z) = lim  sup  f(x).
T—x0 6—0+ zEA
0<|z—zqg|<d

Sia {E,}nen una successione di insiemi in RY. Si definiscono

o0 o0

/_ . . _

E —hnrr_1>1£fEn— U ﬂ Ey,
n=1k=n

E" =limsup I, = ﬁ DE
= Pilp = n-

n—00 n=1k=n

Se E' = E” si dice che la successione {E,, },en converge.

1.2. Cardinalita e insiemi numerabili

Il concetto fondamentale per introdurre la cardinalita & quello di corrispon-
denza biunivoca, cioe di applicazione f : A — B iniettiva e suriettiva.

Due insiemi A e B sono equipotenti (oppure si dice che hanno la stessa
cardinalita) se esiste una corrispondenza biunivoca tra A e B. In tal caso si
scrive

La relazione di equipotenza € una relazione di equivalenza (riflessiva,
simmetrica e transitiva) e la cardinalita di un insieme puo essere pensata
come la classe di equivalenza alla quale esso appartiene.

Un caso particolarmente semplice € costituito dagli insiemi finiti per i
quali la cardinalita coincide con il numero di elementi dell’insieme.

Un insieme & finito se & equipotente a I, = {1,2,...,n} per qualche
n € N. L'’intero n ¢ allora la cardinalita dell’insieme.

Osservazione 1.2.1. (i) Gli insiemi finiti non sono equipotenti a nessun
loro sottoinsieme proprio, cio¢ se A ¢ finito e B C A allora C(B) < C(A).
(ii) L’insieme delle parti di un insieme di cardinalita n ha cardinalita 2™.

Un insieme A si dice infinito se non esiste alcun n tale che A sia equi-
potente a I,.

L’esempio piu semplice di insieme infinito ¢ N. Infatti, se esso fosse
finito e B C N, allora C'(B) < C(N), cioé non esisterebbe alcuna f: B — N
biunivoca. Invece I'insieme 2N dei numeri pari € un sottoinsieme proprio di
Ne f:N — 2N tale che f(n) = 2n & biunivoca.

Un insieme si dice numerabile se puo essere messo in corrispondenza
biunivoca con N. Si dice che un insieme € al pit. numerabile se &€ numerabile
o finito.
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Osservazione 1.2.2. (i) Ogni sottoinsieme B di un insieme numerabile A
e al pitt numerabile (B non e altro che una successione estratta da A).

(ii) L’unione numerabile di insiemi finiti ¢ numerabile.

Infatti, se Ay,..., A,,... sono finiti, possiamo definire tra la loro unione
e N la corrispondenza biunivoca A; <> {1,--- ,n1}, Ay <> {n1+1,--- ,n1 +
nat, -

Esempio 1.2.3. Q ¢ un insieme numerabile.

E chiaro che basta dimostrare che 'insieme dei razionali positivi ¢ nu-
merabile.

(i) Ogni numero razionale positivo 7 si puo scrivere nella forma r =

con m e n interi primi tra loro. Definiamo l'altezza di r, con h(r) = m + n.
Per ogni k£ naturale esistono al pit k& — 1 razionali con altezza k, quindi
I'insieme dei numeri razionali positivi ¢ unione numerabile di insiemi finiti.

(ii) Un’altra dimostrazione ¢ quella illustrata in figura.

/ / 3—=14 5... denominatore = 1
92 . . denominatore = 2

5/3 7/3 . . denominatore = 3

14 3/4 5/4 7/4 94 . . denominatore = 4

Figura 1. Processo di diagonalizzazione.

Proposizione 1.2.4. Se A ¢ un insieme numerabile, l’insieme Sa delle
successioni finite di elementi di A ¢ numerabile.

Dimostrazione. Sia A = {a;};en; allora Sg = {(a;,,...,0a;5,), k €N, aj, €
A}

Sia {pl,pg, <.y Pn, ...} lasuccessione dei numeri primi. Associamo 'inte-
o pjllpé2 . p{c ad ogni (aj,,...,a;,) € Sa. Tale corrispondenza ¢ biunivoca.
[l

Corollario 1.2.5. Le coppie ordinate di numeri naturali sono un insieme
numerabile. Quindi Q ¢ numerabile.
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Proposizione 1.2.6. L’unione di una infinita numerabile di insiemi nume-
rabili ¢ numerabile.

Dimostrazione. Si usa il processo di diagonalizzazione sulla lista:

Ay = {a11, 012,013, ..., a1, - . .},

Ay = {ag1,a22,a93, ..., a2,, ...},

Az = {az1,a32,a33,...,0a3n, ...},
(si contano prima gli elementi a;; con i+j=2, poi quelli con i +j = 3 e
cosivia). O

Esempio 1.2.7 (Cantor). Gli insiemi infiniti non sono tutti numerabili: per
esempio U'intervallo (0,1) non ¢ numerabile.

Infatti, se fosse numerabile si potrebbero elencare i suoi elementi, scri-
vendoli in forma decimale:

r, = 0, a11a12a13 . ..
o9 = 0, a210a922a923 . . .
r3 = 0, a31a32a3s . . .

dove gli a;; sono numeri interi compresi tra 0 e 9. Il numero x = 0, a1azas . ..
con a; = 1 se aj; ¢ pari e a;j = 2 se aj; ¢ dispari, non ¢ compreso nella
successione perché e diverso da tutti quelli elencati.

Si dice che (0, 1) ha la potenza del continuo.

Osservazione 1.2.8. Anche R e (0,1)" hanno la potenza del continuo.

Esistono insiemi con cardinalita ancora maggiore (C'(A) < C(B) se esiste
una applicazione f : A — B iniettiva).

Proposizione 1.2.9. Sia P(X) linsieme delle parti di X. Allora
C(X) < C(P(X)).

Dimostrazione. Bisogna dimostrare che esiste una applicazione f : X —
P(X) iniettiva, ma non ne esiste una g : P(X) — X biunivoca.

La costruzione di f ¢ banale basta prendere f : z — {z}.

Supponiamo che esista g. Sia A = {z € X : x ¢ g'(x)}. Siccome
A€ P(X),siaa=g(A). Seac A, allora a ¢ g~'(a) = A, che & assurdo.
Lo stesso, se a ¢ A = g~!(a), allora a € A che ¢ ancora assurdo. O
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1.3. Decomposizioni di aperti di RV

Useremo le seguenti notazioni: per x € RY ed r > 0 poniamo
B(z,r)={y eRY : [y —a| <7},
Qz,r)={yeRY i |jy; — x| <r,i=1,...,N}.

Sia E C ]RN; un punto x € E si dice interno se esiste r > 0 tale che
B(z,r) C E (oppure Q(z,r) C E). Si dice che A C RV & aperto se ogni
suo punto e interno. Un Oinsieme si dice chiuso se ¢ il complementare di un
aperto. Indichiamo con F l'interno di E e ci%é I'insieme dei punti interni di
E; & chiaro che F ¢ aperto se e solo se £ = F

Un insieme K C RY si dice compatto se da ogni ricoprimento di K si
puo estrarre un sotto-ricoprimento finito di K.

Teorema 1.3.1 (Cantor). Ogni aperto di R é unione al piu numerabile di
intervalli aperti a due a due disgiunti.

Dimostrazione. Sia A un aperto di R. Preso x € A, sia A, 'unione di tutti
gli intervalli aperti contenenti x e contenuti in A. Per costruzione A, ¢ un
intervallo.

Se z e y sono due punti distinti di A allorao A, = A, 0 A4, NA, =0
Infatti se A, N A, # @ allora A, U A, ¢ un intervallo contenuto in A e
contenente sia x che y.

Poiché A, & un intervallo, allora contiene almeno un razionale e quindi
gli intervalli A, che sono distinti (e quindi disgiunti) sono al pitt un’infinita
numerabile e la loro unione & uguale A. ([

Un insieme aperto di RV, N > 2, in generale, non puo essere decomposto
in un’unione numerabile di cubi aperti a due a due disgiunti; il Teorema =32

dimostra che esso puo essere pero decomposto in un’unione numerabile di
cubi chiusi con interni a due a due disgiunti.

Premettiamo alcune notazioni. Fissati n € N ed m = (mq,...,my) €
ZN , poniamo:

Qmp={z €RY : (m; —1)27" <z, <m27 " i=1,...,N}
On = {Qmn:meZN},
E chiaro che

(i) perognin € N, RN = U Qumun;
mezZN
o o}
(i) QuaNQump =2 sem#m/,neN.
Infine, un insieme P si dira un plurintervallo se € 'unione finita di cubi
chiusi.
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- —=L

Figura 2. Decomposizione diadica di un aperto.

Teorema 1.3.2 (Decomposizione diadica di un aperto di RY). Sia A C RV
un aperto. Allora A ¢é unione di un’infinita numerabile di intervalli chiusi a
due a due privi di punti interni in comune. Inoltre tali intervalli si possono
scegliere tutti con diametro piu piccolo di qualsiasi numero prefissato.

Dimostrazione. Sia € > 0 e scegliamo n € N tale che 27"V N < e. L’aperto
A contiene al piu un’infinitd numerabile di cubi di Q,; indichiamo con B;
la loro unione. Ogni x € A\ B; ha distanza da A che non supera 27"/ N.

C’¢ allora un’infinita al pitt numerabile di cubi di Q,4+; contenuti in
[¢]
A\ Bi, la cui unione indichiamo con Bs. Ogni z € A\ (B; U Bg) ha di-
stanza da OA che non supera 2~ ("tD\/N. Iterando questo ragionamento,

possiamo dire che esiste al pitt un’infinita numerabile di cubi di Q,,1x conte-
k
nuti nell’interno del complementare di |J B;, per ogni k € N fissato. Ogni
i=1
k
z € A\ (U B;) ha distanza da A che non supera 2~ *+~1/N. L'unione
=
oo 1
\J B consiste allora di un’infinita numerabile di cubi a due a due privi di
i=0
punti interni in comune ed & chiaro che essa ¢ contenuta in A.

D’altra parte, fissato x € A, 2~ (k=1 /N < dist(x,0A) per qualche
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k. € N e quindi

ka 00
=0 1=0
U

Corollario 1.3.3. (i) Sia A C RN un aperto. Allora esiste una successione
crescente di plurintervalli P, tale che

U r.=4
neN
(ii) Sia K C RN compatto. Allora esiste una successione decrescente di
plurintervalli Q,, tale che
o]

neN
Dimostrazione. (i) Bastera prendere come P, 'unione di tutti i cubi in
n

\J B; contenuti nel cubo Q(0,n). Cid garantisce che i cubi scelti siano in
ln:uomero finito e che P, C Pyy1.
(ii) Sia v € N tale che K C Q(0,v); Q(0,v) \ K & aperto, esiste allora
una successione crescente in P, tale che
QO,\K =] P

neN
Bastera allora scegliere @, = Q(0,v) \ P,. O

1.4. Alcuni risultati sulle funzioni convesse

Siano —oo < a < b < 4o00. Una funzione ¢ : [a,b] — R si dice convessa in
[a, b] se, per ogni ty ed t; € [a,b], risulta
(L1) (I =XNto+At1) < (1—A) (o) + Ap(t1) per ogni A € [0,1].

E chiaro che ¢ & convessa se e solo se & convesso l'insieme:

{(t,s) €ER? : t € [a,b], 5 > @(t)}.

Inoltre, si dira che ¢ & concava se —p € convessa.

Proposizione 1.4.1. Siano ¢,,n € N, funzioni convesse in [a, b).
Allora
(i) se an,n € N, sono numeri non negativi, la funzione Y, anpn €

neN
convessa in [a, b];

(ii) se @, converge in [a,b] ad una funzione p, questa risulta convessa

in [a,b].
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Aty + (1-NQ(t)

()

Figura 3. Funzione convessa; ty = (1 — A)to + At1.

Dimostrazione. Fissati ty ed t; € [a, b], risulta:

on((1 = Nto + Mt1) < (1= A) pnlto) + Apn(tr),

per ogni A € [0, 1] e per ogni n € N. La conclusione (i) si ottiene moltiplican-
do per a,, > 0 e poi sommando sun € N. La (ii) segue invece semplicemente
passando al limite sia a destra che a sinistra nella disuguaglianza. ]

Proposizione 1.4.2. Sia {y;}icr una famiglia di funzioni convesse in |a, b].
Allora la funzione ¢ definita da

o(t) = su? wi(t), t € [a,b],
1€

¢ convessa in [a, b].

Dimostrazione. Siano ty,t1 € [a,b] e A € (0,1).
Se il valore p((1 — \)to + At1) e finito, allora per ogni € > 0 esiste ¢ € [
tale che

W((L=XNto+At1) < @i((L =N to+ At1) +e <
(1 =A)pi(to) + Api(t1) +e < (1= A)p(to) + Ap(t1) +¢,
e quindi si conclude per 'arbitrarieta di € > 0.
Se p((1 — A)to + At1) = +oo0, fissato n esiste i € I tale che

n<pi((1—=A)to+At1) < (1 =) pi(to) + Api(t1)
e quindi anche (1 — \) p(tg) + A p(t1) = +oc. O
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Teorema 1.4.3. Sia ¢ : [a,b] = R convessa in [a,b].
Allora la funzione ¢ definita da

(1.2) B(t,s) =

per ogni t,s € [a,b] cont # s, € crescente rispetto a ciascuna variabile.

o(t) — p(s)
t—s

Dimostrazione. Si noti che 1(s,t) = (¢, s) per ogni t,s € [a,b] con t # s;
basta quindi dimostrare la monotonia rispetto ad una delle due variabili.

Siano t < s e A € (0,1); risulta:
pAt+ (1 =A)s) SAp(t) + (1= A) ¢(s) = @(t) + (1 = N)p(s) — ¢(B)]
e quindi
p(At+ (L —A)s) —p(t) _ o(s) —o(t) _
T NG-t = st Vs
Set < u < s, esiste X € (0,1) tale che u = At + (1 — \)s, e quindi
Y(t,u) < Y(t,s).

Percio 9 cresce per ogni t fissato. (I

Teorema 1.4.4. Sia ¢ : [a,b] — R convessa. Allora:
(i) per ognit € (a,b) esistono finiti i numeri

fiy e Ry =), o p(t+h)—o(t)
it )_hli%l‘*‘ h Rt )_hlgg— h ’

(ii) ¢ é continua in (a,b);

(iii) ¢'(t7) < ¢'(t*) per ognit € (a,b);

(iv) la derivata @' esiste eccettuata al pit un’infinita numerabile di punti
ed inoltre @' ¢& crescente.

Dimostrazione. (i) Fissiamo h > 0 ed o, 3,5 e ¢t in modo che a < o < t <
t+h<s—h<s<f<b; per il Teorema 23 si ha:
Y(a,t) SP(t+ht) <Pt +h,s) < (s —h,s) < (s, B)
e quindi
blont) < () = Tim p(t+ht) <
h—07+

lim 4(s,s — h) = (s7) < (s, B).

h—0t

Percio vale la (i) e risulta che

(1.3) O (tT) <¢'(s7) se t<s.
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Figura 4. Retta di supporto in to.

(ii) Per ogni t € (a, b) risulta:

Tim [p(s) = p(t)] = ¢/(#%) Tim (s~ 1) =0,

st
dato che /(%) & finito per la (i).

(iii) Se h > 0 e tale che a <t —h <t <t+h <b, si ha che
e quindi, facendo tendere h a zero, si ottiene che ¢'(t7) < ¢/(tT).

(iv) Sia I = {t € (a,b) : ¢'(t7) < ¢'(tT)}. Per ogni t € I, scegliamo un
solo numero razionale nell’intervallo (¢'(t7), ¢’ (t1)); abbiamo cosi definito
un’applicazione dall’insieme I a Q. Quest’applicazione ¢ iniettiva, perche
ogni volta che t, s € [ et # s, gli intervalli (¢'(t7), @' (t1)) e (¢'(s7), ' (sT))
sono disgiunti per la (I=3). Cio implica che I ¢ numerabile. Inoltre, se ¢t ¢ I,
la (T33) implica che ¢ cresce. O

Corollario 1.4.5. Se ¢ é convessa in |a,b], allora per ognit € (a,b) esiste
pt € R tale che

p(s) = @(t) +pi(s — ),
per ogni s € [a, b].
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Dimostrazione. Sia p; € [¢'(t7), ¢ (tT)]. Allora, se s > t, si ha:

s) —p(t
2 =) 5 ity > .
s—1
mentre se s <t
s) — ot _
26 =) < i) <,
s—1t
per la (I=3). In ogni caso, vale la tesi del corollario. O

Una retta s = ¢(tg) + pi, (t — to) tale che

@(t) > p(to) + pt, (t — to)

per ogni t € [a,b] si dice una retta di supporto per ¢ in t.

1.5. Estensioni di funzioni continue

Sia f una funzione continua definita su un sottoinsieme E di R a valori in R.
11 modulo di continuita di f in E ¢ la funzione crescente wy : (0,00) — [0, 00)
definita da

(1.4) w(f,0) = sup |f(z) = f(y)l, >0

[z—y|<d
z,yeE

La funzione f ¢ uniformemente continua su E se e solo se w(f,d) — 0 per
o — 0.

Supponiamo che esistano due numeri positivi a, b tali che
(1.5) w(f,8) <ad+b per ogni 6> 0.1

Possiamo allora definire il modulo concavo di continuita di f in E come la
funzione ¢y : (0,00) — [0,00) tale che

cf(0) =inf{ad +b:as+b>w(f, s) per ogni s > 0}.

Teorema 1.5.1 (Pucci). Sia f uniformemente continua su un insieme E C
RN con modulo di continuita w(f,d) soddisfacente (ICH).

FEsiste un funzione f* continua su RN tale che
(i) f*=fin E;

11 * — s 1 f * = f ;
(i) Sup f Sup f, inffr=inff
(iii) cf+ = c5.

13 osservi che, se E & limitato ed f & continua in E, allora (I3) & sicuramente soddisfatta.
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Dimostrazione. Per ogni x € RY poniamo:

9(z) = ik {f(y) +cp(le =y} e f7(x) = minfg(z),sup f].
ye E

(i) Per come cy ¢ stata definita, cf(|z —y|) > |f(x) — f(y)| e quindi per
x € E si ha:

) +ces(le—yl) = fy) + 1 f(2) = fFW)] = flz)
per ogni y € E. Percio g(z) > f(x) per x € E e quindi g(x) = f(z) per
x € F, dato anche che f(z) = f(x) + cf(|z — z|) > g(x).

(ii) Per ogni z € RN e ogni y € E, risulta che

nf f + inf cp(|lz —yl) < g(=) < F(y) +es(lz —y))

e quindi
inf f = infg > infg > inf / +inf inf ey (la — y]) = inf /.

ossia gle = %@n}\fg = i%f f. D’altra parte, & chiaro che s%pf < sup f* <

RN
sup f.
E

(iii) Basta dimostrare che ¢, = cy. Fissati 21,29 € RY ed £ > 0, esiste
y € F tale che
9(x1) = f(y) +cp(ler —yl) —¢
e quindi
g(x1) = g(w2) = f(y) + cp(ler —yl) — er(jea —yl) — &

Se |zo — y| < |x1 — x2|, abbiamo che

9(@1) —g(x2) = cp(lzr —yl) —er(lza —yl) —e = —¢p(jea —yl) —e =
—cp(lwe —m) — e,
dato che c¢f(0) & crescente.

Altrimenti, |1 —y| > |r2 —y| — |r2 — 21| > 0. Poiché cf(d) € concava, la
funzione 1 del Teorema A3 relativa a cy ¢ decrescente nelle due variabili.
Percio :

cr(lz1 —yl) — ¢4(0)
21 — ¥
V(o =yl + w2 — 1|, w2 — a1]) =
crller =yl + w2 —an]) = ¢p(lza —m1l) _ cpllza = yl) = cp(lza — 21))
71—y - 21—y
dove l'ultima disuguaglianza segue ancora dal fatto che cf(J) cresce.

= P(lz1 —yl,0) =2 (jz1 =yl + |22 = 21],0) >

)

Poiché ¢¢(0) = 0, concludiamo che

cr(lzr —yl) — ep(Jee —y| > —cp(|lr2 — 21])
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e quindi nei due casi esaminati otteniamo
g(z1) — g(x2) > —cp(lzg — 21]) — €.
Scambiando il ruolo di z1 ed zo abbiamo infine che

l9(z1) — g(x2)] < ef(Jr2 — 21]),

tenendo conto che e ¢ arbitrario. O

Osservazione 1.5.2. E chiaro che w(f,d) — 0 se cf(6) — 0 per & — 0%,
dato che w(f,d) < cf(9).

Viceversa, dato che esistono @ e b tali che w(f, s) < @s+b per ogni s > 0,
per ogni 6 > 0 ed a > @ si ha:

er(8) < ad + supfilf,5) — as} <
ad+ sup {w(f,s)—as} <ad+w(fb/(a—a)).
0<s< b
Percio :
Tim ¢5(8) < (/. /(o ~a)

per ogni a > @ e quindi lim ¢;(6) = 0.
d—0F

Esercizi
1. Se a, > b, per ogni n € N, allora

lim inf a,, > liminf b,,.
n—oo n—o0

Vale anche

liminf a,, > limsup b,,?
n—00 n—o0

2. Dimostrare che

lim sup(a, + b,) < limsup a,, + limsup by,;

n—oo n—oo n—oo
lim sup(a,, + b,) > limsup a,, + liminf b,,.
n—00 n—00 n—00

Trovare degli esempi in cui le disuguaglianze valgono in senso stretto.

3. Sia f una funzione continua in (0, 1) e tale che
liminf f(z) < limsup f(z).
z—0 z—0

Allora per ogni valore [ € (liminf, o f(z),limsup,_,q f(x)) esiste una
successione 1z, in (0, 1), convergente a 0 e tale che

lim f(z,) =1.

n—oo
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4.

10.

Sia { ), }nen una successione di insiemi e si definiscano:

o0 o0
E' =lminfE, = J [ Ex, E" :lirrgsolipE = U Ex

n—00
neN k=n neN k=n

Provare che £ C E”. Trovare un esempio in cui valga l'inclusione
stretta.

. Con le notazioni dell’esercizio precedente, dimostrare che

limsup Xg, = Xgr.

n—oo
Sia
B ={zel0,20]: 200 S0y nemw
Calcolare E' ed E".
Sia A un sottoinsieme di R tale che per ogni x € A esiste un 6 > 0 per il

quale AN (z,z + J) = &. Dimostrare che A ¢ numerabile.

Sia f una funzione crescente in un intervallo aperto non vuoto I C R.

E noto che i punti di discontinuita di f sono solo di prima specie (salti

finiti). Sia allora S l'insieme di tali punti di discontinuita in I. Dimostrare

che

(i) S & al pit numerabile;

(ii) se A = {xp}nen € un sottoinsieme numerabile di R, allora esiste una
funzione crescente f i cui punti di discontinuita sono esattamente
quelli di A.

Sia S l'insieme delle successioni a valori 0 o 1 e sia f : S — [0,2] la
funzione definita da

o0

f(z) :Z:;—Z, r = {xg,x1,...} €S.
n=0
(i) Dimostrare che ogni elemento di [0, 2] ha al pitt due immagini inverse
secondo f;
(ii) determinare 'insieme D degli elementi di [0,2] che hanno due im-
magini inverse;
(iii) dimostrare che D e f~1(D) sono infiniti e numerabili.

Sia I un insieme qualsiasi e sia f : I — [0,400). Si definisca

Zf(z) = sup{z f@):JcClI,J ﬁnito}.
iel icJ
Dimostrare che se Y f(i) < oo allora l'insieme A = {i € [ : f(i) # 0} ¢
i€l
al piu numerabile.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

Sia f continua in [a,b] e tale che, fissati comunque x e y in [a,b], si ha
f (%ry) < M Provare che f & convessa. (Si veda Courant-Hilbert,
Methods of Mathematical Physics, vol. II, per un controesempio a questo
esercizio, nel caso in cui 'ipotesi di continuita sia rimossa.)

Costruire una funzione convessa in un intervallo che sia non derivabile in
un’infinita numerabile di punti arbitrariamente scelta nell’intervallo.
Dimostrare I'inverso del Corollario Z73: se ogni punto del grafico di ¢
ammette una retta di supporto, allora ¢ € convessa.

Sia f : [a,b] — R una funzione crescente. Dimostrare che la funzione
¢ : [a,b] — R definita da

o(t) = / f(s)ds, 1€ [a,b],

€ convessa.
Sia f : R — R una funzione crescente e sia —oco < a < b < +oc.
Dimostrare che la funzione ¢ : [a,b] — R definita da
b
o) = [ £lt=sl)ds, 1€ o],
a

¢ convessa.

—

Sia f convessa in (0, +00); provare che esiste lim,_, %



Capitolo 2

La misura di Lebesgue

2.1. Misura di aperti
Se I= [al, bl]

X [an,by] & un intervallo, poniamo
m(I) (f): misura diI:(bl—al)---(bN—aN).

n
Se P & un plurintervallo allora si potra scrivere che P = |J I; dove
j=1
I;N1I;, =@ per j # k. Si definisce allora
o n
m(P) =m(P) =Y m(l;).

J=1

E chiaro che questa definizione non dipende dalla particolare decomposizione
di P; e chiaro inoltre che

o

(2.1) m(PUQ)=m(P)+m(Q) se PnQ=wo.
In generale si ha

m(PUQ)+m(PNQ)=m(P)+m(Q).

e quindi
(2.2) m(PUQ) <m(P)+m(Q).
Infatti, dato che \Q (PNQ),Q=Q\PUPNQR)e PUQR =
P\QU(PWQ)U \
m(P) +m(Q) = ( \ Q) +m(PNQ)+m(Q\P)+mPNQ)=
m(PUQ)+m(PNQ)=m(PUQ),
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dato che ognuna di queste unioni e fra plurintervalli con interni a due a due
disgiunti. Si noti inoltre che () implica che m(P) < m(Q) se P C Q.

Se A C RY & un aperto definiamo:
(2.3) m(A) = misura di A = sup{m(P) : P plurintervallo C A}.
Osservazione 2.1.1. Dato che A = |J I}, con fj N fk # & se j # k per il

keN
Teorema =37, si ha:

(2.4) m(A) =Y m(Iy).
keN

n
Infatti ogni P, = |J I ¢ un plurintervallo contenuto in A e quindi
k=1

> m(I) = m(P,) < m(A)
k=1

per ogni n € N, da cui > m(I;) < m(A). D’altra parte, se m(A4) < oo, per
keN
ogni € > 0 esiste P C A tale che m(P) > m(A) —e/2. Per ogni k € N esiste

un intervallo J; contenente I al suo interno e tale che

£

m(Jy) <m(lg) + ST

L’unione degli interni di tutti i J; & allora un ricoprimento aperto di P,
da cui possiamo estrarre un sottoricoprimento finito; possiamo supporre che
questo sia fatto dai primi n intervalli Ji. Percio

m(A) —e/2 < m(P) < m(U Jk) <Y m(R) <
k=1 k=1

n n 00
g
kg_l m(]k) + ké_l SR T < kg_l m(Ik) + 8/2.

o0
Per larbitrarieta di e > 0, > m(I;) > m(A).
k=1

Se invece m(A) = oo, per ogni n € N esiste P C A tale che m(P) >n e
quindi si ripete il ragionamento di prima.

Teorema 2.1.2 (Subadditivita ed additivita sugli aperti). Siano {A,}nen
una successione di aperti tutti contenuti in un intervallo I di RN. Allora

() m( U 4,) < 3 m(dn);

neN neN

(i) m( U An) = > m(A,) se Ay N A, =3 per m # n.

neN neN
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Dimostrazione. Per quanto gia osservato, per ogni n € N si ha che
m(A,) = Zm([kn) dove A, = U I n
keN keN

e gli intervalli Iy, ,,k € N, sono a due a due privi di punti interni in comune.

(i) Sia P un plurintervallo contenuto in A; U As. Fissato € > 0, come
fatto nell’Osservazione EZID, possiamo trovare dei plurintervalli Jy 1 e Jj 2
contenenti al loro interno I ; e Iy o, rispettivamente, e tali che

£
m(Jgn) < m(Iy) + ShFT Per n= 1,2 e ke N

Dato che

PC U (Ix1 Ulg2) C U (Jr1UJg2)
keN keN

e P e compatto, esiste v € N tale che
14
U Ji1 U Jrz)

Percio, per (22) abbiamo che

k=1 k=1 k=1
STm(n) + 3 mk2) <Y mIia) + 5+ Y mlkz) + 5
k=1 k=1 k=1 k=1

Quindi m(P) < m(A1) + m(Az) + ¢ per ogni € > 0, cioe m(P) < m(A;) +
m(Az) per ogni P C A; U As e dunque m(A; U Az) < m(A1) + m(Az).
Iterando quest’ultima disuguaglianza otteniamo:

m(CJAn)gnz:mA

per ogni k € N.

00 k
Infine, preso P C |J A, esiste k € N tale che P C |J A, e quindi

n=1 n=1

k k 0o
m(P) < m< U An) <Y m(4,) <Y m(4,)
n=1 n=1

n=1

oo
per ogni P C |J Ay, e dunque la tesi.

n=1
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(ii) Dato che gli A, sono a due a due disgiunti tutti gli Iy ,, n,k € N,
sono tra loro a due a due privi di punti interni in comune ed inoltre

U4n= U Zn
neN n,keN
Osservando che
m( U An) = Z m(Ik:,n) = sz(lk,n) = Zm(An)’
neN n,k=1 n=1k=1 n=1
concludiamo. O

Osservazione 2.1.3. E chiaro che, scegliendo Ay = & per k > n, dal
teorema otteniamo anche che

m( Lnj Ay) < im(Ak)
k=1 k=1

n

m(kL_JlAk) - ;m(Ak) se A;NA,=0,5#k.

2.2. Misure esterna ed interna di Lebesgue

Sia E ¢ RY un insieme limitato. Poniamo allora

pe(F) = inf{m(P) : P plurintervallo con P> E},
pi(E) = sup{m(P) : P plurintervallo con P C E}.

Se pi(E) = pe(E) si dice che E ¢ misurabile secondo Peano - Jordan con
misura p(E) = p;i(E) = pe(E).

Esempio 2.2.1 (Insieme non misurabile secondo Peano-Jordan). L’insieme

E =Qn0,1] non & misurabile secondo Peano-Jordan, perché ogni P C E
[0}

€ vuoto, mentre ogni P con P O E ha misura maggiore o uguale ad 1.

D’altra parte, E ¢ numerabile, cioé E = {¢, }nen. Quindi questo esem-
pio ci informa anche che I'unione numerabile di insiemi misurabili secondo
Peano-Jordan (ciascun insieme {g,}) non ¢ in generale misurabile secondo
Peano-Jordan.

La misura di Lebesgue che stiamo per definire ovviera a questo incon-
veniente. Cominciamo con il definire le misure esterna (di Lebesgue) di un
insieme limitato £ C RY: si pone

(2.5) me(E) = misura esterna di E = inf{m(A) : A aperto 2 E}.
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In modo speculare a quanto fatto per gli aperti, se K C RN & un
compatto, poniamo per definizione

m(K) = inf{m(P) : P plurintervallo, P> K}.
E chiaro che se P & un plurintervallo chiuso allora la misura (del compatto)

P coincide con la misura del plurintervallo P precedentemente definita.

Sia F € RN un insieme limitato. Si pone per definizione
m;(E) = misura interna di E = sup{m(K) : K compatto C E}.

Osservazione 2.2.2. E chiaro che la misura esterna di un aperto limita-
to A coincide con la sua misura precedentemente definita. Analogamen-
te, anche la misura interna di un compatto K coincide con la sua misura
precedentemente definita.

Infatti, per esempio, se A & aperto allora, per ogni aperto B O A, si
ha m(A) < m(B) e quindi m(A) < m.(A); d’altra parte A C A e quindi
me(A) < m(A).

Teorema 2.2.3 (Subadditivita della misura esterna). Siano Eq, ..., E,,...
insiemi limitati di RN tutti contenuti in un intervallo. Allora risulta che
o0 oo
'me( U Ek) <> me(Ey).
k=1 k=1

Dimostrazione. Fissiamo ¢ > 0. Per ogni k € N, esiste un aperto Aj
contenente Ej e tale che m(Ay) < me(Ex) + o7
L’insieme |J Ej ¢ limitato e contenuto nell’aperto ) Ay e quindi per

keN keN
il Teorema P12

me( U Ek) < m( U Ak) <> m(Ag) <> me(Ey) +Z% =
keN keN

keN keN keN
Z me(Ek) +e.
keN

Si conclude allora per 'arbitrarieta di € > 0. ([l

2.3. Insiemi limitati misurabili secondo Lebesgue

Sia E c RY limitato e siano K ed A un compatto ed un aperto tali che
K C EF C A. Dato che

K c|J{:Iintervallo, I ¢ A,INK # 2} C A

e che K & compatto, esiste un numero finito di intervalli Iy,..., I, C A tali

no o
che K C | Iy.
k=1
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n o
Posto P = |J I, P & un plurintervallo e K C P C P C A. Percio
k=1

m(K) <m(P) <m(A)
e dunque vale sempre la disuguaglianza
(2.6) mi(E) < me(E).
Si dice allora che un insieme limitato E C RN & misurabile secondo
Lebesgue se m;(E) = m.(E); in questo caso si pone
(2.7) m(E) = misura (di Lebesque) di E = m;(E) =m.(E).
Osservazione 2.3.1. Gli insiemi aperti o chiusi limitati sono misurabi-

i secondo Lebesgue e la loro misura (di Lebesgue) coincide con quelle
precedentemente definite.

Infatti se, per esempio, A & aperto, esiste una successione crescente di
plurintervalli (chiusi) tali che m(A) = ILm m(P,). Ogni insieme P,, & com-
n—oo

patto e P, C A. Quindi m(P,) < m;(A) da cui m(A) < m;(A). Abbiamo
gia osservato che m(A) = me(A).

In modo analogo si dimostra che m(K) = m;(K) = m(K).

Osservazione 2.3.2. E evidente che, se E ¢ limitato, risulta:

Pz(E) < mz(E) < me(E) < pe(E)-
Percio ogni insieme misurabile secondo Peano-Jordan € anche misurabile
secondo Lebesgue e le due misure coincidono.

Come abbiamo visto 'insieme QN [0, 1] non & misurabile secondo Peano-
Jordan; esso ¢ invece misurabile secondo Lebesgue ed ha misura nulla poiché

0<mi(QN0,1]) <me(QN0,1]) < D me({gn}) = 0.

neN

Lemma 2.3.3 (Superadditivita finita). Siano H, K C RY compatti e di-
sgiunti. Allora

m(HUK)>m(H)+m(K).
In particolare, se E ed F' sono insiemi limitati e disgiunti, allora
mi(EUF) > mi(E) +m;(F)
e, se B ed F sono anche misurabili, si ha che anche U F é misurabile e

m(EUF)=m(E)+ m(F).

Dimostrazione. Sia P un plurintervallo tale che POHUK e m(P) <
m(HUK) +e.



2.3. Insiemi limitati misurabili secondo Lebesgue 23

Dato che H e K sono compatti e disgiunti, la distanza d(H, K) tra di essi
& positiva. Scegliamo allora una decomposizione diadica di RY in modo che
il diametro di ogni cubo @y, , sia pitt piccolo di d(H, K). Possiamo definire
quindi senza ambiguita i plurintervalli

Pi= | QuanP, Pxk= |J QuanP

HOQmn#0 KN Qum n#2
Risulta che P D Py U Pk, Py D H, Px D K e Py N Pg = @. Perciod :
m(HUK)+¢e >m(P) >m(PygUPg)=m(Py)+m(Px) >m(H)+m(K).
Per l'arbitrarieta di € > 0 si conclude che m(H U K) > m(H) + m(K).
Ora, per ogni H compatto, H C E, ed ogni K compatto, K C F\ si ha
che H e K sono disgiunti e quindi
m(H)+m(K)<mHUK)<m;(EUF).
Per Dlarbitrarieta di H in E e di K in F, si conclude che m;(E U F) >

L’ultima asserzione segue dalle disuguaglianze:

m(E) +m(F) =m;(E)+m;(F) <m(EUF) <
Mme(EUF) <me(E) +me(F) =m(E) +m(F),
dove si & usata la subadditivita (al pitl) numerabile della misura esterna. [J

Teorema 2.3.4 (Primo principio di Littlewood). Condizione necessaria e
sufficiente perché un insieme limitato E C RN sia misurabile secondo Le-
besgue € che per ogni € > 0 esista un compatto K ed un insieme F' tali
che

KUF=FE e meF)<e.

Dimostrazione. Se E & misurabile, (227) implica che per ogni € > 0 esistono
un compatto K C E ed un aperto A O E tali che m(A) — m(K) < . Posto
F=FE\Ksihache E=KUF emF)<m(A\K), dato che A\ K ¢ un
aperto che contiene F.

D’altra parte, A\ K, A e K sono misurabili perché aperti o compatti, e
(AA\K)UK =Ae (A\K)NK = @; quindi m(A) = m(A\ K) +m(K), per
il lemma precedente, e dunque m.(F) < m(A\ K) =m(A) —m(K) < e.

Viceversa, se per ogni € > 0 esistono un compatto K ed un insieme F
con E=KUF em.(F) < ¢, otteniamo

me(E) < me(K) +me(F) <m(K)+e<m;(E)+e
per ogni € > 0 e quindi m¢(F) < m;(E). Si conclude con (28). O
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2.4. Complementare, intersezione e unione

Teorema 2.4.1. Sia E ¢ RY misurabile e contenuto in un intervallo I.
Allora anche I\ E é misurabile e risulta che m(I \ E) = m(I) — m(E).

Dimostrazione. Per ogni € > 0, esistono un compatto K C E ed un aperto
A, E C A, tali che m(A) —m(K) <e.Sihache I\ E=([\A)UF, dove
F=(I\E)\(I\A),elI\Aecompatto. Inoltre, FF C (ANI)\ K. Percio

me(F) < me((AND\ K) < m(A\ K) = m(A) — m(K) < e.

Per il primo principio di Littlewood allora I\ E' & misurabile. D’altra parte,
I=(I\E)UEe (I\E)NE =g; quindi m(I) =m(l \ E) +m(E), per il
Lemma P2Z373. ([

Teorema 2.4.2. L’intersezione di un numero finito o di un’infinita nume-
rabile di insiemi limitati misurabili é misurabile.

Dimostrazione. Siano Fq, ..., E,,... insiemi misurabili contenuti in I e sia
€ > 0. Per ogni n € N esistono un compatto K,, C F,, ed un insieme F;, tali
che B, = K, UF,, e m¢(F,) < 57. Dato che

nEl}En:<[€lKn)uF

con FF C |J F,, e me(F) < > me(F,) < &, per il primo principio di
neN neN
Littlewood si ha che () E, ¢ misurabile, perché () K, & compatto. O
neN neN

Teorema 2.4.3 (Subaddittivita ed additivita numerabile). Sia {Ep}nen
una successione di insiemi misurabili e tutti contenuti in un intervallo I.

Allora insieme E = |J E, é misurabile e
neN

(2.8) m( U En) <> m(E,).
neN neN
Se inoltre gli insiemi E,, sono a due a due disgiunti, si ha:

(2.9) m( U En) = 3" m(E,).

neN neN

Dimostrazione. (i) Dato che

E=1\()U\E).

neN
la misurabilita di E segue dai Teoremi 2241 e 22472
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Inoltre il Teorema P23 implica:

m(E) =me(E) <> me(By) = m(Ey).

neN neN

(ii) Se E; ed Es sono misurabili e disgiunti, per il Lemma PZ373 sappiamo
che m(E1 U Ey) = m(E1) +m(Es). Iterando questo risultato otteniamo che

Zk:m(En) - m( LkJ En) < m(E)
n=1
<

n=1

per ogni k € N, da cui ) m(E,)
neN

m(E). O
Osservazione 2.4.4. Se F; ed E3 sono limitati e misurabili ed I ¢ un
intervallo contenente sia E7 che Es, allora

Eh\\ﬁb :Zﬁhfj(f\_Eg)

e quindi anche E; \ Ey ¢ misurabile.

2.5. Insiemi misurabili non limitati

Un insieme non limitato £ C RY si dice misurabile secondo Lebesgue se per
ogni r > 0 ¢ misurabile I'insieme (limitato) £ N Q(0,r). Se E ¢ misurabile
si pone per definizione

m(E) = lim m(ENQ(0,r)).

r—00
Teorema 2.5.1. Siano E ed E1,...,E,,... sottoinsiemi misurabili di RN .
Allora
(i) RN\ E, N E, e U E, sono misurabili;
neN neN

(ii) risulta

(2.10) m( U En) <> m(E,)

neN neN
e inoltre, se gli E, sono a due a due disgiunts,

(2.11) m( U En) =3 " m(E,).

neN neN
Dimostrazione. (i) Risulta che (R \ E)NQ(0,7) = Q(0,7) \ (ENQ(0,r)),
(U &) nee.n = JEnewom

neN neN

(N Bx) nQM07) = () (BN Q0.7)),

neN neN
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per ogni r > 0.
(ii) Sia E = |J Ey; per il Teorema 2473 si ha:

neN
m(ENQO.) = m(JEnQO,n) <> mE,NQ,7) <
neN neN

neN

Dunque
m(E) = lim m(ENQ(0,r)) <Y m(Ey).

r—00
neN

Se gli E, sono a due a due disgiunti, si ha per il Teorema 223

k k
> m(E.nQ0,1) =m( |J(EanQ(0,1)) < m(E)
n=1

n=1
k
per ogni k € N. Passando al limite per r — oo, si ottiene > m(E,) < m(E)
n=1

per ogni k € N e quindi

Z m(Ey,) < m(E),

neN
che e la disuguaglianza che ci mancava. ([l

Il seguente risultato ci informa che, anche nel caso non limitato, la mi-
sura di un’insieme misurabile ¢ sempre ’elemento separatore di due classi
contigue di numeri reali.

Teorema 2.5.2. Se E C RN ¢ misurabile (anche non limitato) allora
m(E) = inf{m(A): Aaperto, AD E} =
sup{m(K) : K compatto, K C E}.

Dimostrazione. (i) Se m(E) = oo, allora m(A) = oo per ogni aperto A D E.
Se invece m(FE) < oo, siano E, = EN (Q(0,n) \ Q(0,n — 1)), n € N. Ogni
E,, &€ misurabile e limitato e quindi, per ogni £ > 0 esiste un aperto A4, 2 F,
tale che

m(Ay) < m(E,) + 2%

o0
L’insieme A = |J A, & aperto e contiene F ed inoltre
n=1

m(A) <> m(A,) <> m(E,) +e=m(E) +e.

neN neN
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(ii) Poniamo F,, = ENQ(0,n), n € N. Esiste un compatto K,, C F,, tale
che m(K,) > m(F,) — 1/n. Percio

m(E) = li_}rn m(Fy,) < li_>m {m(K,)+1/n} =
. < 1 _
nh_}ngo m(K,) < nh_}n;om(Fn) m(E),
cioe la tesi. g

2.6. Esempi notevoli
Concludiamo il capitolo con alcuni esempi importanti.

Esempio 2.6.1 (Aperto di misura piccola con frontiera grande). Siano
{rn}nen i razionali di R. Definiamo

A, = (rn— Qnil,nﬁ— 2n€+1)’ 1eN
e
oo
A= A
n=1

L’insieme A ¢ aperto e contiene tutti i numeri razionali; quindi R = Q C
A CReciot A=R. Inoltre

- =2 € 1
m<A)<Zm(A"):Zzni1:2<1—1/2> -
n=1 n=1

Si ha quindi che R\ A & chiuso e m(R\ A) = oo; R\ A ¢ la frontiera di A
perché
OA=A\A=R\ A

Esempio 2.6.2 (L’insieme di Cantor). Consideriamo lintervallo chiuso
[0,1] e dividiamolo in 3 sottointervalli di uguale lunghezza; rimuoviamo
I'intervallo centrale aperto e poniamo

A =(1/3,2/3), C1=10,1]\ A; =1[0,1/3]U[2/3,1].
Indichiamo, rispettivamente con Ag e A7, le componenti connesse di
sinistra e di destra dell’insieme C. Suddividiamo poi in 3 parti uguali ognuno

dei sottointervalli Ay e Ay e rimuoviamo di nuovo gli intervalli centrali
aperti. L’insieme rimosso e

Ay = (1/3%,2/3%) U (7/3%,8/3%),
mentre
Cy =1[0,1]\ (A1 U Ap) = [0,1/3%] U [2/32,3/3%] U [6/3%,7/3%| U [8/32,1]

¢ quello che rimane.
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Procedendo come prima, indichiamo rispettivamente con Agg e Agr le
componenti connesse di sinistra e di destra di Ag N Csy e con Aqg e Aqq le
componenti connesse di sinistra e di destra di Ay N Cs.

0 1 c,
0 13 2/3 1

Cy
0 9 2/9 13 2/3 719 8/9 1

C,
R — — = — = — = C,

Figura 1. La costruzione dell’insieme di Cantor.

Procedendo in questo modo, definiamo una successione di insiemi aperti
A, unione di 2"~ ! intervalli aperti di lunghezza uguale a 3~". L’insieme C,,
corrispondente ¢ allora definito da

Co=001\JA= U Aqoen
k=1 .

€1, 7577,6{0’1}

L’insieme di Cantor e cio che resta dopo aver rimosso tutti gli A, cioe

=[0,1\ | J 4n = () Cn.
n=1 n=1

L’insieme di Cantor K ha le molte proprieta interessanti che elenchiamo
e dimostriamo qui di seguito.

(i) m(K) = 0. Infatti, osserviamo che m(A,) = 2~ e quindi

e
(U - Zm
per cui m(K) =1 —m<nL:JlAn> =

(ii) E evidente che K contiene tutti gli estremi degli intervalli in A,,.

(iii) K & compatto, perché chiuso e limitato.

(iv) K & perfetto (cioe & chiuso e ogni suo punto & di accumulazione di
punti di K). Infatti, se x € K allora z € C), per ogni n. C), & formato da 2"
intervalli di lunghezza 1/3". Sia x,, 'estremo sinistro dell’intervallo di C,,
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che contiene x o ’estremo destro se quello sinistro coincide con z. In questo
modo,

0<|z—a,<1/3"
e quindi x,, = x se n — oo.

v) K non ha punti interni. Infatti, se K contenesse un intervallo aperto
K non ha punti interni. Infatti, se K cont intervallo apert
(a,b), questo avrebbe misura nulla e quindi non sarebbe un intervallo.

(vi) (Rappresentazione ternaria di un numero in K) Per ogni numero
reale z, 0 < x < 1, esiste una successione {in }nen di interi con i, € {0, 1,2}

tale che
Sy
Pyl

n=1

3

. N . N q
Tale successione € unica, tranne quando x ¢ della forma 30 con g € N, nel

qual caso di successioni ne esistono esattamente due. Viceversa, per ogni

successione {i, }nen di interi con i, € {0, 1,2}, la serie Z ;—Z converge ad
neN

un numero reale xz, 0 < x < 1.

Come si costruisce la successione: si divide l'intervallo [0, 1] in 3 inter-
valli:

By=10,1/3], By =1[1/3,2/3], By =1[2/3,1],

cioe B; = [i/3,(i+1)/3], i = 0,1,2, e si prende i; = i se z € B;. Una
volta scelto i; Si divide poi 'intervallo B;, che contiene x in 3 subintervalli,
Biyi = [i1/3+14/3%,i1/3+(i+1)/3%],i = 0,1,2, e si prende is = i se v € B;,;.
E cosi via.

Se pero x = ¢q/3™ (per esempio x = 8/9) allora esiste un indice i,, tale che
T € By iy (in—1) N Biyip_yin (e.g. 8/9 € By1 N Byy), e quindi z apparterra
a tutti gli intervalli Bi1~~-(in—1)22--~ e Bi1~~-in00~~- (e.g 8/9 € By199... N BQQOO...).

Se K & l'insieme di Cantor, allora K = insieme dei punti di [0, 1] che
hanno almeno una espansione ternaria che non contiene 1.

Infatti nella costruzione di K, ad ogni passo si divide per 3 I'intervallino
precedente e si elimina il nuovo intervallino centrale che abbiamo deciso di
associare alla cifra 1.

(vii) K non & numerabile. Infattila (vi) ci dice che ¢’¢ una corrisponden-
za biunivoca di K con I'insieme delle successioni di 0 e di 2: e quindi con I'in-
sieme delle successioni di 0 e di 1 cioe , in definitiva, con le rappresentazioni
binarie dei numeri reali nell’intervallo [0, 1] che non ¢ numerabile.

In altre parole, ad ogni x € K associamo la sua rappresentazione ternaria

o .
x:Z;—Z con i, € {0,2}



30 2. La misura di Lebesgue

e quindi, ponendo i, = 2 j, con j, € {0,1}, associamo ad x la rappresenta-

zione binaria
flo)y=>"

n=1

di un numero in [0, 1]. Tale f : K — [0, 1] & una corrispondenza biunivoca.

.

n
n

[\)

X-y=z

-1 z 0 19 1/3 2/3 1

Figura 2. Ogniretta z —y = 2, —1 < z < 1, interseca ogni Cy, X Cy, in
almeno un punto.

(viii) L’insieme K — K = {x —y : x,y € K} contiene tutto 'intervallo
[—1, 1], cioe per ogni z € [—1, 1] esistono z,y in K tali che x —y = z. Infatti,
sia 7 la proiezione da [0, 1] x [0, 1] su [—1, 1] cosi definita:

m(z,y) =z —y.
Osserviamo (vedi Fig. 2) che

m(C1xC1) D[-1,1], n(CyxCy) D [-1,1], ..., w(C,xCy) D[-1,1],...

oo

Se z € () m(Cy, x Cy), per ogni n esistono x,, e y, tali che z = z, — y,.
n=0

Quando n — oo x, e Yy, convergono rispettivamente a due punti z ed y di

K e quindi z = x — y. Dunque
o0
m(K x K) D [ 7(Cn x Cp) D [-1,1].
n=0
Esempio 2.6.3 (L’insieme di Vitali). Nell’insieme R introduciamo la rela-
zione di equivalenza

r~ysr—yeQ.

Osserviamo che per ogni x € R esiste y € (0,1) tale che y ~ x. Infatti esiste
q € Q tale che 0 < x — ¢ < 1 e quindi basta scegliere y = x — q.
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Sia V' C (0,1) I'insieme formato scegliendo da ogni classe di equivalenza
dell’insieme quoziente R/Q un solo elemento appartenente a (0,1); V si puo
costruire per l'assioma della scelta. L’insieme V ha le seguenti proprieta.

(i) Ser,s € Qer # s, allora (r+V)N(s+ V) = @. Altrimenti
esisterebbero y, z € V taliche r+y = s+zequindiy—z = s—r € Q,
s —r # 0. Questo e assurdo poiché y e z appartengono a classi
diverse.

(ii) Per ogni z € (0,1) esiste r € (—1,1) N Q tale che = € r + V. Infatti
esiste y € V che rappresenta x; posto r =z — y, allorar € Q e
-1=0-1<r=z—-—y<1-0=1.

Le proprieta (i) e (ii) ci fanno concludere che V' non ¢ misurabile. Infatti,
se V lo fosse, posto

E= |J @r+V),
re(—1,1)nQ
anche F sarebbe misurabile e si avrebbe E C (—1,2). Percio sarebbe m(E) <
3. D’altra parte, per la proprieta (i) si ha che

3xm(E)= > mr+V)= Y  m(V),
re(—1,1)NQ re(—1,1)NQ
dato che m(r + V) = m(V') per ogni r. Cio implica che m(V') = 0, e quindi
m(E) = 0.
Per la proprieta (ii) perdo , E 2 (0,1) e quindi m(F) > 1 — assurdo.

Esercizi
1. Dimostrare che la misura di un plurintervallo P non dipende dalla parti-
colare decomposizione di P in intervalli con interni a due a due disgiunti.
2. La misura di un compatto K si puo anche definire, a partire dalla misura
di un aperto, cosi :
o
m(K) = m(I) —m(I'\ K),

dove I ¢ un intervallo contenente K.
Dimostrare che questa definizione non dipende dal particolare inter-
vallo scelto e che e equivalente alla definizione gia data.

3. Se E e I sono misurabili, dimostrare che
m(E)+m(F)=m(EUF)+m(ENF).

4. Se E C RN & misurabile, o € RN e A > 0, allora anche l'insieme traslato
zo+ E ={x0+y:y € E} e l'insieme dilatato \E = {A\z : z € E} sono
misurabili e risulta che

m(zo+ E) =m(E) e m(\E) = \Vm(E).
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5. Sia E un sottoinsieme limitato di RV con frontiera di misura di Lebesgue
nulla. Dimostrare che E & misurabile secondo Lebesgue e la sua misura
eguaglia quelle del suo interno e della sua chiusura.

6. Dimostrare che ogni sottoinsieme misurabile dell’insieme di Vitali ha
misura zero.

7. Sia E un sottoinsieme di R con m(E) > 0. Allora E contiene un sottoin-
sieme non misurabile.

8. In che relazione stanno

m(liminf E,) e liminf m(E,),

n—oo n—o0
e
m(limsup E,) e limsupm(E,)?
n—oo n—oo
Costruire degli esempi in cui i numeri di ciascuna coppia sono tra loro
diversi.

9. Si dice che un sottoinsieme E di RY genera una tassellatura se

U (E+n)=RY e (E+n)N(E+m)=2 per n#m.
nezZN
Dimostrare che se E genera una tassellatura, allora m(FE) = 1.

k
10. Siano E,, C (0,1), n =1,...,k insiemi misurabili e sia ), m(E,) > k—1.

n=1
k
Allora l'insieme () E, ha misura positiva.
n=1

11. Sia {Ep}nen una successione di sottoinsiemi misurabili dell’intervallo

(0,1) e supponiamo che

limsupm(E,) = 1.
n—oo
Dimostrare che esiste una sottosuccessione {E,, }ren tale che I'insieme

(\ En, ha misura positiva.
keN

12. Dimostrare che I'insieme di Cantor & misurabile secondo Peano-Jordan.
13. Costruire un insieme perfetto, privo di punti interni e con misura positiva.

14. Trovare un sottoinsieme del quadrato di lato 1 che abbia misura zero e
tale che dati comunque due numeri a e b tra 0 e 1, I'insieme contiene la
frontiera di un rettangolo con lati che misurano a e b.



Capitolo 3

Spazi e funzioni
misurabili

3.1. Spazi misurabili

Sia X un insieme qualsiasi. Una collezione M di sottoinsiemi di X & una
o-algebra se:

(i) X e M,

(ii) E € M implica che £ = X \ E € M,

(iii) F, € M per n € N implica che |J E, € M.
neN

Esempio 3.1.1. Sono c-algebre:
(a) l'insieme delle parti di un qualsiasi insieme X;
(b) la famiglia formata dal solo X e dall’insieme vuoto @ in un insieme
qualsiasi X;
(c) i sottoinsiemi misurabili secondo Lebesgue di X = RY;

(d) i sottoinsiemi misurabili secondo Lebesgue di un qualunque insieme
misurabile secondo Lebesgue X = F.

Osservazione 3.1.2. E chiaro che ogni o-algebra contiene I’insieme vuoto.
Inoltre, ponendo nella (iii) F, = @ per n = m + 1,m + 2,..., anche le
unioni finite di insiemi di una o-algebra M stanno ancora in M. Infine, le
intersezioni numerabili di insiemi di M sono contenute ancora in M, perché

NE :<UEn>

neN neN
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Proposizione 3.1.3. Sia F una qualsiasi collezione di sottoinsiemi di un
insieme X. Allora esiste una o-algebra M* in X che é la piu piccola o-
algebra contenente F; M* si dice la o- algebra generata da F.

Dimostrazione. Sia ) la famiglia di o-algebre in X contenenti F; ) non &
vuota perché contiene almeno l'insieme delle parti di X.

Sia allora
M =[] M.
MeQ
E facile verificare che M* & ancora una o-algebra e contiene F. O

Sia (X, 7) uno spazio topologico. La o-algebra generata da 7 e cioe la
piu piccola o-algebra che contiene tutti gli aperti di X si indica con B e i
suoi elementi sono detti insiems borelians.

Osservazione 3.1.4. (i) Sono insiemi boreliani le unioni numerabili di
chiusi e le intersezioni numerabili di aperti.

(ii) Tutti i boreliani di RY sono insiemi misurabili secondo Lebesgue,
perché fra questi ci sono anche gli aperti.

Se M & una o-algebra in X, (X, M) si dice uno spazio misurabile e gli
elementi di M si dicono insiemi misurabili.

3.2. Funzioni misurabili

Sia (X, M) uno spazio misurabile e sia Y uno spazio topologico; una funzione
f X — Y si dice misurabile se, per ogni aperto A in Y & misurabile la
retroimmagine f~(A) di A secondo f.

Si noti il parallelismo tra le definizioni di spazio e funzione misurabile
e quelle di spazio topologico e funzione continua. In particolare, sappiamo
che la composizione di funzioni continue e continua; la seguente proposizione
tratta il caso analogo per le funzioni misurabili.

Proposizione 3.2.1. Siano (X, M) uno spazio misurabile ed Y,Z spazi
topologici. Sia f: X — Y misurabile e sia g: Y — Z continua.
Allora go f: X — Z ¢é misurabile.

Dimostrazione. Sia A un aperto di Z; dato che g7'(A) ¢ aperto in Y, allora
I'insieme

(go /)HA) =g (A)
€ misurabile. ]

Studieremo con attenzione particolare le funzioni a valori nella retta
reale estesa R = R U {400, —00}; gli aperti di R sono unioni di tre tipi di
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intervalli: (a,b),[—00,b) e (a,+oc] con a,b € R. Le operazioni di somma e
moltiplicazione in R obbediscono alle seguenti convenzioni:
(+00) + (+00) = +o0,
+oo+x =12+ (+00) = +00 per ogni x € R,

400 se x > 0,
(+0) -z =z (+00) =
—o0 se x < 0,

per ogni x # 0.

Il seguente risultato rende piu agevole determinare la misurabilita di una
funzione a valori nella retta estesa.

Teorema 3.2.2. Sia f : X — R. Allora f ¢ misurabile se e solo se per ogni
t € R e misurabile uno degli insiems di livello

L+(f, £) = f M (t+o0)) = {w € X : f(a) > £},
t

(
(

AVARRV

L (f.0) = f7H([t +oo]) = {z € X« f(a) 2 1},
L(f.t)=f([~o0,t) ={z € X : f(z) <},
LE(f,t) = [~ ,])_{xeX:f(x)g t}.

Dimostrazione. Se f € misurabile, allora ogni insieme di livello € misurabile,
essendo la retroimmagine di un aperto o del complementare di un aperto.
Viceversa, dimostriamo preliminarmente che la misurabilita di ciascun

insieme di livello & equivalente a quella di ogni altro nella lista. Infatti, dato
che

()= 1/n+00]) =

neN
= () L (f,t = 1/n),
neN

L% (f,t) ¢ misurabile se ogni Ly (f,t) lo ¢; dato che L_(f,t) = X \ L% (f,1),
L_(f,t) e misurabile se L (f,t) ¢ misurabile, perché ¢ il complementare di
un insieme misurabile; analogamente, il fatto che

L*(fit) = () L(f,t+1/n)

neN

LE(f,t) = f7H([t, +o0))

implica che L_*(f,t) & misurabile se ogni L_(f,t) lo &, mentre L, (f,t) =
X\ L*(f,t). implica che L4(f,t) & misurabile se L* (f,t) lo &.

Infine, per il Teorema I3, ogni aperto A di R & 'unione numerabile di
intervalli I,, dei tre tipi: (a,b),[—00,b), (a, +00]. Percid per quanto appena
o0

dimostrato f~1(A4) = |J f~!(I,) & misurabile se uno degli insiemi della

n—=
lista lo & per ogni t € R. O
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Esempio 3.2.3. (i) Sia E C X. La funzione caratteristica X ¢ misurabile
se e solo se I/ ¢ misurabile.

Infatti
g, set >1,
Li(Xg,t) =< E, se 0 <t <1,
X, set <.

(ii) Ogni funzione continua su uno spazio topologico X & chiaramente
misurabile se la o-algebra definita su X contiene gli aperti di X.

Esempio 3.2.4. Un esempio importante di funzioni misurabili sono le fun-
zioni semicontinue.

Sia X uno spazio topologico; si dice che f : X — R & semicontinua
inferiormente se L1 (f,t) & aperto per ogni t € R o, equivalentemente, se in
ogni zg € X si ha:

liminf f(z) > f(xo).

T—T0
Si dice che f e semicontinua superiormente se L_(f,t) ¢ aperto per ogni
t € R o sein ogni xyp € X si ha:

limsup f(z) < f(xp).

T—T0

Per esempio, la funzione caratteristica di un aperto ¢ inferiormente se-
micontinua in RY; la funzione caratteristica di un chiuso ¢ superiormente
semicontinua in RV,

Siano X e Y spazi topologici. Si dice che f : X — Y & boreliana (o
misurabile secondo Borel) se

f~Y(V) e Bx, perogniaperto V CY.
E chiaro che gni f: RV — R boreliana ¢ misurabile secondo Lebesgue.

Proposizione 3.2.5. Siano X ed Y due spazi topologici e sia f : X — Y
una funzione boreliana. Allora risulta che f~(B) ¢ un boreliano di X per
ogni boreliano B di Y.

Dimostrazione. La famiglia Q = {B C Y : f~}(B) € Bx} & una o-algebra
in Y che € contiene tutti gli aperti di Y, dato che f & boreliana. Percio
By C Qe quindi f~}(B) & un boreliano di X se B & un boreliano di Y. [

Teorema 3.2.6. Sia (X, M) uno spazio misurabile.

(i) Siano f,g : X — R misurabili e sia ¢ € R. Allora sono misurabili le
funzioni f 4+ g, cf ed fg.
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(ii) Siano fn : X — R, n € N, misurabili. Sono allora misurabili anche le
funzioni:

S(QZ) = sup fn(x)a S('CC) = inf fn(x)a

I'(x) = liminf f,(x), I"(x) = limsup f,(z).

n—o0 n—00

Dimostrazione. (i) Si ha che

Li(f+g.t) = L+ (fr9) N Ly(g,t —q)
9€Q

e I'unione € numerabile. E facile inoltre dimostrare che ¢ f € misurabile per
ogni ¢ € R se f ¢ misurabile.

Dato che fg = 3[(f + 9)% — (f — 9)%], per quanto appena dimostrato,
bastera dimostrare il caso particolare in cui f = g = h e cioe fg = h?.
Risulta

X set <O,

Ly (r,0) = {L(h, VUL (h,vE) se t >0,

e quindi A? & misurabile se h lo &.
(ii) Si ha che

L—i—(Sat) = U L-l—(fn?t) e L*(Svt) = U L*(fnat)'
neN neN

La misurabilita di I’ ed I” si ottiene iterando le operazioni di inf e sup. O

Corollario 3.2.7. Se f,g: X — R sono misurabili, sono misurabili anche
le funzioni

max(f,g), min(f,g),
f+:max(f,0), f*:max((),—f% ’f‘:er_fi

e Uinsieme {x € X f(z) > g(z)}.

Osservazione 3.2.8. Sia £ € M. Dato che F e anch’esso uno spazio mi-
surabile rispetto alla o-algebra Mg = {ENF : F € M}, possiamo esten-
dere i risultati fin qui dimostrati per funzioni misurabili su X alle funzioni
misurabili su un ogni insieme misurabile E.
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3.3. Approssimazione mediante funzioni semplici

Una funzione s : X — R si dice semplice se € misurabile ed assume un
numero finito di valori. Se ci,..., ¢, sono i valori distinti di una funzione
semplice s, allora, posto By, = {x € X : s(x) = ¢}, k=1,...,n, gli E; sono
tutti misurabili, a due a due disgiunti e la loro unione e tutto X; quindi si
puo scrivere

s(z) = chXEk(x), x e X.
k=1

Teorema 3.3.1 (Approssimazione mediante funzioni semplici). Sia data
una funzione f : X — [0,+00] misurabile. Allora esiste una successione
crescente di funzioni semplici s, che converge ad f puntualmente.

Se in piv f & limitata, allora le funzioni s, convergono ad f uniforme-
mente.

Dimostrazione. Sia n € N e poniamo:
E,=fYn,+x]) e E,i= Y[k = 1)/2™, k/2), k=1,...,n2™

La funzione
n2m

sn(z) = nXg, (x) + Z i
k=1

—1

271 XEn,k (x)

¢ semplice perché E), ed E,, j, sono misurabili. Inoltre s,, < f per costruzione.
Si noti che

Enx=Enp12-1 U Eni1 2k

e quindi se x € E,, j, risulta

kE—1 _
sn(r) = —— < min[(2k — 1)/2"F1 2k /21 < 501 ().
Analogamente
(n+1)2nt1
E, = n+1 U U En+1,k
k=n2n+141

e quindi se x € F), risulta ancora
sp(z) =n<n+1=su1(x) se z€ Eppq

e,se k=n2"tt +1,... (n+1)2nFL

k-1
sp(x) =n <

~ W == 8n+1(5€) se xr € En+1’k .

Percio {sy, }nen € crescente.
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k/2"

(k-1)/2"

En,k n En,k

Figura 1. Approssimazione con funzioni semplici

Se ora f(x) = 400, allora s,(z) = n per ogni n € N e quindi s,(z) —
f(z) quando n — oo. Se f(x) < oo, esiste v € N tale che f(z) <v.Sen >v
si ha allora

0 < f(z) — sn(z) < 2%

e quindi s,(x) — f(x).

Se infine f ¢ limitata, preso n > sup f, si avra 0 < f(x) — sp(2) < 5
X

per ogni x € X e cioe sup |f — s,| < 5 — 0se n — o0. O
X

3.4. 1 tre principi di Littlewood

Si consideri RY con la o-algebra degli insiemi misurabili secondo Lebesgue.
Le seguenti affermazioni passano sotto il nome di principi di Littlewood.”
(i) Ogni insieme misurabile (di misura finita) & quasi un chiuso.

(ii) Ogni successione di funzioni misurabili che converge quasi ovunque
¢ quasi uniformemente convergente.

13 veda a proposito [~aE].
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(iii) Ogni funzione misurabile & quasi continua.

L’affermazione (i) & il contenuto del Teorema PZ34 che abbiamo gia dimo-
strato nel caso di insiemi misurabili limitati e che si puo estendere facilmente
al caso di insiemi di misura finita.

Il significato del secondo principio di Littlewood ¢ reso evidente dal
seguente risultato.
Teorema 3.4.1 (Egoroff-Severini). Sia E un insieme misurabile e limitato
e stano f ed fn, n € N, funzioni misurabili in E e quasi ovunque finite.

Allora
fn—=f qo. in FE

se e solo se, per ogni € > 0 esiste un compatto K C E tale che

(3.1) m(E\K)<e e fo— f uniformemente su K.

Dimostrazione. Se f, — f q.0. in FE, il sottoinsieme dei punti di x € E in
cui f(x) ed f,(x) sono finiti e tali che f,(z) — f(x) per n — oo ha la stessa
misura di F; possiamo quindi supporre senza perdere di generalita che f(x)
ed ogni f,(x) siano finiti e che f,(z) — f(z) per ogni x € E. Osserviamo
allora che possiamo scrivere che

E = {z € E:limsup|fn(z) — f(z)| =0}.
n—oo
Dati n ed m € N definiamo:
1
Enm = E: n — — .
m={z B swli@) - f@I <}

Si osserva che, per ogni m € N, E, ,, C E, 11, ed inoltre

(o.9] o
E =] Eum=J(Ent1m \ Enm) per ogni m e N.
n=1

n=1

Dato che gli insiemi nella seconda unione sono a due disgiunti, abbiamo che

n—o0

m(E) =Y m(Epiim \ Bnm) = lim m(Ep )
n=1

(si veda anche il Teorema B-T2). Percio, fissati € > 0 ed m € N esiste un
indice v = v(e,m) tale che
m(E\ E, ) < e/2mth

Sia F'= [\ Eym)m; allora E\ F = |J (E\ E,¢m)m) e quindi
m=1

m=1

’I?’L(E \ F) < Z m(E \ Eu(a,m),m) <

m=1

| ™
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Esiste inoltre un compatto K C F' tale che m(F \ K) < /2 e quindi
m(E\K)=m(E\F)+m(F\K)<e.

o
Siccome K C F' = [\ E,(m)m, Der ogni m esiste un indice v(e, m)
m=1
tale che

1
|fn(z) — f(x)] < — perogni n>v(e,m) ed ogni = € K,
m

cioe f, converge uniformemente ad f in K.

Viceversa, se per ogni € > 0 esiste un compatto K C FE che soddisfa (B),
per ogni m € N esiste un compatto K,, C E tale che f,, — f uniformemente

su K, e m(E\ Ky,) <1/m. Allora f,(z) — f(xz) perogniz € F = |J K,

meN
€

m(E\ F) = m( N (E\Km)) = lim m(E\ K) =0.
meN
O

Una funzione f definita su un insieme misurabile F si dice quasi continua
se per ogni € > 0 esiste un chiuso K C F tale che m(E\ K) < ¢ ed f ristretta
a K e continua.

Lemma 3.4.2. Le funzioni semplici definite in insiemi di misura finita sono
quasi continue.

Dimostrazione. Sia f = i ¢;Xg; dove cy,...,c, sono distinti e E; = {z €
E : f(z) =¢}. Gli insiér:nli E; sono misurabili, quindi per ogni € > 0 esiste
un chiuso K; C Ej tale che m(E; \ K;) < ¢/n. L’insieme K = G K; ¢ un
chiuso e m(E \ K) < e. I chiusi K; sono disgiunti ed f & costa]n:tz su ogni
Kj, quindi f ¢ continua su K. O

Il terzo principio di Littlewood e riassunto nel seguente teorema.

Teorema 3.4.3 (Lusin). Sia E un insieme misurabile di misura finita e sia
f quasi ovunque finita in E. Allora, f ¢ misurabile in E se e solo se f ¢
quast continua in E.

Dimostrazione. (=) Supponiamo che f sia misurabile e f > 0. Esiste una
successione s, di funzioni semplici che converge quasi ovunque a f.
Fissiamo un € > 0. Per ogni n esiste un chiuso K,, C FE tale che
m(E \ K,) < ¢/2"*! e 5, ¢ continua su K,,. Per il teorema di Egoroff-
Severini esiste inoltre un chiuso Ky C E tale che m(E \ Ko) < /2 e sy,
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o0

converge uniformemente ad f in Ky. In K = () K, la successione s, con-
n=0

verge uniformemente ad f e, siccome le s, sono continue in K, allora anche

f € continua in K. Rimane da osservare che
m(E\K) <> m(E\K,) <e.
n=0

Se f cambia segno, basta scrivere f = fT — f~ con fT e f~ funzioni
misurabili non negative.

(<) Supponiamo che f sia quasi continua e sia t € R. Per ogni € > 0
esiste un chiuso K con m(E \ K) < € ed f e continua in K. Quindi

freE: f@)>t)={z e K : f(2) >} U{z e B\K : () >1},

dove il primo insieme a secondo membro & chiuso, perché f e continua in K
mentre il secondo ¢ contenuto in E\ K ed ha quindi misura esterna minore di
€. Per il primo principio di Littlewood, I'insieme di livello a primo membro
€ misurabile. O

Osservazione 3.4.4. Si dice che una funzione & continua quasi ovunque in
E se

m({z € E : f & discontinua in z}) = 0.
I concetti di funzione continua quasi ovunque e di funzione quasi continua
non coincidono. Per esempio: &Xgng,1) ¢ misurabile, quindi ¢ quasi continua,
ma ¢ discontinua in ogni punto di [0, 1].

3.5. Esempi notevoli

Esempio 3.5.1 (La scala di Cantor). Usando l'insieme di Cantor si puo
costruire una funzione s continua e non decrescente in [0, 1] con s'(z) = 0
q.0. in [0, 1] e s non costante. Useremo alcune notazioni usate nell’Esempio

5.

La funzione ¢ cosi definita:
s(0)=0, s(1)=1, s=1/2 in A; =[1/3,2/3].

Cioe s nella chiusura di A; e uguale alla media dei valori in 0 e 1. Si divide
poi [0,1/3] in 3 intervalli e si pone s = 1/4 in quello centrale chiuso, cioe
nell’intervallo centrale si assegna ad s il valore della media negli estremi.
Analogamente si divide [2/3,1] in 3 parti e si pone s = 3 (3+1) = 3 in

[7,8] e cosi via.
o
In questo modo s risulta definita in |J A, cioé quasi ovunque in [0, 1];
n=1
s puo essere prolungata con continuita a tutto [0, 1] osservando che la suc-

cessione di funzioni continue i cui grafici sono disegnati in Figura 3 converge
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3/4 rm—

172

14 r—

Figura 2. La scala di Cantor.

uniformemente ad una funzione continua che coincide con s negli insiemi
Ap.

Osserviamo che s € costante su ciascuno degli intervalli componenti A,
e quindi s = 0 quasi ovunque in [0, 1], dato che la misura totale di tutti
quegli intervalli e ugale ad 1.

Una descrizione alternativa della scala di Cantor si ottiene nel modo
seguente. Sia z un numero reale in (0, 1) con espansione ternaria {a,}. Sia
N—{ 00, se a, #1 per ogni n € N,

min{n : a, = 1}, altrimenti.

Si pone allora
%an, se n < N,

b, = 1, se n =N,
0, se n> N,
e
b
s(:r):z#
n=1

Si noti bene che:
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Figura 3. Approssimazione della scala di Cantor.

(i) la definizione € ben posta anche se z ammette due espansioni terna-
rie; per esempio, a % si possono associare le successioni (1,0,0,-- )
e (0,2,2,--+); nel primo caso si ha N =1 e quindi b = (1,0,0,---),
da cui segue s(1/3) = 1/2; nel secondo caso, N = oo e quindi

o0
b=(0,1,1,---), da cui segue che s(1/3) = > 27" =1/2;
n=2
(ii) la definizione & coerente con la precedente, cioe¢ s ha lo stesso valore
oo
su |J Ap; per esempio, se x € (1/3,2/3), allora a = (1,a9,as, -+ ),
n=1
N=1eb=(1,0,0,---), cioe s(z) =1/2.
Con questa rappresentazione si puo dimostrare che
| 1
|z —y| < 3 implica che |[s(z) — s(y)| < oF
per ogni k € N (si veda [Fa]).

Da questa proprieta segue che
In2

|s(x) = s(y)| < Clz —y[ws,

cioe s ¢ holderiana con costante o = ﬁ%



3.5. Esempi notevoli 45

1

37 allora ?)k% < |z—y|

Infatti, se k & il piu grande intero tale che |z—y| <
e quindi

() — s(u)] < g = ™12 < QTS Wl — g g B,

Esempio 3.5.2. Consideriamo ora la funzione
l(x) = s(x) + x;

[ & strettamente crescente e continua, quindi ¢ un omeomorfismo tra [0, 1] e

[0,2].
“((9))-»(0)

Inoltre
perché I'immagine di ogni intervallo componente 'unione ha la stessa misura
del intervallo stesso. Quindi, se K ¢ I'insieme di Cantor,

perché m (1([0,1] \ K)) = 1.

Dal momento che [(K) ha misura positiva, per I’esercizio 7 del Capitolo
2, esiste un sottoinsieme £ C [(K) non misurabile. Osserviamo che [7!(E) C
K quindi & misurabile ed ha misura 0.

Si puo allora scrivere

XE(I‘) = .)C‘lfl(E) o Z_I(ZL‘).

~1 & una funzione continua, Aj-1(g) € una funzione misurabile, ma Xz non

l
¢ misurabile.

Esempio 3.5.3 (Insieme misurabile che non & un boreliano). Abbiamo visto
nell’esempio precedente che, usando la scala di Cantor in modo opportuno
¢ possibile scrivere

XE:ng,

dove Xr non e misurabile, f & misurabile e g & continua.
Osserviamo che f non puo essere una funzione boreliana, altrimenti fog
sarebbe ancora una funzione boreliana e quindi sarebbe misurabile.

Esiste quindi una funzione f che & misurabile ma non e boreliana. Questo
significa che le retroimmagini di aperti sono tutte misurabili, ma non sono
tutte boreliani.
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Esercizi

1.

Sia {f,,} una successione di funzioni misurabili su R"V definite quasi ovun-
que e che convergono quasi ovunque ad una funzione f. Dimostrare che
f & definita quasi ovunque ed & misurabile se estesa uguale a zero dove
non ¢ definita.

2. Se {z € E: f(x) > q} & misurabile per ogni ¢ € Q, allora f & misurabile.

3. Sia ¢ : R — R una qualunque funzione. Allora la funzione f(z) =

liminf g(y) ¢ semicontinua inferiormente e quindi misurabile.
Yy—T

La tesi € sempre vera se sostituiamo R con uno spazio topologico
qualsiasi?

. Sia f : R — R una funzione qualsiasi e siano

¢s(x) = sup{|f(s) = f(t)] : s, € (x — 6,2 + )},
¢(z) = inf{ps(x) : 6 > 0}.

Dimostrare che ¢ ¢ superiormente semicontinua e che ¢(z) = 0 se e solo
se f & continua in z.

. Dimostrare ’equivalenza delle definizioni di funzione semicontinua infe-

riormente o superiormente date nell’Esempio B=24l.

La funzione caratteristica di un insieme E ¢ semicontinua inferiormente
se e solo se F & aperto.

Sia K compatto di RY e sia f semicontinua inferiormente. Allora f
ammette minimo in K. Che cosa succede se K € un qualsiasi spazio
topologico compatto?

Sia {f,} una successione di funzioni reali non negative su R. Si conside-
rino i seguenti quattro enunciati:
a) Se f1 e f2 sono semicontinue superiormente, f; + f2 € semicontinua
superiormente.
b) Se fi e f2 sono semicontinue inferiormente, f; + fo & semicontinua
inferiormentei.

[o¢]
c) Se ogni f, € semicontinua superiormente, Y f,, & semicontinua su-
1

periormente.
o0

d) Se ogni f,, € semicontinua inferiormente, » f, ¢ semicontinua infe-
T

riormente.
Si provi che tre di questi enunciati sono veri e uno ¢ falso. Cosa
succede se si omette la condizione di non negativita?

9. La funzione

Flz) = 1/q sex =p/qconpé€Z, q€ N primi tra loro,
1 0  altrimenti,
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10.

11.

12.

¢ semicontinua superiormente.

Una funzione f : [a,b] — R ¢ semicontinua inferiormente se e solo se

f(z) =sup{g(x) : g € Cla,b], g < f su [a,b]}.

per ogni z € [a, b].
Sia f una funzione continua di una variabile reale e sia E un insieme di
numeri reali di misura di Lebesgue nulla. E sempre vero che m(f(E)) =
07
Sia £ € R un sottoinsieme misurabile di misura finita e sia f : £ — R
una funzione misurabile.

Dimostrare che f & quasi ovunque finita in F se e solo se f & quasi
limitata in F, nel senso che per ogni £ > 0 esistono un chiuso K C F ed
una costante ¢ > 0 tali che

If|<ec in K e m(E\K)<e.






Capitolo 4

L’integrale di Lebesgue

4.1. Misure positive

Una misura positiva & una funzione definita su una o-algebra M a valori in
[0, 00] € numerabilmente additiva, cioe tale che, se { E}, }nen € una successione
di elementi a due a due disgiunti di M, risulta:

(4.1) w(U Bn) =D (B,
neN neN

Per evitare banalita supporremo sempre che p sia finita, cioé che esista
almeno un F € M tale che pu(E) < oo. La terna (X, M, p) si dice uno
spazio di misura.

Esempio 4.1.1. Ecco alcuni esempi di spazi di misura.
(a) X = RY, M = o-algebra degi insiemi misurabili secondo Lebesgue,
© = m = misura di Lebesgue.

(b) Sia X un insieme qualunque, M linsieme delle parti P(X) di X e si
definisca

(E) = 400 se FE ¢ infinito,

MEI= cardinalita di E se  E ¢ finito;
questa formula definisce una misura che si dice la misura che conta (e.g.
X =N).

(¢) Sia X un insieme qualsiasi, M = P(X), g € X e

] 1 se xzp€EF,
6$0(E)_{0 se w ¢ F;

la misura definita in questo modo si dice la delta di Dirac.
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Teorema 4.1.2. Sia (X, M, ) uno spazio di misura. Allora:
(1) 1(@) = 0;
(i) W(E1U---UE,) =pu(Ey)+- -+ u(Ey,) se Eq,...,E, € M sono a due
a due disgiunti;
(iii) E C F implica u(E) < p(F) per E, F € M,
(iv) se E1,...,Ey,, ... éuna successione crescente (i.e E, C E,+q1 pern €
N) di insiemi misurabili, risulta che

Jm (B = n( U En):
neN

(v) se Ei,...,En,... é una successione decrescente (i.e E, D E,i1 per
n € N) di insiemi misurabili, risulta che

nh—%ou(En) = ,u( ﬂ En> se p(Er) < oo.
neN

Dimostrazione. (i) Sia E € M tale che u(FE) < oo e si ponga Fy = E e
Ey =@ per k=2,3,... in (E).

(ii) Si ponga Ey = @ per k=n+1,n+2,... in (E0).

(iii) Poiché FF = FU(F\ E)e EN(F\ E) = @, (ii) implica che
p(F) = w(E) + p(F\ E) > p(E).

(iv) Sia B = |J E,, allora E,, C E per ogni n € N e quindi u(E,) <
neN
u(E). Se esiste n € N tale che pu(FE,) = oo si ha anche u(E) = co e quindi

la tesi. Altrimenti si pone Fy = Ey, F,, = E, \ E,—1, n =2,3,... esi ha

n

wkE) = Z#(Fn) = JL)I{:OZM(F’C) = nh_}r&u( U Fk) =
k=1

neN k=1
Jim p(Ey).
(v) Per la (iv)
lim (B \ E) = o (B \ Ba)) = (B () En)

neN neN
e quindi
p(Er) — lim p(Ep) = lim p(Er\ E,) = p(Er) - u( N En>
neN
da cui si conclude poiché p(Ep) < oco. O

Esempio 4.1.3. Se u(E;) = oo allora in generale 'asserzione (v) del Teo-
rema B2 non vale. Infatti, se E, = [n,400),n € N, e p & la misura di

Lebesgue m, siha (| E, =9, E, 2 E,4+1 e m(E,) =oco,n € N.
neN
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4.2. Misure esterne

Una misura esterna pie su un insieme X e una funzione definita sull’insieme
delle parti di X a valori in [0, 0o] tale che

(i) pe(2) = 0;
(i) pe(E) < pe(F) se E C F;
o0 o0
(iii) ue< U En) < > pe(Ey) per ogni successione di sottoinsiemi E,,
n=1 n=1
di X.
Le misure esterne permettono di costruire della misure, perche esiste sempre

una o-algebra sulla quale si comportano come misure.

Un sottoinsieme E di X si dice pe-misurabile se decompone additiva-
mente ogni sottoinsieme di X, cioe se

pe(F) = pe(F N E) + pe(F\ E),
per ogni F' C X.
Si noti che, dato che F' = (F'\ E) U (F N E), per la (iii) vale sempre la
disuguaglianza pe(F) < pe(F N E) + pe(F\ E).

Teorema 4.2.1 (Carathéodory). Sia p. una misura esterna. La collezione
M di insiemi pe-misurabili & una o-algebra e la restrizione di pe a M € una
misura. Inoltre, se p.(E) =0, allora E ¢é pe-misurabile.

Dimostrazione. E chiaro che @ € M.
Se E € M, allora
pe(F) = pe(FNE) + pe(F\ E) = pe(F\ E) + pe(F N E),
quindi E¢ € M.
Facciamo ora vedere che, se F1 ed FEs sono elementi di M, anche 'unione

E71 U E5 appartiene ad M. Applichiamo per questo la definizione alle coppie
di insiemi F, Fy e F'\ Eq, Es; otteniamo:

IU'E(F) = Me(F N El) + ME(F \ E1)7
te(F'\ E1) = pe((F\ E1) N E2) + pe((F1\ E1) \ E2),
e quindi
pe(F) = pe(FNEY)+ pe((F\ E1) N E2) + pe((F\ E1) \ E2) =
pe((F'N (E1 U E2)) + pe(F\ (E1 U Ep)),

dato che (FNE)U((F\ E1)NEy) = FN(E1UE3). La disuguaglianza opposta
& sempre vera. Per induzione & chiaro inoltre che, se F1, ..., E, € M, anche

U FE; € M.
=1
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Facciamo ora vedere che, se {E,}neny € M e gli E,, sono a due a due
disgiunti, allora

Me(Fﬂ U ) Z'L‘@ FNE,)

n=1

per ogni F' C X. In particolare, si avra Che

M(U ) Zue

n=1
e cioe che p, ¢ numerabilmente additiva su M.

Cominciamo a dimostrare per induzione che
n n
e (F nJ E) =Y he(FNEy).
i=1 i=1

R n

E chiaro che questa ¢ soddisfatta per n = 1. Sia F,, = |J E; e supponiamo
i=1

che

J(FNE,) ZueFﬂE

risulta:

pe(F N Fog1) = pe(F N Fppr NE) + pe((F 0 Foppa) \ Fr) =
pe(F N Fp) + pe((F N (Fg) \ Fr)) =

Zﬂe(FmEi) + pe(F N Epgr) =
=1
n+1

Z :UJe(F N Ez)
i=1

Infine, si ha:

iue(FﬂEn) > pe(FN G En) = pe(F 0 OE) -
n=1

n=1 i=1
n
Z Ne(F N Ez)
=1

per ogni n € N e quindi la tesi. Nell’'ultima catena di disuguaglianze, la pri-
ma segue dalla subadditivita di u., mentre la seconda dalla sua monotonia.

Siamo ora in grado di concludere la dimostrazione facendo vedere che, se
o0 n
{En}neny C M, anche |J E, € M. Infatti, fissaton € Ne posto F,, = |J E;,
i=1

n=1



4.2. Misure esterne 53

si ha che sia F,, € M che F,, \ F,,—1 € M e quindi
pe(F) = pe(FNEF) + pe(F\ Fn) >

pre(F N Fy) +ue(F\ G En> =

n=1

e (P UEA i) + (P
i=1

(@
i
N
Il

3
Il
i

8
S
\._/

> e F O (F\ Fio)) + e (F\

=1

3
Il
fa

Facendo tendere n all’infinito, si ottiene percio:

pe(F) > Zue(Fan\Fn_l))we(F\UEn):

e (F L:J (Fo\ Foe1) +ue(F\UE)

ue<Fm UE)Jrue(F\ U )

dove l'ultima uguaglianza segue dal fatto che gh insiemi F,, \ F,,—1 sono a
due a due disgiunti. Come al solito, la disuguaglianza contraria & sempre
verificata. O

Sia (X,d) uno spazio metrico. Una misura esterna su X si dice una
misura di Caratheodory se

pe(EUF) = pe(E) + pe(F),
per ogni coppia di insiemi E, F' tali che d(E, F') > 0.

Proposizione 4.2.2. Se . ¢ una misura esterna di Caratheodory su (X, d),
allora i boreliani sono p-misurabili.

Esempio 4.2.3 (La misura di Hausdorff). Sia X = R¥ con la distanza
euclidea. Sia E C RYM. Si dice che {U;}22, & un d-ricoprimento di E se
o0
E C | Ui e0<diam(U;) < per ogni i € N.
i=1
Siano E CRY, 0 < s < o0 e 0 < § < oo. Poniamo:

= inf {Z e [dlam Ui )] : {U;}ien € un d-ricoprimento di E} ,
=1

dove



54 4. L’integrale di Lebesgue

(Si noti che se s € intero, a(s) non & altro che il volume della pallina unitaria
s-dimensionale.)

Poiché la funzione § — Hj(E) e decrescente, dato che ogni d-ricoprimen-

to € anche un ¢’-ricoprimento se § < ¢’, allora possiamo definire

H*(E) = lim Hi(E) = sup Hi(E).

Si dice che H* ¢ la misura di Hausdorff s-dimensionale su RY; si puod
dimostrare che H3 ed H*® hanno le seguenti proprieta :
(i) H3 e H® sono misure esterne;

(ii) H?® & una misura di Caratheodory, quindi i boreliani sono misurabili
secondo H?;

(iii) H° & la misura che conta i punti di R";
(iv

)
)
(v) H* =0 su RY per ogni s > N;
(vi) H*(AE) = N*H*(E) per ogni A > 0 ed E C RY;
(vii) H*(L(E)) = H*(E) per ogni isometria L di RY.

HYN = m su R, la misura di Lebesgue su RV;

Si pud anche dimostrare che, se E C RN e, se 0 < s < t < o0, allora
H*(F) < oo implica che H!(E) = 0 o, in altre parole, H!(F) > 0 implica
che H*(E) = oo.

La dimensione di Hausdorff di un insieme E C R ¢ allora definita da

dimy(E) = inf {0 < s < o0 ) H(E) =0}

4.3. Integrale di Lebesgue di funzioni non-negative

Sia (X, M, u) uno spazio di misura e sia s : X — [0,+00) una funzione
semplice, cioe

k
s = E ¢iXE;
i=1

k
coneg; >0,i=1,...k, |JE;=X e E;NE; =@ peri#j.
i=1
Se E € M & misurabile, si pone per definizione:

/sd,u:

E (2

CZH(E N El),

k
—

dove si intende ¢;u(E N E;) = 0 se ¢; = 0, anche se u(E N E;) = 0.
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Sia f : X — [0,00] misurabile; V'integrale (di Lebesgue) di f su E
(rispetto alla misura p) & definito da

/fdu:sup{/sd,u:s semplice ,0 < s < f in E}
E E

Se l'integrale di f e finito, si dice che f e sommabile in E.

Esempio 4.3.1. (i) Sia u = d4,, la delta di Dirac concentrata in z¢ € X.
n
Se s = ) ¢;Xg, ¢ una funzione semplice, allora xg appartiene ad un solo

j=1
E;, cioe pu(E;) =0se j #ie p(E;) = 1; quindi

/ s dp = ¢; = s(xp).
X

Se f & misurabile e non-negativa, si ha dunque
/ fdp = sup {s(xg) : s semplice, 0 < s < f} = f(x0).
b'e

Una funzione ¢ quindi sommabile se f(zg) < oo.
(ii) Se X = I & un insieme qualsiasi e p € la misura che conta allora
/fdu = sup{Zf(i) Jcl,J ﬁnito}
I ieJ
e si scrive anche

Jrau=¥ 10,

el
(iii) Sia X = N e sia p la misura che conta. E facile dimostrare che f &
sommabile se e solo se > f(n) < oo e si ha che

neN
[ ran=Y s,
X neN
Proposizione 4.3.2. Siano f,g: X — [0,00] funzioni misurabili ed E, F €
M.
Allora

(i) [ fdu= [ fXedu
E X
(ii) se f<ginE, siha [ fdu< [gdu;
E B
(iii) se ECF, si ha [ fdu < [ fduy;
E F

(iv) se f=01n E, siha [ fdu=0;
E
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(v) se u(E) =0, si ha [ fdu=0.
E

Dimostrazione. (i) E banale osservando che se 0 < s = > ¢iXg, < f, allora

i=1
/SXEdu—/sd,u.

X E

(i) Per ogni funzione semplice s con 0 < s < f, risulta s < g e quindi

/sdué /gdu-
E E

Passando all’estremo superiore, si ottiene la tesi.
(iii) Risulta

[ran= [sxean< [ 1 xedn= [ ran
E X X F

(iv) Ogni s semplice con 0 < s < f & nulla in F e quindi [ sdp = 0.
E
(v) Per ogni s semplice con 0 < s < f, si ha

k
/ dp = chu (ENE;)=0.
E i=1

O

Osservazione 4.3.3. Con la (i), se f : E — [0,400] ¢ misurabile in E,
possiamo definire ancora il suo integrale in X.

Lemma 4.3.4. Siano E1,..., E,,... insiemi misurabili di X, a due a due
oo

disgiunti e tali che E = |J E,.
n=1

Se s & una funzione semplice non negativa, allora

/sd,u Z/sd,u

n= lEn

In altre parole, la funzione v : M — [0, 400] definita da

V(E):/sdu, E e M,
E

e una misura.
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Dimostrazione. Come al solito, possiamo scrivere
k
s = E ciXFia
i=1

k
dove | Fi =X e F;NF; =@ sei# j. Percio
i=1

1=

k k 00
/sd,u = Zci,u(EﬂFi) = Zcm( U EnﬂE-> =
E =1 =1 n=1
k ) o~ k
ZCZ Zu(En NE;) = Z Z (B, N E;) =
i=1 n=1 n=1 i=1
[o.¢]
Z /sd,u
n:lEn

4.4. Teorema di Beppo Levi e lemma di Fatou

Il seguente teorema e fondamentale.

Teorema 4.4.1 (di convergenza monotona o di Beppo Levi). Sia {f,}nen
una successione crescente di funzioni misurabili e non negative su X. Allora

/lim frndp = lim /fndu.
n—oo n—oo
X

X
Dimostrazione. Sia f : X — [0, 00| definita da f(x) = lim f,(z) per ogni
n—o0

z € X. Dato che la successione numerica [ f, du & crescente e [ f, du <

X X
| f dpu, allora
X

i <
Jim f fodp < / fdp.
X X

Viceversa, sia s semplice con 0 < s < f. Fissato un numero « € (0, 1),
poniamo E, = {z € X : fu,(x) > as(z)}, n=1,2,--- . Risulta che

X=|JEn ¢ BxCEp1, neN,
neN

)andqu{fnduza/sdu:aV(En),

En

Percio
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dove v & la misura definita nel Lemma B34, Quindi

lim [ fodp>a lim v(E,) =av(X)= oz/sdu.
n—oo n—oo
X X
per la (iv) del Teorema BT

Passando al limite per o« — 17, si ottiene
lim [ fodu> /sdu.
n—o0
X X
Passando all’estremo superiore rispetto ad s, si conclude che

lim /fndu > /fdu-
X X
]

Osservazione 4.4.2. Applicando la Proposizione B232 (i), il teorema si puo
estendere a successione di funzioni misurabili in un insieme misurabile F.

Lemma 4.4.3 (Lemma di Fatou). Sia {f,}nen una successione di funzioni
misurabili e non negative su X. Allora

/lim inf f, du < lim inf/fn dy.
n—oo n—oo
X X
Dimostrazione. Sia gp(z) = ]ir>1f fr(z), n € N. Allora g, < fn, gn < gn+1,
>n
neNe
lim g,(z) = liminf f,(z)
n—oo n—oo
per ogni x € X.
Per il Teorema B2 di Beppo Levi, si ha allora

/lim inf f,du = / lim g,du = lim /gn dp =
n—oo n—oo n—oo
X X X

liminf [ g,du < linl\inf/fn dp.
X

n—00
X

O

Esempio 4.4.4. Nel lemma di Fatou, in generale, non vale il segno di
uguaglianza. Sia infatti

fa(@) =nXy1y(z), neN, zeR.

Allora f, > 0 per ogni n € N e linl)inf fu(z) = 1i_>m fn(z) = 0 per ogni
z e€R.
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D’altra parte [ fy(z)dx =1 per ogni n € N e quindi
R
liminf/fn(:z:) dr = lim [ fo(z)dz=1>0= /liminf fn(z)de.
n—00 n—00 n—r00
R R RN
E chiaro che questo stesso esempio ci informa anche che il Teorema B2 di
Beppo Levi non vale se I'ipotesi di monotonia delle f,, viene rimossa.

Esempio 4.4.5. 11 Teorema BE=271 di Beppo Levi non vale se la successione

{fu}nen © decrescente. Infatti la successione f,(z) = X, z € R, n € N,

n’?
converge (uniformemente) decrescendo a zero, ma

/fn(x)dx:oo e /lim fn(z)dz =0.
R

n—00
R

A proposito di questo esempio si veda il Corollario E54.

4.5. Linearita dell’integrale di funzioni non-negative

Teorema 4.5.1. Siano f: X — [0,400] misurabile e ¢ > 0. Allora

/cfdu:c/fdu.

X X

Dimostrazione. Se s € semplice e 0 < s < f, allora cs e semplice, 0 < ¢cs < cf

k
ecs =y, cc;Xg,. Percio
i=j
k k
/cf dp > /cs dp = chm(Ei) = CZ cit(Ey) =
e e i=1 i=1
c/sdu,
X
e quindi

c/fd,ug/cfd,u.

b'e X
Poiché questa disuguaglianza e valida per ogni ¢ > 0 ed ogni f misurabile
e non-negativa, applicandola a cf e ¢! al posto di f e ¢, rispettivamente,

otteniamo
c_l/cfdug/c_lcfdu—/fdu.
X

X X
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Lemma 4.5.2. Siano s et funzioni semplici. Allora:

/(s+t)d,u:/sdu+/tdu.
X X X

k !
Dimostrazione. Siano s = Y c;Xr, et = ) d;jXg, e gli insiemi F; e Gj
i=1 j=1
sono a due a due disgunti rispettivamente. Si osservi che

X:OFi UG _UUFmG

i=17=1

e che gli insiemi F; NG sono a due a due disgunti; inoltre

k1
s+t= Z Z(CZ + dj)XFiﬂGj'

i=1 j=1
Quindi
kool
/(s+t)d,u:ZZ(c,+d) (F,NG,)
¥ i=1 j=1
k ! k
> e wFNG)) Zd > wWFENG)) =
=1 j=1 7=1 =1
k
Zcz,u' +Zdjﬂ
i=1
/sdu—k/td,u
X X

Teorema 4.5.3. Siano f,g: X — [0,00] funzioni misurabili. Allora

/(f+g)du=/fdu+/gdu-

X X X

Inoltre, se ogni funzione fp, : X — [0,00|, n € N, & misurabile, si ha che

/andu Z/fndu

neN TLGNX

Dimostrazione. Per il Teorema BZ3, esistono due successioni crescenti di
funzioni semplici non negative s, e t,, che convergono rispettivamente ed f



4.5. Linearita dell’integrale di funzioni non-negative 61

e g. Per il Teorema E=41 allora
/(f—l—g)d,u: lim /(sn+tn)du:
n—oo

X

X

X
Tim %m+¢&/mm=/EW+/ww
X X X X
Infine
k k
/andu—/klggtondu: lim /andu =
x neN n=1 x n=1
k
1 =
Jlim Z/fndu Z/fndu,
=ly neNy
ancora per il Teorema B2 [l

Il seguente risultato e la versione del Teorema di Beppo Levi per succes-
sioni decrescenti di funzioni non negative.

Corollario 4.5.4. Sia {f,}nen una successione decrescente di funzioni mi-
surabili e non negative in un insieme misurabile E e sia

!m@w<w

Allora

fin [ foa= [t foc
X X
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Dimostrazione. Sia f(x) = lim f,(z); allora 0 < f < f; e risulta:
n—oo

‘Afwu+éjdu=

lim m-n+mww/fw=
X X

ygiéﬁ—ﬂmm+!nw@+ﬁfw:

lim X(fl—fn)dwrnlggo!fndu+/xfdu=

n—o0

Jr=nans [ gaus i [ g

X
JE sy
n—oo X
b'e
dove si e applicato il Teorema B2 di Beppo Levi dato che la successione
f1 — fn € crescente. Poiché f; ¢ sommabile, si conclude. O

Corollario 4.5.5. Sia f: X — [0,00] una funzione misurabile. Allora

(i) Uapplicazione v : M — [0,00] definita da

v(E) = [ fdu, E €M,
/

€ una misura;

(i1) se {Ep}nen € crescente ed E = |J E,, risulta:
neN

[ ran= 1 [
n—oo
E E,

(iii) se {En}nen € decrescente, F = (| En e | fdu < oo, risulta:
neN Eq

[0 g [ o
F E,

Dimostrazione. Esercizio M. O

Osservazione 4.5.6. Siano £ € M, f : E — [0, co] una funzione misurabile
ed Ey un insieme di misura nulla. Allora

/fdM: / fduz/fdu-
E

EUEy E\Ey
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E chiaro quindi che tutti i risultati fin qui dimostrati valgono se le proprieta
in gioco sono verificate quasi ovunque.

Per esempio, se ogni f, : E — [0,00]| & definita quasi ovunque e la
disuguaglianza f, < f,+1, n € N, & verificata quasi ovunque, posti

E, ={z € E: fy(x) non ¢ definito},
Fo={z e E: fu(z) > fan1(2)},

si ha che p(E,) = p(F,) =0, n € N. Posto allora Z = |J (E, U F,), risulta
neN
che ;(Z) = 0 e che ogni f, ¢ definita in E'\ Z ed inoltre f,, < fn41in E'\ Z.

Per il Teorema B4 di Beppo Levi, si ha dunque
/ lim f,dy = / lim f, dp= lim / fndp =
n—oo n—oo n—oo

E E\Z E\Z
Jn, [ i
E

4.6. Integrale di Lebesgue di funzioni sommabili

Sia (X, M, ) uno spazio di misura e sia f : E — R misurabile. Si dice che

f & sommabile in se
[ 151du <.
X

In questo caso si pone per definizione

)ZfdMZ)[f*du—!f‘du,

dove f* = max(f,0) e f~ = max(—f,0). Si noti che f = f* — f~, |f| =
frrfre0<frfm <Ifl

Esempio 4.6.1. (i) La funzione di Dirichlet f : [0,1] — R tale che f(z) =1
per z € Qe f(x) =0 per x ¢ Q & sommabile, perché & q.o. uguale ad 0 e

/01 F(@)dz = 0.

Essa pero non ¢ integrabile secondo Riemann, perché per ogni partizione
P di [0, 1], le somme di Riemann inferiori s(f,P) sono sempre nulle, mentre
quelle superiori S(f,P) sono sempre uguali ad 1.

(ii) La funzione f : [0,00) — R tale che

sinx

f(x) = — 7 € [0, 00),
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¢ integrabile secondo Riemann, perché

bsin T

dr = —.
2

lim
b—+oo T
0

Essa pero non ¢ sommabile, perché

/+OO
0

Teorema 4.6.2. La classe L£1(X) delle funzioni sommabili in X é uno spa-
zio vettoriale. Inoltre, lintegrale di Lebesgue su X € un’applicazione lineare

sin x

dxr = oo.
T

Dimostrazione. E chiaro che cf € £1(X) se f € £L1(X) e, dato che |f +g| <
|f] + |gl, se f e g sono sommabili, anche f + g lo &.

Inoltre risulta:
() =(cf)- =cf=c(f" = f)=cf" —cf”
e quindi
()t +ef~ = (cf)" +cft se ¢>0,
(/)T + (=) fT = (cf)” +(=c)f se c<O.

Trattandosi, nei due casi, di somme di funzioni positive sia a primo che a
secondo membro, possiamo applicare i Teoremi B2 e BZ273 per ottenere

[lehHrduteffdu=
X X

J(eH)tdu+ [ef~du= [(cf) du+ [cftdu=
X X X

X
Jlef) du+c [ frdp se ¢>0,
X X

Jlef)yfdu—c [ f~du=
X

X
Jef)Tdu+ [(—=c)f~du= [(cf)~du+ [(—c)fTdu=
X b X

X
J(ef)y~dp—c [ frdu se ¢<O0.
X X

Osservando che gli integrali in gioco sono tutti finiti, possiamo riordinare le
due uguaglianze ottenendo comunque

[erin=[erytan= [eryan=c [ rran-c [ ran=c [ an
X X X X X X

In maniera simile, dato che

(f+9)"—(f+9) =f+g=f"—f +g" -9,
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si ha:
(f+o) +f +g =+ +f +g".
Poiché tutte le funzioni in gioco sono non negative, abbiamo che

/(f+g)+du+/fdﬂ+/gdu = /(f+g)du+/f+du+/fdu
X X

X X X X

e quindi che

/(f+g)du = /(f+g)+du—/(f+g)‘du=
X

X X
/f+du—/f‘du+/g+du—/g_du=
X X X X
/ Jdp+ / gdp,
X X
dopo aver riordinato i termini, tutti finiti, della precedente identita. ([

Corollario 4.6.3. Se f ¢ sommabile in X si ha:

‘/fdu‘ S/\f\du-
X X
Dimostrazione. Risulta che
[rau]=| [ rran- [5an|< [rrans [£au= [1f1dn
X X X X X X

per il Teorema E73. U

Proposizione 4.6.4 (Una funzione sommabile & q.o. finita). Sia f : X — R
sommabile. Posto Eoo ={x € X : |f(x)| = oo} risulta che p(Ex) = 0.

Dimostrazione. Sia E, = {x € X : |f(x)| > n}, n € N. Allora

o> [Ufldaz [ 1f1dn=nu(En)
X En

e quindi
1
lim p(Ey,) < lim /If!du=0-
n—oo n—oo n
X

Dunque p(Es) =0, dato che Ey, C E,, n € N. O
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Proposizione 4.6.5. Sia f: X — R misurabile. Se

/fdu:()
E

per ogni B € M, allora f =0 q.0. in X.

Dimostrazione. Sia E,, = {z € X : f(z) > 1},n € N. Allora E,, ¢ misurabile
e

1
“uE) < [ fau=0, neN.
En

Percio

pfz e X5 f@) >0} < p( | Ba) <D ulEn) =0,

neN neN

cioe f <0 q.o. in X.
Scambiando f con —f, si ottiene che f > 0 q.o. in X. O

Teorema 4.6.6 (Assoluta continuita dell’integrale). Sia f : X — R som-
mabile in X. Allora per ogni ¢ > 0 esiste § > 0 tale che

/f\d,u<€pe7"ong€M con w(E) < 0.
E

Dimostrazione. Sia g,(x) = min{|f(z)|,n}, n € N. Allora g,, tende crescen-
do a |f| q.o. in X. Per il Teorema B2 di Beppo Levi

/\fldﬂznlggo/gndﬂ
X X

e quindi, per ogni € > 0 esiste v € N tale che
€
(|f‘ - gu) d:u < 5

X

Se £ C X ¢ misurabile e u(E) < o (cioe si ¢ scelto § = o

5 ), Tisulta:

/\f\dﬂé/(\f!—gy)du+/gydu<€+up,(E)<g.
E

2
X E
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4.7. Il teorema della convergenza dominata

Esempio 4.7.1. Siano

fi(z) = Xo1)(2),
fnlx) = nX(O%)(x) —(n—=1) X _1(x), n=2,3,---.

‘n—1

per z € R. Si ha che ogni f, ¢ sommabile in R e

/fn(x)dx:O, n=23,... e /fl(:c)dmzl,
R R

per cui

> / folz)dz = 1.

neNp
D’altra parte,

k
> falw) = kX 1) (@)
n=1

e quindi Y fn(z) =0 per ogni x € R. Percio

neN
/an(x) da + Z/fn(x) da.

R neN neN R

Quindi, per funzioni sommabili di segno qualsiasi non si possono in
generale scambiare le operazioni di serie e di integrale.

Esempio 4.7.2. Siano

Si osservi che

e gn(z) zreR, neN.

n
14 n+n22?  n2 422’

(i) fn converge q.o. a zero in R, ma non uniformemente;

(ii) gn converge uniformemente a zero in R;

(iii) ﬁ{fn(x) de = = =0 :gnli)riloo [n(x) dz;

(iv) [gn(z)dz = ©# » 0 = [ lim g,(z)dz, anche se g, converge
uniformemente a zero!

Teorema 4.7.3 (di Lebesgue, della convergenza dominata). Siano f, : X —
R, n € N, sommabili. Supponiamo che

(i) per quasi ogni x € X
fla) = T fo(2);
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(i) esiste una funzione g sommabile in tale che
|fn(x)| < g(x) per quasi ogni x € X e per ogni n € N.
Allora

din [ 1fa = sldp =0
X

J;rgo/fnduz/fdu-
X X

Dimostrazione. Dato che |f, — f| <|fn| +|f| <2¢ q0. in X e |f,, — f| =0
q.o. in X, per il lemma di Fatou si ha

[29dn< hrginf/mg— -

X
/2gdﬂ—hmsup/|fn— fldp
n—oo

X
e quindi limsup [ |f, — f| du < 0. Inoltre
n—oo x

In particolare,

/fnd,u—/fdu S/]fn—f]du%()sen—)oo.
X X X

O

Osservazione 4.7.4. Nell’Esempio B-73, la successione { f,(x) } ,en pur non
convergendo uniformemente a zero, ma solo quasi ovunque, € pero dominata

da una funzione sommabile: 0 < f,(z) < T +x2, re€R,neN.
La successione {g,(z)}nen non puo essere dominata da una funzione
sommabile. Infatti sup g,(z) non & sommabile, essendo, per v = [|z|/v/2],
neN

la parte intera di |z|/v/2,

V21 21

> _
supin(e) 2 e) 2 1 - 35

e quest’ultima funzione non ¢ sommabile in R.
Il seguente Corollario chiarifica I’Esempio BZ711.

Corollario 4.7.5. Siano f, : X — R, n € N, sommabili e tali che

> [l <
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Allora " fn(xz) converge assolutamente per quasi ogni x € X ad una fun-
neN
zione sommabile in X e risulta che

S [ fudn= /andu

nENX neN

Dimostrazione. Sia g(x) = > |fn(z)[; per il Teorema BZT di Beppo Levi,
neN

/gdu Z/\fn!du<oo

neNy

g ¢ sommabile:

Allora g ¢ q.o. finita in X per la Proposizione B64, cio¢ Y f,(x) converge
neN
assolutamente per quasi ogni = € X.

Infine, dato che

k
Z )| < g(z), z € X, k€N,

per il Teorema della Convergenza Dominata BZ7-3 si conclude che

k k
S [ fudn = klggz/fndu—/klggozjfndu—
nENX n=1 X n=1
/andﬂ

neN

0

Una conseguenza molto utile del Teorema della Convergenza Dominata
e il seguente teorema di derivazione sotto il segno di integrale.

Teorema 4.7.6. Sia (X, M, 1) uno spazio di misura e sia A C RM aperto.
Sia inoltre F : A x X — R e supponiamo che F(x,-) sia sommabile in X
per ogni x € A e che F(-,y) sia di classe C'(A) per quasi ogni y € X.

Se esistono funzioni g, sommabili in X e tali che per ogni © € A e
k=1,...,N risulta che

OF
4.2 < X
(42) L, y>\_gk<y>, yex,
allora la funzione definita da G(z) = [y F(z,y) du(y) ¢ di classe C*(A) e
risulta:
oG OF
(4.3) —(z,y) duly), k=1,...,N.

s T )y Oxk
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Dimostrazione. Sia ey, il versore k-simo della base canonica di RV, z € A
e {hn}nen una qualsiasi successione infinitesima tale che z + hy, e, € A per
ogni n € N. Dato che F & di classe C! nella variabile z, per il Teorema di
Lagrange, abbiamo:

G(:L‘—I—hhek /F:v+h neiy) = F@9) 4oy -

Lk

oF
[ et b en,y) duty),
X

dove 0 = 0,,(z,y) € (0,1). Si consideri ora la successione di funzioni

F
fn($7y) (CU-i-h Qek, ), n € N.

oxp

OF
La continuita di — in x implica che
8$k

oF
lim f,(x,y) = =—(z,y) per ogni z € A e quasi ogni y € E,
n—o00 Oz,

se n — 0o, mentre, per l'ipotesi (E32), risulta che
| fa(z, )| < gr(y), n € N.

Per il Teorema della Convergenza Dominata BZ73. concludiamo che

lim fn(wydu /8 (z,y) duly)

n—oo

e quindi, data l’arbltrarleta di {hp, }nen, che G & derivabile rispetto ad xy e
(B33) vale.

oG
Il fatto che —— sia continua in = segue ancora dal Teorema B3 ap-

L
OF
plicato alla successione a—@n,y), che & dominata da gx(y) e converge a
Lk

OF
8—(1‘, y) per ogni successione di punti di x,, € A che converge ad x. O
T

4.8. Il teorema di Fubini-Tonelli

4.8.1. Misura di un prodotto cartesiano. Il seguente risultato e un
corollario del Teorema EZ22 e agevolera molto le dimostrazioni di questo
paragrafo.

Lemma 4.8.1. Sia E C RY misurabile (secondo Lebesgue).

(i) Esistono una successione crescente di compatti K,, contenuti in E
ed una successione decrescente di aperti contenenti E tali che

nlgrolo m(K,) =m(E) = nh_)rrolo m(Ay).
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(il) Se m(E) < oo, allora |J K, CEC () A, e

neN neN
m( U Kn) =m(E) :m( ﬂ An).
neN neN

Dimostrazione. (i) Per il Teorema PZ54, esistono aperti B,, O E e compatti
H, C FE tali che
lim m(H,) =m(E) = lim m(B,).

n—oo n—oo

n n
Posto A, = (| Bje K, = |J Hj, si hache {A, },en € decrescente, { K, }ren
7=1 j=1
¢ crescente ed inoltre B,, O A,, O E ¢ H,, C K,, C E. Percio

m(E) = lim m(H,) < lim m(K,) <

n—0o0 n—oo

lim m(4,) < lim m(B,) = m(E).

n—00 n—00

(i) La tesi segue da (i) osservando che

lim m(K,) = m< U Kn)

n—00
neN

e che
Jmm(an =m( [ 40),
neN
dato che {A,,} en decresce e m(A1) < 0o essendo m(E) < co. O

Teorema 4.8.2 (Misura di un prodotto cartesiano). Sia E misurabile in
RN e sia F' misurabile in RM. Allora E x F ¢ misurabile in RN x RM ¢ si
ha

Dimostrazione. In quanto segue indichiamo semplicemente con m la misura
di Lebesgue mpy s (M + N)-dimensionale.

(i) La (E2) vale sicuramente se E ed F sono intervalli e quindi si estende
facilmente al caso in cui F ed F siano plurintervalli.

(ii) Se E ed F sono aperti, allora E' x F' & aperto e quindi misurabile in

RN x RM . Inoltre, per il Teorema 32, esistono due successioni crescenti
di plurintervalli P, C E e Q,, C F tali che

nli_{r;omN(Pn) =mpy(E) e nh_}rrgomM(Qn) =my(F).
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Dato che {P, X Qn}nen € crescente e E X F' = |J (P, x @), per il

neN
Teorema BT e la (i) risulta:
m(Ex F) = lim m(P, X Q,) = lim my(P,) myp(Qn) =

In modo analogo si procede sul caso in cui £ ed F' siano compatti.

(iii) Siano E ed F' limitati, misurabili e di misura positiva. Per il Lemma
EXTl, esistono due successioni decrescente di aperti A, O E e B, O F e due
successioni crescenti di compatti H,, C F e K,, C F tali che

my(E) = le my(4,) = 1i_>m my(Hp),
my (F) = li_)m ma(Bn) = li_}m mas (Ky).

Dato che H,, x K, ¢ un compatto contenuto in £ x F' e A, X B,, & un aperto
contenente E x F', abbiamo che

mN(Hn) mM(Kn) = m(Hn X Kn) < mz(E X F) <
me(E x F) <m(A, x Bp) =mn(An) ma(By),

per il punto (ii) e , passando al limite per n — oo, concludiamo che F x F
€ misurabile dato che

mi(E X F) =m¢(E x F)=my(E)my/(F).

(iv) Se E ed F sono limitati e my(F) = 0, allora esiste una successione
decrescente di aperti A,, O F tali che my(A4,,) — 0 per n — co. Percio, per
ogni B aperto limitato contenente F' risulta:

me(E X F) <m(A, x B) = mpy(A,) my(B)

e quindi, passando al limite per n — oo, abbiamo che m¢(E x F) = 0 e cioe
E x F' é misurabile ed ha misura nulla.

(v) Per k intero, sia Qr(0,7) = {z € R¥ : |a;| < ri = 1,...,k}. Se
E ed F sono misurabili e non limitati, si ha che (E x F) N Qn4n(0,7) =
(ENQn(0,7)) x (FNQnr(0,7)) ¢ misurabile per ogni r > 0 e risulta:

ExF=|J(EnQn(0,n) x (FNQu(0,n)).
n=1
Percio E x F' & misurabile e
m(ExF) = nh_)n(f)lom((E X F)NQui+n(0,n)) =
7Ji_)rgloﬂ”bj\/'(Eﬁ QN(O,n))mM(Fﬂ QM(O,’I’L)) =
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Osservazione 4.8.3. Se my(E) = 0, allora

m(E x RM) = TlLHOlOm(E x Qum(0,7)) = 0.

Quindi, per ogni F C RM | anche se non misurabile, si ha
me(E x F) < mypa(E x RM) = 0.
Teorema 4.8.4. Siano E C RN ed f: E — R misurabili.
(i) L’epigrafico di f,
G={(z,t) eExR:t< f(x)},

¢ misurabile in RNTL ¢ la funzione F : ExR — R tale che F(x,t) =
f(x) —t é misurabile.

(ii) Se f >0, gli insiemi

Riy={(z,t) e ExR:0<t< f(x)} e
Ry ={(z,t) e ExR:0<t< f(x)}

sono misurabili in RNTL ¢

ma(Ry) = mya (Ry) = [ fla)da.
E

L gX (-, Q)

Figura 1. Epigrafico come unione numerabile
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Dimostrazione. (i) Risulta che

g = U Lq X (_OOaQ)
q€Q

dove Ly = {z € E : f(x) > ¢}. Per il Teorema ER3, ogni L, x (—00,q)
€ misurabile e quindi G & misurabile, perché unione numerabile di insiemi
misurabili.

Inoltre
{(z,t) e EXR: F(z,t) > s} ={(z,t) e ExR: f(z) —s >t}
¢ misurabile per ogni s € R, essendo 'epigrafico della funzione misurabile
x— f(x) —s.
(i) E chiaro che Ry ed R} sono misurabili (per esempio, Ry = G N
n
(RY x (0,00)). Sia ora s = 3" ¢; X, una funzione semplice in RY. Allora
i=1
n
Re={(z,t) e ExR:0<t <s)} = J(ENE)x (0,¢:)
i=1
e quindi

n

myi1(Rs) = > my(ENE) x (0,¢) =Y eimy(ENE;) =
=1 =1

/ s(z)dz.
E

Dato che f > 0, per il Teorema B3, esiste una successione crescente di
funzioni semplici s,, su RY che converge puntualmente ad f X. Allora si ha

oo
che Rf = U Rs, e Rs, € Rs,iyr m €N, e quindi

Sn =
n=1

n—o0

mn+1(Ryf) = 1i_>m my+1(Rs,) = lim [ s,(x)de = /f(x) dz
E E

per il Teorema B=21 di Beppo Levi.
Dato che R}Z C Ray per ogni o > 1, si ottiene infine

[ @) do =y (Ry) < mava(R}) < mysa(Rag) = [ fla)do
E E

e quindi anche my11(R}) = [ f(z)dz. O
E



4.8. Il teorema di Fubini-Tonelli 75

Figura 2. Sezione di un insieme FE.

4.8.2. Il teorema delle sezioni.

Teorema 4.8.5 (delle sezioni). Sia E C RY x RM misurabile. Allora, per
quasi ogni x € RN, Uinsieme

E,={ycRM: (z,9) € E}

¢ misurabile. Inoltre la funzione RN > z s my(E,) ¢ misurabile in RV e
risulta che

mN+M(E): /mM(Ex)dx
RN

Dimostrazione. Come fatto nel Teorema B8, per semplicita di notazione,
indicheremo con m la misura myys.

(i) 11 teorema & ovvio se E € un intervallo o un plurintervallo.

(ii) Se E e un aperto, per il Teorema 33, esiste una successione
crescente di plurintervalli P(" tali che

— (n) i )y —
E = U P e nlggom(P ) =m(E).
neN
L’insieme E, & aperto in RM (e percid misurabile) ed & I'unione di tutti i
plurintervalli P\ e quindi m (E;) = li_)m m M(P;,g")).

Inoltre, la funzione x — mys(E,) & misurabile, perché limite di funzioni
misurabili. Infine, per il Teorema B2 di Beppo Levi, il passo (i) ed il
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Teorema E12, si ha:

/mM )dz = hm mar(P{)dz = lim m(P™) = m(E).

n—oo
]RN

(iit) Se m(E) = 0 esiste una successione decrescente di aperti A™ con-

tenenti F tale che 1i_>m m(A™) = 0. Per il passo (ii), ogni z — mM(A(n)) e

misurabile e quindi anche f(z) = hrn mM(A( )) ¢ misurabile. Per il lemma

di Fatou B23 ed il passo (ii) 1noltre
/f( dx<hm1nf/mM ”) dz = lim m(A(")) —0.

n—oo n—o0

Cio significa che f = 0 q.o. in RV e, dato che E, C A;,”) per ogni n € N,
allora

my(Ey) < lim my(AR) = f(z) =0

per quasi ogni x € RN,
Dunque [ my(E;)dz =0=m(E).
RN
(iv) Se m(E) < oo, per il Teorema P03, esiste una successione decre-
scente di aperti A™ con m(AM) < oo tale che
m(E) = lim m(A™).
n—o0

Inoltre

= (ﬂ A(”)> \Z con m(Z)=0.

neN

E, = (ﬂ A§]‘>> \ Z
neN

per z € RN e che my;(Z,) = 0 per quasi ogni z € RY per la (iii), allora F, &

Dato che

misurabile per quasi ogni z € RY. Inoltre mM(A( )) < oo per q.o. x € RV,
dato che

/mM(Agl)) dz = m(AY) < .

RN
Quindi

mar(Ex) = mar () AL) = Tim g (AQ)

n—00
neN

e dunque = — mys(FE,) ¢ misurabile.
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Infine

/mM Ydz = lim [ muy(AU) de = lim m(A™) = m(E).

n—oo n—oo
RN
(v) Se E & misurabile, si pone E™ = ENQx41(0,n) e si conclude in modo
completamente analogo a prima, sfruttando la monotonia della successione
{EM}, ey e quindi il Teorema B0 di Beppo Levi. O

Corollario 4.8.6. Sia E C RY misurabile e sia f : E — R. Allora f ¢
misurabile se e solo se il suo epigrafico ¢ misurabile.

Dimostrazione. Per il Teorema B4, resta da dimostrare che f € misurabile
se ¢ misurabile G = {(z,t) € ExR:t < f(z)}.

Per il Teorema E=H, per q.o. t € RY la sezione G; = {xr € E : t <
f(x)} = Ly(f,t) ¢ misurabile. D’altra parte, I'insieme dei ¢ tali che G; ¢
misurabile ¢ denso in R (altrimenti il suo complementare non avrebbe misura
nulla, contenendo un aperto).

Percio, per ogni t € R esiste una successione di valori ¢,, > t convergenti
a t e tali che ogni G;, € misurabile; dunque 'insieme di livello

L+ f7 Ugtn

neN
¢ misurabile. O

Siamo ora in grado di mettere in relazione 'integrale di Riemann con
quello di Lebesgue.

Corollario 4.8.7. Sia E C RN un insieme limitato e misurabile secondo
Peano-Jordan e sia f: E — R limitata ed integrabile secondo Riemann.

Allora f & sommabile in E ed il suo integrale di Lebesque coincide con
quello di Riemann.

Dimostrazione. Si dimostra prima per f > 0 e poi si estende osservando che
f=rr—r.

Abbiamo gia dimostrato che E & anche misurabile secondo Lebesgue.
Inoltre I'insieme Ry ¢ misurabile secondo Lebesgue in RN+ perché misura-
bile secondo Peano-Jordan. Per il Corollario EZX8, f € misurabile.

Infine, l'integrale di Riemann e quello di Lebesgue di f sono uguali tra
loro, perché il primo ¢ uguale alla misura di Peano-Jordan di R, mentre il
secondo e uguale a quella di Lebesgue, che sono tra loro uguali. O

4.8.3. Il teorema di Fubini-Tonelli. Le osservazioni fatte sull’insieme
Ry ed Il Teorema EX3 ci permettono di dimostrare uno dei risultati pitt
importanti di questo corso.
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Teorema 4.8.8 (Fubini-Tonelli). Sia f: RY x RM — R misurabile.

(i) Se f >0, allora la funzione y — f(x,y) ¢ misurabile in RM per quasi
ogni © € RN, la funzione x +— fRM f(z,y)dy & misurabile in RN e si ha:

(4.5) [ ([ sewi)iz= [ty s

RN RM RN xRM
(ii) Se f e sommabile, allora la funzione y — f(z,y) é sommabile in

RM per quasi ogni x € RY, la funzione x Jrae f(z,y)dy & sommabile in
RN e vale ancora la (E3).

Dimostrazione. (i) Sia R = {(z,y,t) € RN x RM xR :0 <t < f(x,y)}; per
il Teorema E=X, si ha che

(4.6) / f(z,y) dedy = my1p41(R).
RN xRM
Per il Teorema BEXH, R, = {(y,t) € RM xR : 0 < t < f(z,y)} ¢
misurabile per q.o. € RY e quindi la funzione y ~ f(z,y) & misurabile
in RM per qo. x € RV, per il Corollario B8B. Per il Teorema B3
allora la funzione z ~ mys11(R,;) € misurabile in RY il che vuol dire che
z = o f(z,y)dy & misurabile in RY.

Infine

/(/f(:c,y)dy>d$=/mMH(RI)dx:
RN

RN RM

my+m+1(R) = / f(z,y) dzdy,
RN xRM
sempre per il Teorema E3.

(ii) Dato che f = fT — f~, basta dimostrare la tesi quando f > 0 ed f
sommabile.

Per quanto dimostrato in (i), vale la (E3) ed, inoltre, il secondo membro
di (E3) & finito, poiché f & sommabile. Ne segue che z — [pn f(2,y)dy &
una funzione sommabile in RY e, quindi, finita per q.0. z € RV,

Dunque la funzione y + f(z,y) ¢ sommabile per q.o. € RY. O
Concludiamo questo paragrafo enunciando una versione del Teorema di

Fubini-Tonelli per spazi di misura prodotto; per una dimostrazione si veda
[R).

Si dice che uno spazio di misura (X, M, u) & o-finito se esiste una suc-
cessione di insiemi F, € M di misura p(FE,) finita la cui unione ¢ uguale a
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X. Se inoltre (X1, M1, p1) e (X2, Ma, p2) sono due spazi di misura o-finiti,
si indica con Mj x Ms la piu piccola o-algebra contenente tutti prodotti
cartesiani di insiemi di M7 con insiemi di My. Con un’opportuna definizio-
ne della misura p; X po, la terna (X1 x Xo, My X Mg, pu1 X p2) € uno spazio
di misura e vale il seguente analogo del Teorema di Fubini-Tonelli.

Teorema 4.8.9. Siano (X1, My, u1) e (Xo, Mo, pu2) due spazi di misura
o-finiti e sia f una funzione misurabile su X1 X Xo rispetto alla o-algebra
Ml X MQ.

(i) Se f: X1 x Xo — [0,400], allora le funzioni x fX2 f(z,y)dus e
Y — le f(z,y) dur sono, rispettivamente Mi- Ma-misurabili ed i sequenti
tre integrali sono uguali (anche se infiniti):

[ i, [ ([ ran)am, [ ([ 1dm)de
X5 X1

X1xXo X1 X2

(ii) Se f & sommabile in X1 x Xo, le funzioni x — f(x,y) ey — f(x,y)
sono sommabili, rispettivamente, per quasi ogni y € Xo e per quasi ogni x €
X1, le funzioni x v [y f(z,y)duz ey — [y f(z,y)du sono sommabili
nei rispettivi spazi ed i tre integrali rimangono uguali.

Esercizi

1. Calcolare la dimensione di Hausdorff dell’insieme Q.

2. Costruire un sottoinsieme di [0, 1] com dimensione di Hausdorff maggiore
di In2/1In3 e minore di 1.

3. Sia s: [0,1] — [0, 1] la scala di Cantor. Calcolare

/0 o) dr.

a
sinx

4. Mostrare che il

lim dx
a—-+oo €T
0

converge. Dimostrare poi che

/+°° [sinx] +
dxr = 400,
0 X

sia nel senso di Riemann che di Lebesgue.

5. Siano f, misurabili e non negative in E tali che f,, converge ad una
funzione f sommabile in E e

lim fndx:/ fdx.
E E

n—oo
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4. L’integrale di Lebesgue

10.
11.

Provare che per ogni sottoinsieme misurabile F' di E si ha:

lim fndac—/fda:

n—oo

Vale lo stesso risultato se si rimuove 'ipotesi f,, > 07

(Teorema della Convergenza Dominata Generalizzato.) Sia (X, M, u)
uno spazio di misura e siano {f,}nen € {gn fnen successioni di funzioni
misurabili su X tali che

(i) fn converge ad una funzione misurabile f q.0. su X se n — oo;

(ii) ogni g, ¢ sommabile su X e g, converge q.o. ad una funzione g

sommabile su X se n — oo;
(iii) |fn| < gn q.0. su X per ogni n € N;
(iv) nll_{go fX gn dp = fX g dp.
Allora risulta che

lim fndu = / fdu.

Sia f : E — R sommabile, e siano f,, le funzioni troncate

Fulz) :{ flz) se |f(x)<n

0 altrimenti.

Allora,

n—oo

lim fndm—/fdx

Sia f : RN — R sommabile e siano zg € RY e A > 0. Dimoatrare le
formule:

flx 4+ x0)de = flx)dx e
RN RN

fOx)de =A7N f(z)dx

RN RN

Sia f, una successione di funzioni misurabili tali che f,, — f q.0. in E
misurabile. Se |f,(x)|P < g(x) con p > 1 e g sommabile, allora

lim /]fn z)[Pdz = 0.

n—o0

Dimostrare il Corollario Eh3.

Osservare che se H ¢ un insieme misurabile contenuto in [0, 1] x [0, 1]
allora le sezioni verticali H, = {y € [0,1] : (z,y) € H} sono misurabili
per quasi ogni x € [0,1]. Vale il viceversa?
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12

13.

14.

15.

16.

Sia f non negativa, misurabile in £ C RY misurabile. Allora

L= [ mioa

dove m¢(t) € la misura di Lebesgue dellinsieme {z € E : f(z) > t}.

Calcolare I'integrale di Lebesgue

/e_(x2+y2)d:rdy

R2

e poi calcolare
o0

/ e dr.

Calcolare il volume di una palla di raggio r in R* e quello dell’ellissoide

5 N2
E:{xERE’:Z(%) g1},
a;
=1

dove i numeri a; sono positivi.

Sia D il dominio normale {(z,y) € R? : a <z < b, a(x) <y < B(z)},
dove «, 8 : [a,b] — R sono sommabili e sia f : D — R sommabile in D.
Dimostrare la formula di riduzione:

twyasay = [ (7 feway) .
A [,

Dimostrare che se [a, b] & un intervallo limitato e se f : [a,b] — [0, +00) &
limitata ed integrabile secondo Riemann, allora I’insieme

R={(z,t) eERxR:0<t< f(zx)}

& misurabile in RV*! secondo Peano-Jordan.






Capitolo 5

Spazi di Hilbert

In questo capitolo svilupperemo le proprieta principali di uno spazio di Hil-
bert su R, lasciando per esercizio le facili modifiche che si rendono necessarie
per uno spazio di Hilbert su C.

5.1. Spazi di Hilbert

Sia V' uno spazio vettoriale su R (o su C). Un prodotto interno o scalare su
V' & un’applicazione (-,-) : V x V — R (oppure (-,-) : V.xV — C) con le
seguenti proprieta:

(i) (u+v,w) = (u,w) + (v,w) per ogni u,v e w € V;

(i) (au,v) = a(u,v) per ogni u,v € V ed a € R (oppure a € C;)
(iit) (v,u) = (u,v) (oppure (v,u) = (u,v)) per ogni u,v € V;
(iv) (u,u) >0 per ogni u € V e (u,u) =0 se e solo se u = 0.

1l prodotto interno (-, -) definisce la norma || - || = (-,-)*/2.

Teorema 5.1.1. Sia V uno spazio vettoriale con prodotto interno (-,-) e
norma || - || = (-,-)"2. Allora risulta:

(i) (disuguaglianza di Cauchy-Schwarz)
|(w, 0)| < [lullllv]l per ogni u,v eV

ed il segno di uguaglianza vale se e solo se u e v sono proporzionali;

(ii) (identita del parallelogramma)

lu + olf* + flu = v]|* = 2[jul® + 2[[v]|* per ogni u,v V.
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Dimostrazione. (i) La disuguaglianza ¢ sicuramente vera se u = 0 o v = 0.
Se invece u, v # 0, risulta che

, (w0)

2
‘ —14+1+
[lul|[[v]]

0< HL L+ v
[l ol

e la disuguaglianza segue senz’altro. Da questa stessa formula e chiaro anche
che vale il segno di uguaglianza se e solo se u e v sono proporzionali.

(ii) Ancora dalla bilinearita del prodotto scalare otteniamo:
lu+ ol + lu = ol = [Jull* + 2 (u,v) + [[o]]* + Jull* — 2 (u, v) + [Jo]|*
e quindi 'identita voluta. ([l

Uno spazio vettoriale dotato di prodotto interno € quindi uno spazio
normato e dunque uno spazio metrico; nel caso in cui esso sia completo
rispetto alla norma indotta dal prodotto interno, si dira che esso e uno
spazio di Hilbert e si indichera con la lettera H.

Esempio 5.1.2. (1) Lo spazio RY con il prodotto definito da

N
(xay) = anyny z,y € RNv

n=1
¢ uno spazio di Hilbert su R. Un altro prodotto scalare rispetto al quale
RN & uno spazio di Hilbert ¢ il seguente:
N
(xvy)A = (A:I:ay)a T,y € R s
dove A & una matrice N x N simmetrica e definita positiva.
(2) Lo spazio CV con il prodotto interno definito da

N
(Zaw) = Zzn@'nm T,y € CN:

n=1
€ uno spazio di Hilbert su C.
(3) Sia (X, M, pu) uno spazio di misura. Vedremo nel Capitolo 6 che
I'insieme
L*(X,u) = {f : X — R, f misurabile con f? sommabile in X},

in cui si identificano le funzioni che differiscono tra loro in un insieme di
misura nulla, € uno spazio di Hilbert sui reali rispetto al prodotto:

(f.9) =/ fgdu.
X
Scegliendo X = N e g = misura che conta, otteniamo lo spazio

? ={r = (Zp)nen : Zx% < oo}, (z,y)= Z T, Yn,-

neN neN



5.1. Spazi di Hilbert 85

(4) In modo analogo si definisce lo spazio di Hilbert su C:
L&(X, ) = {f : X — C, f misurabile con |f|> sommabile in X},

con

(f,9) = /ngdu-

Pk ()

\9

Figura 1. Proiezione su un sottoinsieme chiuso e convesso.

Teorema 5.1.3 (della proiezione). Sia C un sottoinsieme non vuoto, con-
vesso e chiuso in H.

Allora, per ogni u € H \ C esiste un unico v € C tale che
lu —v| = inf{|lu —w|| : w € C} = dist(u,C).
Inoltre v € caratterizzato dalla propriet a:
vel e (u—v,w—v)<0 pe ogniw € C.

Dimostrazione. Possiamo sempre supporre che u = 0 ¢ C, dato che C rimane
non vuoto, chiuso e convesso se traslato.

Per le proprieta di estremo inferiore, esiste sempre una successione di
vettori u, tale che ||u,| converge a dist(u,C) per n — oco. Per l'identita del
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parallelogramma (punto (ii) del Teorema 511) applicata ai vettori u, € ty,,
si ha:

dist(u,C)? + H 5 ,

dato che (u, + um) /2 € C essendo C convesso. Percm:

_ 2 2 2
In = fm “mH < lim 1 el 1 — dist(u,C)* = 0,
7,Mm—>00

lim sup
n,Mm—00

il che vuol dire che la successione degli u,, € di Cauchy.

La completezza di H implica che esiste v € H al quale gli u,, convergono
in norma per n — co. Dato che C e chiuso, allora v € C. In conclusione,

dist(u,C) — o] < |dist(,C) — fun| + [Hunll — 1] <
|dist(u,C) — [lunll| + [lvn — v]| = 0 se n — oo,
cioe ||v|| = dist(u,C).

L’unicita di v segue direttamente dall’identita del parallelogramma; in-
fatti, se v’ € C & un altro vettore tale che ||v'|| = dist(u,C), si ha che

v+

o —of12 = 2ol + 2 o/ — 4]| " T < adist(u,0)* - adist(u,C)? =

dato che (v +v")/2 € C.

Infine, dato che per ogni w € C e t € [0, 1] risulta che (1 — t)v + tw € C,
abbiamo che

[l < v+ t(w = v)|[* = [ol® + 2t (v, w — v) + £ [Jw — v||*.

Sottraendo |[v]|? ad ambo i membri, dividendo per —2t e facendo tendere ¢

a 0, si ottiene quindi come voluto che (—v,w —v) < 0. O
Il Teorema B3 definisce un operatore F¢ : H — C — la proiezione di
‘H su C — tale che Peu = v per ogni u € H.

Proposizione 5.1.4. Sia C un sottoinsieme non vuoto, convesso e chiuso
in H. Allora

| Peus — Peusl| < [lus — wall, per ogni wr,us € H.

Dimostrazione. Siano v1 = Peuy e v9 = FPeus; si ha:
(up —v,w—v1) <0 e (ug —v2,w—wy) <0

per ogni w € C. In particolare, ponendo w = vy nella prima disuguaglianza
e w = vp nella seconda, si ottiene:

(u1 —vi,va —v1) <0 e (u2 —v2,v1 —vg) <0,
da cui segue che

0> (ug —v1,v2 —v1) + (ug — v2,v1 — v2) = —(ug — ug,v1 —v2) + || —1)2H2
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e cioe
lor = wal|? < (ur —uz,v1 = 2) < [Jur — uz[Jor —ve,

che e quello che basta dimostrare. ([l

Sia M un sottospazio vettoriale di H. Il complemento ortogonale di M
e l'insieme

Mt ={ueH: (uv)=0, per ogni v e M}.
Teorema 5.1.5. Sia M un sottospazio vettoriale non vuoto di H.
(i) M= ¢ un sottospazio vettoriale chiuso in H;

(ii) se M ¢ la chiusura di M in H, allora (M*)*+ = M;

(iii) H = M & Mt
Dimostrazione. (i) E chiaro che M= & un sottospazio vettoriale di 7. Sia

{tn tnen C M- una successione convergente in ‘H ad un elemento u € H.
Allora per ogni v € M risulta:

(u,v) = nh_}Iglo(un,v) =0
e cioe u € M*.
(ii) E evidente che M C (M*)L e, poiché (ML)L & chiuso, M C
(MH)*.
Sia ora u € (M=*)*. Dato che M & un sottospazio vettoriale chiuso, dal
Teorema E=33 otteniamo che

(u — Ppu,w) =0
per ogni w € M, cioé u — Pyu € M*, e quindi (u,u — Ppqu) = 0, dato che
u e (ML
Percio:
lu — Prul? = (u,u — Pru) — (Prgu,w — Prgu) = 0,
ossia u = Pyu € M.

_ (iii) Se u € H, abbiamo gia visto che u = Ppju+ (u — Pypu) con Pypu €
M e u — Ppu € M. Poiché M N M+ = {0}, allora tale decomposizione &
unica. 0

5.2. Sistemi ortonormali

Sia I un insieme di indici, non necessariamente numerabile. Un insieme
S ={e;}ier di vettori di H si dice un sistema ortonormale se risulta:

(ei,e5) = dij

per ogni %,j € I, dove 6;; =1sei=je d;; =0sei#j.
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Esempio 5.2.1. (1) In £2, I'insieme S = {e, }nen con

en=1(0,...,0,1,,0,...) = (Onm)meN-
¢ un sistema ortonormale.

(2) Sia L?(T) I'insieme delle funzioni f : R — C, misurabili e periodiche
di periodo T > 0 e tali che f € L%([0,7]). L’insieme

S = {e2m‘nt/T}n6Z

¢ un sistema ortonormale rispetto al prodotto scalare

T [
(Fo) =7 | s

Osservazione 5.2.2 (Metodo dei minimi quadrati). Dati eq,...,e, € S,
qual & la migliore approssimazione nella norma di H di un vettore u € H
con combinazioni lineari dei vettori eq, . .., e, 7 In altre parole, ci proponiamo
di minimizzare la funzione
n 2
fle)=|u— chek
k=1
al variare di ¢ = (c1,...,¢,) in R™.
Se poniamo H,, = span{ey,..., ey}, il sottospazio (chiuso) generato da
€1,...,€en, allora
min f(c) = minu— w|? : w & Hu} = Ju— Pro,ull®,
C
n
dove Py, u= ) cjey per qualche scelta di numeri cj,...,c}, e u — Py, u €
k=1
H:L. In particolare, (u — Py, u,ex) = 0 per ogni k = 1,...,n e quindi ¢ =
(u,er) per ogni k=1,...,n.

Il numero (i) = (u,e;) si dice il coefficiente di Fourier di u di indice
1€l

Teorema 5.2.3 (Disuguaglianza di Bessel). Sia S = {e;}ics un sistema
ortonormale in H. Allora per ogni uw € H risulta che

> L@ < Jlull?,
i€l

dove si € posto

n
3 )P = sup{z a(ig)[2 < i1, ... i € I distinti }
k=1

el
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Dimostrazione. Dato che

n 2 n
0< flu—=>>alix) e | = lull* = laG)?

k=1 k=1

risulta che
n
(5.1) [a(ix)? < [Jul®.
k=1

Cio vale per ogni scelta di i1, ... ,4, € I distinti. O

Osservazione 5.2.4. Si noti che

S i = [ la@Pdut).

i€l 4

dove p € la misura che conta.

Corollario 5.2.5. Sia S = {e;}icr un sistema ortonormale in H e sia
u € H.

Allora linsieme degli indici © € I tali che (i) # 0 ¢é al pit numerabile.

Dimostrazione. Infatti
fieIsfa(i) >0y = \J{i e I: full/om+1) < [a(i)| < llul /m.}
meN

Per la disuguaglianza di Bessel, ciascun insieme dell’unione ¢ o finito o
vuoto. O

Un sistema ortonormale S in H si dice completo oppure si dice che S &
una base (hilbertiana) ortonormale per H, se

(u,e;) =0 per ogni i €I implica che u = 0.

Esempio 5.2.6. Il sistema ortonormale in ¢? definito nell’Esempio B2 (1)
¢ completo, infatti se (x,e,) = 0 per ogni n € N, risulta che z,, = 0 per ogni
n € N e quindi x = 0.

Se S € un sistema ortonormale, indichiamo con span(,S) I'insieme di tutte
le combinazioni lineari finite di elementi di S.

Teorema 5.2.7. Sia H uno spazio di Hilbert e sia S = {e;}icr un sistema
ortonormale in H.
Allora sono equivalenti le sequenti affermazioni:
(i) span(S) = H;
(i) S & completo;

(iii) per ogniw € H, uw =) (i) e;
el
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(iv) per ogniu € H, |ull* = ZI Ja(3) [
1€

(v) per ogni u,v € H, (u,v) = ;ﬁ(z) v(7).

Dimostrazione. (i) = (ii). Sia u € H tale che (u,e;) = 0 per ogni i € I.
Per ogni € > 0 esiste u. € span(S) tale che ||u — uc|| < ¢; dato che u. € una
combinazione lineare finita di elementi di S, allora (u,u.) = 0.

Percid €2 > |ju — uc||? = [Jul|® + |luel|? > |lul|? e cioe ||u|| < & per ogni
€ >0, ossia u = 0.

(ii) = (iil). Sia u € H; per il Corollario 523, si ha che u(i) # 0 solo per
un’infinita numerabile di indici ¢ € I : indichiamo questi con u(iy,), n € N.

Per la disuguaglianza di Bessel (Teorema B23), la serie Y. |a(iy)|?

neN
converge e quindi, per ogni € > 0, esiste un v € N tale che

n 2 n
> i) e, > ali)? < €,
k=m+1 k=m+1

n
per ogni n,m > v. Percio la successione ) 4(ig)e;, € di Cauchy; quindi
k=1
converge ad un v € H ed inoltre

[o.¢]
v = Z ﬂ(lk> €, = Z ﬂ(l) €;.
k=1 il
Ora, per ogni ¢ € [ risulta che
n

(u—v,e) = lim (u =3 aliy) e ei) = lim [a(5) — a(in) 8] = 0.

n—+00 n—00
k=1

Per la completezza di S, segue che u — v = 0 e cioe v = u.

(iii) = (iv). Dalla (iii) segue che

n n

Jal? = (w, lim ") e ) = lim S a(k) (u,e;,) =
k=1 k=1
S latin) P =Y [a)
k=1 el
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(iv) = (v). Dalla (iv) si ottiene:
() = 3 {lhut ol ~u—of?} =
Sl + 5P — Y la) —96)P } =
i€l i€l
> i) B(i).
i€l

(v) = (ii). Sia z € H ortogonale ad ogni e;. Scelti u = v = z in (v) si

ha:
ol = (u,0) = 36 06) = 0.
el
(iii) = (i). Ovvio. 0

Le identita (iv) e (v) si dicono le identita di Parseval.

Un caso importante si presenta quando lo spazio di Hilbert in esame
¢ separabile. Ricordiamo che uno spazio topologico si dice separabile se
contiene un sottoinsieme numerabile e denso.

Teorema 5.2.8. Sia H uno spazio di Hilbert separabile. Allora ogni sistema
ortonormale in H ¢é al piv numerabile.

Dimostrazione. Sia D = {up}nen un sottoinsieme numerabile denso in H
ed S un sistema ortonormale in H. Per ogni e; € S esiste n; € N tale che
V2
€ — un, || < o
Se @ # 7, si ha che

V2= lei — ejll < llei = wn, || + n, = un, || + llej — un, |
e quindi [Jup, — up,[| > 0, ossia n; # n;.

Abbiamo dunque stabilito una corrispondenza biunivoca di I con un
sottoinsieme di N. O

Osservazione 5.2.9 (Procedimento di Gram-Schmidt). Osserviamo ora
che, a partire da una successione qualsiasi {uy, }nen di elementi di ‘H, pos-
siamo sempre costruire un sistema ortonormale S = {ex}ren mediante il
metodo di ortonormalizzazione di Gram-Schmidt: si pone infatti

Ul

[

€1 =

e per ricorrenza si definisce:

n—1
en = 'Uin’ dove Un:un—Z(un,ej) ej, n=2,3,---.
Foull 2
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Se accadesse che v, = 0 per qualche n, allora eliminiamo il vettore u,,, perche
¢ linearmente dipendente con i precedenti.

Teorema 5.2.10. Ogni spazio di Hilbert separabile ammette sempre un
sistema ortonormale completo

Dimostrazione. Sia D = {u, }nen un sottoinsieme numerabile denso di uno
spazio di Hilbert H e sia S = {e;, }nen il sistema ortonormale costruito con
il procedimento di Gram-Schmidt.

Tale sistema ¢ completo; infatti se u € ortogonale ad ogni e, € .S, poiché
per ogni € > 0 esiste un u, € D tale che |[u — uy|| < € ed inoltre

n—1

(1 0n) = (t,00) + (10, 3 (tns ) €)= (w, |oal] €0) =0,
k=1
risulta [|ul|? < [Jul]? + [|un|? = ||u — un||? < €% e cioe u = 0. O

5.3. Funzionali lineari

Sia X uno spazio normato (su R). Un’applicazione L : X — R si dice

(i) un funzionale lineare se L(ax+ fy) = aLx+ Ly per ogni z,y € X
ea,feR;

(ii) un funzionale continuo se, per ogni successione {z, },en di X tale
che xz,, — x in X, risulta che Lz,, — Lx;

(ili) un funzionale limitato se esiste una costante ¢ > 0 tale che
|Lxz| < c||z|| per ogni z € X;
in questo caso si pone per definizione
(5.2) JLIl = sup{|Zul : [lu] = 1} =

Lu
supq{|Lul : |lu|| < 1} = su% | Lu|
U

2o [lull

E facile verificare che (62) definisce una norma nello spazio vettoriale
X'={L:X — R: L lineare e continuo},

alla luce del seguente risultato.

Teorema 5.3.1. Sia L : X — R un funzionale lineare. Allora L é continuo
se e solo se L é limitato.

Dimostrazione. Se L non & limitato, per ogni n € N esiste u, € X tale che

|Lup| > nlup|, n €N.
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Preso v, = u,/(nllu,l|), si ha allora che v, — 0 e

| Ly |

|Lvy| = >1

lunll ~

cioe Lv, non tende a 0. Questo contraddice il fatto che L & continuo.

Se invece L & limitato e u, — w in X, allora, dato che
| Lup — Lu| = |L(un — w)| < || L[] lup — ul,
segue che Lu, — Lu per n — oo. ([l

Lo spazio vettoriale X’ si dice lo spazio duale di X. Il seguente teorema
caratterizza li spazio duale H’ di uno spazio di Hilbert H.

Figura 2. La costruzione nella dimostrazione del Teorema B=37.

Teorema 5.3.2 (di rappresentazione di Riesz). Sia H uno spazio di Hilbert
e sia H' il suo duale.

Allora, per ogni L € H', esiste un solo v € H tale che

Lu = (u,v) per ogni u € H.
Inoltre ||L|| = ||v]||.

Dimostrazione. Sia L € H', non identicamente nullo e sia M = L~1({0})
il nucleo di L. Poiche L ¢ lineare e continuo, allora M € un sottospazio
vettoriale chiuso in H.

Sia ug ¢ M e sia vg = Prup; allora ug = vg + (ug — vp), dove vg € M e
up — vg € ML, Se u € H, allora possiamo scrivere

u=M\ (up — vo) + Pmu,
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dove Lu = X L(ugp — vg) = A Lug e cioé con A = Lu/Lug; percio, scegliendo
_ mmto
[ — vol|
si ha:
(U,’U) =A (uU - U07U) + (PMU,"U) = Lu7

dato che v € Mt e Pyju € M.

Infine, ¢ chiaro che |Lu| = |(u,v))| < ||v||||u| per ogni u € H e quindi
|IL|| < ||v||. D’altra parte, preso u = v/||v||, si ha che Lu = (u,v) = ||v]| e
quindi Ju] < L. O

Una successione {uy, }neny C X in uno spazio normato si dice debolmente
convergente ad un elemento u € X — e si scrivera  u, — u — se, per ogni
L e X', Lu, — Lu per n — oo. E chiaro che, se u, — u in X, allora anche
Uy — U.

Per il Teorema b=3™2 appena dimostrato, u, — u in uno spazio di Hilbert
H se e solo se

(Up,v) — (u,v) per ogni v € H.

Il risultato che segue ci informa che la norma di uno spazio di Hilbert e
una funzione semicontinua inferiormente rispetto alla convergenza debole.

Teorema 5.3.3. Sia H uno spazio di Hilbert. Se u, — u in H, allora
lim inf ||uy|| > ||ul|.
n—oo

Se inoltre ||uy| — ||ul|, allora u, — w in H.

Dimostrazione. Risulta che
||u|]2 = lim (up,u) < lminf ||u,|| |Jul| = ||| limiof ||,
n—o00 n—00 n—0o0

dove si e applicato la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz.

Inoltre, dato che u,, +u — 2u, applicando I'identita del parallelogramma
si ottiene che

limsup |u, — ul|? = limsup {2||u,||? + 2||ul|? — |Jun + ul?} =
n—oo n—oo
4l|lu|? = liminf ||u, + ul|* < 4)|ul/® — 4]jul* = 0,
n—oo
se [[un|| = [lull . O

Il teorema di Bolzano-Weierstrass asserisce che ogni insieme limitato di
RY contiene una sottosuccessione convergente — ¢ cioe relativamente com-
patto per successioni. In dimensione infinita cido non accade, come mostra
la proposizione seguente.
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Proposizione 5.3.4. Se ogni successione limitata in H contiene una sot-
tosuccessione convergente, allora H ha dimensione finita.

Dimostrazione. Se H avesse dimensione infinita allora conterrebbe un siste-

ma ortonormale {e,}nen (almeno) numerabile. Dato che |le, — en| = V2
se n # m, allora {e,},en non potrebbe contenere alcuna sottosuccessione
convergente. O

Il prossimo risultato si puo riassumere dicendo che gli insiemi limitati in
uno spazio di Hilbert separabile sono per lo meno debolmente (relativamen-
te) compatti per successioni.

Teorema 5.3.5 (Teorema di Banach-Alaoglu). Sia H uno spazio di Hilbert
separabile e supponiamo che esista una costante ¢ > 0 tale che ||u,|| < ¢ per
ogni n € N.

Allora la successione {u, }nen contiene una sottosuccessione che conver-
ge debolmente ad un elemento di H.

Dimostrazione. Sia D = {uvg}ren un sottoinsieme (numerabile) denso in H.

Poiché |(un,v1)| < |lun||||lvi]] < ¢ ||v1]| per ogni n € N, esiste una sot-
tosuccessione {ul}nen di {un}nen tale che (ul,v1) converge ad un numero
reale se n — oo. Poiché |(ul,ve)| < |lub|l[lva] < ¢ ||v2]| per ogni n € N,
esiste una sottosuccessione {u2},en di {ul}nen tale che (u2,v3) converge
ad un numero reale se n — oco. Iterando questo ragionamento, fissato k € N
esiste {uF}nen € {uF 1 en € -+ C {un bnen tale che (uk, vy) converge ad
un numero reale se n — co.

La successione {u]},cn sara allora tale che (u]!,vy) converge se n — 0o
per ogni k € N fissato, dato che u? € {u¥},cn per ogni n > k.

Fissiamo ora v € H e € > 0. Poiché D ¢ denso in H, esiste k € N tale
che ||v — vi|| < &/3c. Inoltre esiste v € N tale che

€
[(upy, o) — (umm, vg)| < 3 per ogni m,m > v.

Percio, per ogni n,m > v risulta che
[(us v) = (U, v)] <

[ (s v) = (i, 0| + | (g, i) = (g, vi)| =+ [ (ug, vk) = (upn, )| <

€

(i, v = ve)| + 5+ |(um, vk = 0)] <
€
3
Da cio segue che & ben definito il funzionale L : H — H tale che

lupllllv = okl + 3 + llumllllo — vkl <e.

Lv = lim (uy,v) per ogni v € H.
n—oo
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E chiaro inoltre che L & lineare e limitato con ||L|| < ¢. Per il Teorema 532,
esiste u € H tale che Lv = (u,v) per ogni v € H; dunque

nlggo(unv v) = (u,v)

per ogni v € H, ossia ulr — u per n — 0. O

Esercizi

1. Dimostrare 'asserzione dell’Esempio 521 (2). Dimostrare poi che le

funzioni )
sin(nt)

fn(t): ﬁ )

formano un sistema ortonormale in L2[0, 27].

n €N,

2. Dimostrare che ogni sistema ortonormale numerabile di vettori e, con-
verge debolmente a zero.

3. Sia M un sottospazio vettoriale chiuso di uno spazio di Hilbert H e sia
P : H — H tale che Pu sia la proiezione di un vettore u su M. Dimostrare
che

(i) P ¢ lineare;
(ii) ||Pu| < ||u|| per ogni u € H e P% = P;
(iii) il nucleo di P & M+ e I'immagine di P & M.

4. Sia H = (?(C), lo spazio delle successioni {uy }nen di numeri complessi

tali che
Z |un |* < o0.
neN
Dimostrare che

(i) la serie Y wy 2™ ha raggio di convergenza > 1 se u € H;
neN
(ii) per |A\| <1 e w € H si definisca Lu = ) u, A" : trovare il vettore

neN
v € ‘H che definisce L;
(iii) calcolare la norma di L.

5. Sia H = L?[0,1] e sia M il sottospazio di H delle funzioni continue e
con derivata prima continua in [0, 1] (quando necessario, solo destra o
sinistra). Dimostrare che il funzionale lineare L : M — R, che associa
ad ogni funzione u € M la sua derivata prima «'(¢) in un punto fissato
t € [0, 1], non ¢ estendibile ad un funzionale lineare e limitato su H.



Capitolo 6

Spazi L?

6.1. Le disuguaglianze di Jensen, Young, Holder e
Minkowski

Teorema 6.1.1 (Disuguaglianza di Jensen). Sia p una misura positiva su
una o-algebra M sull’insieme X.

Sia p : (a,b) — R convessa e sia f una funzione a valori reali, sommabile
su X rispetto a p e tale che a < f(x) < b per ogni x € X.

Allora, se p(X) =1, risulta che

(6.1) @(/deu> S/ch(f)dﬂ-

Dimostrazione. Sia tg = [y fdu; & chiaro che ty € (a,b). Applicando il
Corollario 273, si ottiene:

o(f(x)) = p(to) > pry [f(x) — o]

dove py, € [p(ty), p(ts)]- La tesi segue integrando su X e tenendo conto che
w(X)=1. O

Corollario 6.1.2. Sia E C RN un insieme misurabile secondo Lebesgue e
di misura finita. Sia ¢ come nel Teorema e sia f : E — (a,b) una
funzione sommabile su E.

Allora

1 1
2 m(E)E/fdx < m(E)E/go(f)d:p.
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Esempio 6.1.3. (i) Sia ¢(t) = €; allora

exp</ gd,u) </ e? du.
X X

Se X ={1,...,n} ese u({i}) =1/n e g(i) = xz;, allora
e 1ix < 1%6”
X — il S — L.
v i i

Ponendo y; = €%, si ottiene la disuguaglianza tra media geometrica e media
aritmetica:

nt+y2+-+y
(y1 g2+ yn) /" < - o

Per questo, quando p(X) = 1, le due quantita:

X/fd,u e exp(/}(logfdu)

si dicono rispettivamente media aritmetica e media geometrica della funzione
f>0.

n
(ii)) Se u({i}) = a; > 0 con >  «a; = 1, si ottiene:
i=1
a1, s

Yitye? oyt < aryn + a2y + -+ Q.

iii) Sia ¢(t) = logt; ¢ & concava e percio, se p e p’ > 1 sono esponenti
¥ gl P

coniugati, e cioe tali che % + z% =1, allora per ogni a,b > 0, risulta:

1 1 1 1 /
log ( a? + — bp) > —loga” + — logb” = log(ab).
p p p p

Dunque si ottiene la disuguaglianza di Young:
1 1
ab S — CLp + —~ bp .
p p
Ponendo A a, con A > 0, al posto di a in questa disuguaglianza, si ottiene

APt AL

(6.2) ab < abl + b .

/

Si noti che (B32) ¢ soddisfatta per ogni a,b e A > 0 e vale con il segno di
uguaglianza solo se

(6.3) W= XaP.

Teorema 6.1.4 (Disuguaglianza di Holder). Sia (X, M, u) uno spazio di
misura e siano p,p’ > 1 tali che ]% + Z% =1.
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Se |f|P e |gP" sono sommabili su X, allora fg ¢ sommabile su X e si ha:

1/p 1/p’
(6.4) / Fol du < / FPdp / 9" dp
X

Inoltre, il segno di uguaglianza in (64) vale se e solo se esiste A > 0
tale che |g|?" = X\ |f|P quasi ovunque in X.

Dimostrazione. Se uno dei due fattori a secondo membro di (64) & nullo
allorao f =00 g =0q.0. equindi f-g = 0 q.0., cioe la (64) vale senz’altro.

Altrimenti, applicando la disuguaglianza di Young (62) con a = |f(z)]
e b=|g(z)|, otteniamo che

AP At /
(6.5) [f(@)g(x)] < mn [f ()P + ra lg(2)[”
per quasi ogni x € X, e quindi, integrando su X, abbiamo che
AP A1 /
(6:6) 1ol dn< = [+ 2= [1g au
X X X

per ogni A > 0. Ponendo

AP = / P du, BY = / gl?' du
X X

nella (60) ed applicando (62) e (623), otteniamo

/Ifg\ dji < AB
X

e cioe la (B4).
Il segno di uguaglianza vale se e solo se per qualche A la (E33) vale con

il segno di uguale q.o. e cio¢, ancora per (62) e (BE3), se esiste A tale che
)\:|g|p//’f|p-perq. o.z € X. 0O

Teorema 6.1.5 (Disuguaglianza di Minkowski). Sia (X, M, u) uno spazio
di misura e sia 1 < p < oco. Se |[f[P e |g|P sono sommabili su X, anche
|f + gP é sommabile su X e risulta che

o (f £+ glan) " < ( / )"+ ( / gl
X X X

1l segno di uguaglianza vale in (6-1) se e solo se f = Ag su X per qualche
A>0.
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Dimostrazione. Se p = 1, la disuguaglianza (B27) segue semplicemente dalla
disuguaglianza triangolare puntuale |f(z) 4+ g(x)| < |f(x)| + |g(x)]-

Sia p > 1; poiché la funzione ¢(t) = tP & convessa, risulta che
f(x)+g(x)|? _
7(@) + gty = 22| PELION < ooy 1 gty

e quindi |f + g|P ¢ sommabile su X.

Dimostriamo ora la (620). Possiamo supporre che 'integrale al primo
membro di (B24) sia positivo, altrimenti la disuguaglianza ¢ banale. Per la
disuguaglianza triangolare risulta:

(6.8) / 1+ gPdu < / 4P + g d

La disuguaglianza di Holder (64) implica allora che

’o 1/p’
/\fo+g\P < ([ 1rpan) " ( [15+ 970 V)
X X
_ 1/p o 1/p
/ oll s+ < ([ lgPa) ([ 17+ 9P Van)
X X

quindi queste disuguaglianze e la (

6R)
/|f+g|”dué [(/Iflpdu)l/p+ (/Iglpdu>1/p] (/|f+g|”du>1/p/,
X X X X

dato che p'(p — 1) = p. La tesi si ottiene dividendo ambo i membri per
1/p'
(J1f +gPdn)
X

Il segno di uguaglianza vale se vale il segno di uguaglianza nella disugua-
glianza di Holder, ciot deve verificarsi che |f+g[P" = A1 |f|P e |f+g[F = Aa|g[?
q.0. in X e dunque che |f| — A|g| = 0 per qualche A > 0, cioe deve valere 1'u-
guaglianza f = £\ g che, inserita il (624) quando vale il segno di uguaglianza,
implica che f = Ag con A > 0. O

implicano che

6.2. Gli spazi LP(X)

6.2.1. Lo spazio normato LP(X). Sia p un numero tale che 0 < p < 0o e
sia (X, M, p) uno spazio di misura. Si dice che f € £P(X), se f € misurabile
in X e se |f|P &€ sommabile in X.

Se g : X — R & una funzione misurabile, 'estremo superiore essenziale
di g in X & definito da

(6.9) esswsegg) g(x) =inf{t: u(Ly(g,t)) = 0}.
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Esempio 6.2.1. Se g : [0,1] — R ¢ la funzione di Dirichlet definita da

1 sexzeQnlo,1],
0 sex¢QnJo,1],

allora e chiaro che ’estremo superiore di ¢ € uguale ad 1 mentre, dato che

0 set>0,
m{xe[O,l]:g(ﬂf)>t}={ 1 set<0

I’estremo superiore essenziale di g € uguale a 0.

g(z) =

Indichiamo con £°(X) 'insieme di tutte le funzioni misurabili f su X
che sono essenzialmente limitate in X e cioe tali che

esssup |f(z)] < oco.
zeX

E facile dimostrare che £(X) & uno spazio vettoriale per ogni p € (0, oc].
Se 1 < p < o0, possiamo definire in £P(X) una seminorma definita da

(6.10) I = ([ Iflpdu>1/p,

sel<p<ooe

(6.11) 1flloc = esssup|f(z)].
zeX

Infatti, con queste definizioni si ha chiaramente che
IAfllp = A fllps A €R,

per ogni p € [1,00]. Inoltre, la disuguaglianza di Minkowski (6Z4) per p €
[1,00) e quella triangolare per p = oo (si veda 1’Esercizio 5) implicano che

1+ glly < 11fllp + [lgllp,

per ogni f,g € LP(X).
Si osservi che la disuguaglianza di Holder si potra scrivere ora come:

11
179l < I fllplgllyy com =5 =1.

Tale disuguaglianza si puo estendere al caso in cui f o g € L2(X) (e quindi
go f€LYX)): infatti, per ogni t > || flleos #[L+(|f],1)] =0 e quindi

1 fglls = /X ol du =

/ Fllgldu <t / gl dyi =
X\L4(|ft) X\L+(|f];t

)
’ / gl du = t gl
X
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e dunque [ fg[[s < [[fllocllgll1-

La funzione f ~— | f||, definita dalle (E10) e (E) non & perd una
norma non essendo definita positiva. Infatti ||f|, = 0 se e solo se f =0
q.0. in X. Possiamo perd dare all’insieme L£P(X) una struttura di spazio
normato, decidendo di identificare le funzioni che coincidono q.o. in X; d’ora
in avanti, lavoreremo percio con lo spazio normato LP(X) che indichera lo
spazio quoziente LP(X)/ ~ dove ~ ¢ la relazione di equivalenza definita da:
f~gseesolose f=g q. 0. in X. Con questo accorgimento LP(X) & uno
spazio normato con la norma definita dalle (610) e (61). I suoi elementi
sono classi di equivalenza i cui rappresentanti sono funzioni definite quasi
ovunque.

Possiamo definire uno spazio LP analogo anche per le funzioni misurabili
a valori complessi, interpretando |f| come il modulo di f.

Come gia osservato nel capitolo precedente, nello spazio L?(X) si puo
definire il prodotto scalare

(f,g>2=/ngdﬂ f.9 € L3(X),

e risulta che (f, f)2 = Hf”%

Osservazione 6.2.2. Se u(X) < co ese f € L*(X) per s > 0, la disu-
guaglianza di Jensen (E1) — o la disuguaglianza di Holder (62) — implica
che

s/r
1 ] 1 .
M(X))Z\f’ dp SM(X)X/W dp,

1/r
per ogni 0 < r < s e quindi la funzione (0,s] 3 r — (ﬁ Ix ]f|’”du) e

crescente ed, in particolare, si avranno le inclusioni
L¥X)C---C LP(X)C---C L}YX).
Infine, se f € L*>°(X), abbiamo che

i <
tim £l < 1l

(il limite a primo membro esiste per la monotonia appena dimostrata e
per il fatto che ,u(X)l/p — 1). D’altra parte, per ogni £ > 0, se poniamo
X.={z e X :|f(x)] > || flloo — €} risulta che u(X.) > 0 ed inoltre

(foipan)” = ([ 1sraw)™ = (151 - yuxos.

Percio:
floe == < tim_[1£lp < 7lke,
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e dunque

(6.12) lim [ fllp = 11 loo-

p—>+o00
6.2.2. Completezza: il teorema di Riesz-Fischer. E chiaro che LP(X),
come ogni spazio normato, € uno spazio metrico. Si dira quindi che una
successione di funzioni { f,, }nen C LP(X) converge in LP(X) ad una funzione
f e LP(X) se || fn, — fllp = 0 per n — oo. Si dira inoltre che {fy}nen €

una successione di Cauchy in LP(X) se, per ogni € > 0, esiste v tale che
| fn — fmllp < € per ogni n,m > v.

Teorema 6.2.3 (Riesz-Fischer). Sia 1 < p < oo. Allora ogni successione di
Cauchy { fn}nen in LP(X) converge in LP(X) ad una funzione f € LP(X);
LP(X) é quindi uno spazio metrico completo.

Dimostrazione. Sia {fy}neny una successione di Cauchy in LP(X). Allora
esiste np tale che

1
1= fusllp < 5
se n > ny; possiamo poi scegliere un indice ny > ny tale che
1
an - meP < 277

se n > no. Iterando questo ragionamento, possiamo costruire una successione
di indici n1 <ng < - < ng < --- tali che
1

o5 kel

||fnk+1 - fnka <
Poniamo .
J
g; = Z ‘fnk+1 - fnk”
k=1

per j — 0o, g; converge q.o. in X alla funzione

(6.13) 9= |frwss — Funl

keN

ed inoltre, poiché

J J
1
19510 < D™ W = Fullo <D 55 < 1,
k=1 k=1

allora g; € LP(X).

Supponiamo ora che 1 < p < co. Per il lemma di Fatou, otteniamo che

/\g\pdu < liminf [[g;{|7 < 1.
j—00
X
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In particolare, g e quindi g & quasi ovunque finita in X, cosicché la serie

‘f’m ‘_'_Z’fnk-i—l fnk( )’

converge per quasi ogni x € X, cioe possiamo definire la funzione

f@) = fou (2 +an,m — fu ()]

per quasi ogni x € X.

Se definiamo f = 0 dove essa non fosse definita, abbiamo dunque dimo-
strato che la sottosuccessione

7j—1

fnj - fn1 + Z[fnk+1 - fnk]

k=1
converge q.o. in X ad f.

Ora, fissato € > 0, esiste un indice v tale che

”fn] - meP <e¢

per ogni m e j > v. Poiché f,; converge q.0., il lemma di Fatou allora implica
che

17 = gupdn < timint [ 17, = fupdn <=
—00
X ’ X

per ogni m > v, cio¢ f — f,, € LP(X) e quindi anche f = (f — fin) + fmm €
LP(X). L’ultima disuguaglianza implica anche che f,, — f in LP(X) se
m — Q.

Sia ora p = o0 e sia { f, }nen una successione di Cauchy in L*>°(X). Gli
insiemi
Ap ={z € X+ [fr(@)| > [[frlloc},
Bn,m = {.I' €X: ’fn(x) - fm(a?)’ > an - meOO}7

hanno misura nulla per ogni k,n, m € N, e quindi anche la loro unione F' ha
misura nulla.

Essendo | fn, ., — fun] < | frps — frglloo in X\ F, la serie (E13) converge
totalmente e quindi la successione { f,,, }ren converge uniformemente in X'\ F’
ad una funzione f limitata. Se poniamo allora f = 0 in F, con gli stessi
argomenti usati per il caso 1 < p < oo, risulta che f € L>(X) e che f,, — f
in L*°(X) se n — oo. O

En passant abbiamo dimostrato il seguente notevole risultato.
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Teorema 6.2.4. Ogni successione { fn}nen C LP(X) che converge in LP(X)
ad una funzione f € LP(X) contiene una sottosuccessione che converge quasi
ovunque ad f in X.

Osservazione 6.2.5. Ricordiamo che, se (B,|| - ||) € uno spazio vettoriale
normato, esso si dice uno spazio di Banach se ¢ anche completo rispetto
alla topologia generata dalla norma.

Il teorema di Riesz-Fischer ci dice che lo spazio LP(X) & uno spazio di
Banach per ogni p tale che 1 < p < oo ed inoltre che L?(X) & uno spazio di
Hilbert.

6.3. Proiezione su insiemi convessi

6.3.1. Le disuguaglianze di Hanner e di Clarkson. Abbiamo osserva-
to nel Capitolo 5 che in uno spazio vettoriale H dotato di prodotto scalare
(per esempio in L?(X)) vale I'identita del parallelogramma:

2 2 2 2
o +ylI” + llz —yl” = 2l + 2[yllI°, z,y € H.

Una conseguenza di questa identita e che la palla unitaria in H € non so-
lo convessa, ma anche uniformemente convessa, nel senso della definizione
seguente.

Uno spazio normato si dice uniformemente convesso se la pallina unitaria
¢ un insieme uniformemente convesso, cioe se per ogni € > 0 esiste § > 0
tale che, per ogni z,y € B con ||z|| < 1, |ly|| <1 e |z —y|| > ¢ risulta che
T+

Y<1-s

@ (b)

Figura 1. (a) Insieme uniformemente convesso; (b) insieme non unifor-
memente convesso.
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Esempio 6.3.1. Sia B =R? e, per (z,y) € B, si definisca:
1@, y)l2 = Va2 +y2 |l(@y) = |z + |yl

Allora (B, || - ||2) ¢ uniformemente convesso, mentre (B, | - ||1) non lo é.

Se 1 < p < oo, anche LP(X) & uniformemente convesso; cio & una
conseguenza della disuguaglianza di Hanner.

Teorema 6.3.2 (Hanner). Siano f,g € LP(X). Se 1 < p <2 risulta:

Frall 1=l - (1l + Tl . 17l — gl ]?
O e R s R G e R e
f+g f—g : f+g f—g .
(6.15) (H— +H— ) ; H— —H— < 1712 + gl
2 » 2 » 2 » 2 » p p

Se 2 < p < o0, le disuguaglianze (0-13) e (BIA) wvalgono in senso
contrario.

@ (b)

Figura 2. Palline unitarie in (a) (B, || - [|2) ed in (b) (B, || - ||1)-

Osservazione 6.3.3. Se p = 2, (604) e (61H) valgono nei due sensi e
diventano 'identita del parallelogramma.

Se p =1 la (BI3) non ¢ niente di piu della disuguaglianza triangolare.
Lemma 6.3.4. Siap>1e, pers € [0,1] et >0, sia
p(s,t) = h(s) + k(s) t*,
dove
h(s)=(1+s)P P+ (1 —s)P! e k(s)=[(1+s)P = (1—s)P'] 5P
Allora, per ogni t > 0 fissato, risulta che

o(s,t) <|1+tP+ 11—t se 1<p<2,

(6.16) o(s,t) > |1 +tP+|1—tP se p>2.
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Dimostrazione. Supponiamo dapprima che ¢ € (0,1). Dato che

0
5Q&ﬂ=%p—UH1+®”2—ﬂ—HV4H1—¢ﬁ5,
s
allora s — ¢(s,t) assume il suo massimo per s =t se 1 < p < 2, e quindi in
questo caso si ha:
o(s,t) < @(t,t) = |1+ tP+]1 —t|P.

Seorat > 1esep € (1,2), dato che la funzione s — k(s) — h(s) ¢
crescente e si annulla per s = 1, risulta che k(s) < h(s) e percio

o(s,t) < k(s)+h(s) " =tP[h(s) + k(s)(1/t)"] = tP(s, 1/t) <
Po(1/t,1/t) = [L+ 1" + |1 =",
dato che 1/t € (0,1).
Se p > 2 si procede in modo analogo. [l

Dimostrazione del Teorema EZ3. E chiaro che (EI8) segue da (6Id)
sostituendo ad f e g le funzioni f + g ed f — g rispettivamente.

Fissate f,g € LP(X), possiamo quindi supporre che || f|l, > [|gl,- Siap €
(1,2] e supponiamo che |f| # 0. Ponendo ¢ = |g|/|f] in (6334), otteniamo:

h()IFIP + k(s)lgl” < [f + 9" +1f = gl”,

per ogni s € [0,1]. Notiamo che questa continua a valere se f = 0. Se
integriamo su E abbiamo che

h(s)IIf1lp + F(s)llglly < [1f +gllp + [1f = gllp

per ogni s € [0,1] e quindi quando il primo membro & massimo rispetto ad
s. La tesi segue dunque dal Lemma B6=34. O

Le disuguaglianze di Hanner implicano le ben piu note disuguaglianze di
Clarkson.

Teorema 6.3.5 (Disuguaglianze di Clarkson). Sia 1 < p < oo e sia p’ > 1
tale che % + i = 1. Allora per ogni f,g € LP(X) risulta:

/ / 1
f+g|” | f-9|f _ (2 1 1

6.17 19 T=I90 < (Z1F1B + <llgl2
O e I e R AT

p p
sel<p<2 e
(6.15) LURECY N P R

2 » 2 -2 P9 p

se2 < p<oo.
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Lemma 6.3.6. Siano p e p' tali che % + z% = 1. Allora valgono le sequenti

disuguaglianze:

(6.19) (148 4+ (1 =) > 2(1 + )P~
per ognit € [0,1], se l<p<2e
(6.20) (1+t)P + (1 —t)P < 27711 4+ 1P),

per ogni t € [0,1], se 2 < p < oo.

Dimostrazione. (i) Il caso p = 2 & banale. Dimostriamo (619); stiamo
quindi supponendo che 1 < p < 2.

Sviluppando in serie di McLaurin, si ottiene la seguente catena di ugua-
glianze:

(L4107 + (1= 1) — 21+ 07! =

S0+ Eo (e 502

k=0 k=0 k
(P2 o~ (P 1Y 2 (P 1 /(2j—1)
9 J_ 9 ir’ 9 p' (25 _
2 <2j>t 2 < 2 )t 2 <2j—1>t
Jj=1 7j=1 7=1
s -/ S0 -1 p—]. o/
6.21) 2y 2P {(p,>t23(1 p)—<p _ )—( , )t P}.
( ) jz:; 27 29 27 —1

p—1

Si noti che, dato che 1 < p < 2, allora sia p' che .
27 27 —1

) SOno sempre

numeri positivi. La funzione di ¢
vty = (D)o (P L) (P
23 27 —1 27
ha derivata:

") = (P 2iap—1 (P 1
¥;(t) 2j(1 p)<2j>t +p<2j_1 t

_p (p-1 2j(1-p")—1 _ 4—p'—1
(e ) e
che dunque si annulla solo se t = 1 ed ¢ altrimenti negativa; quindi ¢;(t) >
(1) = 0. Percio dall’'ultima riga di (E=20) segue (EI4).

(ii) Dimostriamo ora (GE20).

Sia

plt) = (L2 + (1=~ 27 (14 ),

per t € [0,1]; si ha:

) =p L+ P = (L —0P~t =227l = p P yp(1/t) — 2771,
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dove 9(s) = (14 s)P~! — (s — 1)P~! & crescente per s > 1 e quindi tale che
P(s) > (1) = 2P~1. Dunque ¢(t) cresce e da cid segue che p(t) < (1) e
cioe (6220). O

Dimostrazione del Teorema B=34. (i) Sia 1 < p < 2. Si puo supporre che
t=|f—gllp/llf+9lp <1in (E19). Moltiplicando ambo i membri di (619)
per || f + g||b, si ottiene:

’ N\ Pp—1
2(1f + gl + 1 = gll) <

(IS +gllp + 1f = gllp)” + 11 + gllp = 1F = gll"-
Da questa per la (613) si ottiene facilmente (E12).

(i) Sia 2 < p < co. In questo caso, si sceglie t = ||g|[b/|f|[> < 1 in (E=20)
e si moltiplica la stessa (6220) per || f||5 per ottenere:

(£l + lgllp)” + T1Fllp = Ngllp” < 22~ (115 + llglp)
Questa e (614) (ricordarsi che vale al contrario!) implicano (EIR). O

Corollario 6.3.7 (Uniforme convessita). Sia 1 < p < oco. Allora LP(X) é

uniformemente convesso.

Dimostrazione. Sia 1 < p <2 e siano f,g € LP(X) tali che ||f||p, [lgll, <1e
| f — gllp > €. Dalla (6I) segue che

f+yg
2

/

p/
<1- <§>p ;
- 2

p

percio:

<1-96

Herg
p

con 6, =1—[1— (g/2)P]M/7',
Se invece 2 < p < o0, si conclude con la (6I4), avendo posto 6. =
1—[1—(g/2)P]/. 0

6.3.2. Il teorema della proiezione. Un risultato importante dimostrato
nel Capitolo 5 e il Teorema della Proiezione hT3. Un risultato analogo vale
per gli spazi LP(X) con 1 < p < o0; cio & conseguenza delle disuguaglianze
di Clarkson o, piu in generale, dell’uniforme convessita di LP(X).

Teorema 6.3.8 (Proiezione su insiemi convessi). Sia 1 < p < oo e sia C un
sottoinsieme convesso di LP(X) che sia chiuso nella topologia indotta dalla
norma.

Sia f € LP(X)\ C e sia
dy, = dist(f,C) = inf ||f — g]|,-
gecC



110 6. Spazi LP

Allora esiste una sola funzione h € C tale che ||f —hl||, = d,. La funzione
h = Pe(f) si dice la proiezione di f su C e si verifica che

(6.22) /[f—h\p_z(f—h)(g—h) dp <0 per ogni g€ C.
b's

Dimostrazione. La situazione geometrica e quella della Fig. 1 nel Capitolo
5 e la dimostrazione procede come quella del Teorema B3 con qualche
variante. Dato che ogni traslato di C rimane chiuso e convesso, possiamo
supporre che f =0 ¢ C.

Sia {gn}nen C C una successione minimizzante, ossia tale che ||g,|, —
dp. Per dimostrae che essa ¢ di Cauchy, invece che l'identita del parallelo-
gramma usiamo le disuguaglianze di Clarkson.

Se 1 < p < 2, applicando (6I7) con f = g, € g = g Otteniamo:

/ / 1
‘ gn + gm||” ‘ gn = gm || (Hgnllﬁ + Hgm||5> ot
2 » 2 » 2
e quindi, dato che Gn & gm € C, possiamo scrivere:
P’ p P\ 7o1
9n — 9m < HgnHP + HgmHP Pt _ dp’
2 b 2 P

Quando n ed m tendono all’infinito il secondo membro di quest’ultima
disuguaglianza tende a zero e quindi {g, }nen € di Cauchy.

Se p > 2, applichiamo (EI8) ed otteniamo con ragionamento analogo
che

da cui ricaviamo ancora che {gy, }nen € di Cauchy.

gn — 9m

2

" _ llgnllp + llgmllp

p_ 2

— &,

Il resto della dimostrazione dell’esistenza di h procede in modo simile a
quanto fatto per il Teorema BT-3: poiché LP(X) & completo, g, converge
in LP(X) ad una funzione h € LP(X) e, dato che C ¢ chiuso, h € C. Percio
d, = nh_}rrolo llgnllp = ||P|lp, per la disuguaglianza triangolare.

Se h' € C fosse un’altra funzione tale che ||A'||, = dp, applicando ad
h ed h' le disuguaglianze di Clarkson ed i ragionamenti fatti per g, € gm,
otteniamo facilmente che h = b/ q.o. in X.

Dimostriamo infine (6222) che, quando f = 0 si legge cosi:

/ |h[P™2h (g — h)du >0 per ogni g € C.
X
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Fissata g € C e per A € [0,1], poniamo N(A) = [|(1 = A\)h + Ag|h =
|h+ A(g — h)|[5. La convessita di C implica che (1 —A)h+ Ag € C e quindi
che N(A\) > N(0) = db per ogni A € [0,1], da cui segue che N’(0) > 0. La
tesi allora segue dal Lemma BZ310 seguente applicato alle funzioni ¢ = h e
=g—h. 0

Corollario 6.3.9. Se M ¢é un sottospazio di LP(X), allora invece di (6=22)
st ha:

(6.23) /|f—h\p‘2(f—h)k:du:0 per ogni k € M.
X

Dimostrazione. In queste ipotesi, la N(A) > N(0) per ogni A € R (in
particolare per A in un intorno completo di 0). Quindi N’(0) = 0. O

Lemma 6.3.10 (Differenziabilita della norma). Siano ¢ e 1 due funzioni
in LP(X) per 1 < p < co. Allora la funzione N : [0,1] — R definita da

N = [lo+AuPdn 02221,
X

e derivabile e

N'(0) = p / olP~2 0 dp.
X

Dimostrazione. Applichiamo il Teorema BEZ74 alla funzione
F(Az) = |p(z) + Ao (z)P.

Poiché p > 1, essa & di classe C! in A e si ha che

O (2,0) = plola) + Ap@)P2lp(a) + A ()] p(a),

per quasi ogni x € X.

D’altra parte risulta che

or = plo(x) + A (@) P ()| < p(|lp@)] + [b(@) )P~ ()],

—(x, A
8A (1.7 )

per ogni A € [0,1], e la funzione all’ultimo membro & sommabile per la

disuguaglianza di Holder, essendo ¢ € LP(X) e (|| + [P~ € L¥'(X).

Dal Teorema E-7Hd otteniamo percio che

N'() =p/ o+ AP (0 + Ap) P du
E

e dunque, ponendo A = 0, la formula per N’(0). O

Il Lemma B30 ci dice che la norma LP(X) & un esempio di funzione
differenziabile secondo Gateauz.
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6.4. Lo spazio duale di L*(X)

6.4.1. Funzionali lineari e continui su L?(X). Essendo L”(X) uno spa-
zio normato, possiamo definire lo spazio duale LP(X)’ dei funzionali lineari
e continui ed il concetto di convergenza debole, come abbiamo fatto nel
Capitolo 5.

Osservazione 6.4.1. E chiaro che se f, — f in LP(X) allora f, — f in
LP(X). Vedremo che il contrario non ¢ sempre vero.

Nel Capitolo 5 abbiamo inoltre dimostrato che ad ogni funzionale lineare
e continuo su uno spazio di Hilbert si puo associare, tramite il prodotto
scalare, uno ed un solo vettore dello spazio. Nel caso dello spazio LP(X)
la situazione & leggermente differente, ma analoga. Intanto, non & possibile
definire un prodotto scalare. La forma bilineare definita da

(f,9) = /ngdu

non ¢ infatti in generale definita per ogni f,g € LP(X). Come sappiamo,
essa & perd definita per ogni f € LP(X) e g € L” (X) e permette di definire
dei funzionali lineari e continui, come mostra il risultato successivo.

A questo scopo premettiamo: uno spazio di misura (X, M, u) si dice
o-finito se X € unione numerabile di insiemi di misura finita.

Teorema 6.4.2. Sia 1 < p <00 e sia g € Lp/(X); inoltre, se p =1 suppo-

niamo che (X, M, ) sia o-finito. Definiamo l'applicazione Ly : LP(X) — R
con la formula

L,(f) :/ngdu, J e IP(X).
Allora Ly € LP(X) e || Lg|l = |9l -

Dimostrazione. Infatti, ¢ chiaro che L, ¢ lineare; inoltre, dalla disuguaglian-
za di Holder segue che

[Lg (S < Ngllp 11 £llp,
per ogni f € LP(X). Pertanto L, ¢ limitato e || Lg|| < ||g||p -
Se 1 < p < oo, scegliendo f = |g[P'~2g quando g # 0 ed f = 0 altrimenti,
la disuguaglianza di Holder vale con il segno di uguaglianza e quindi

ILg 11l = Lo (f) = gl | Flls

da cui otteniamo che ||Lgy|| = ||g]|,-

Se p = 00, si sceglie f = g/|g| dove g # 0 ed f = 0 altrimenti; si ottiene
ancora Lg(f) = [[g]l1]| f[loc-

Infine, il caso p = 1 & un po’ pit complicato. Sia X, = {z € X : |g(x)| >
llglloc —€}; Xe ha misura positiva (anche infinita) e quindi, essendo lo spazio
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di misura o-finito, esiste E,, tale che 0 < u(X:NE,) < co. Definiamo allora
f=g/lg]in Xc N E, ed f =0 altrimenti; si ottiene:

Ly(f) :/XﬂE lgldp = (ll9lloc — &) (X N En) = (lglloc — €) I fl1-

Quindi ||Lg|| > ||g]|cc — € per ogni € > 0 ossia || Lg]| > ||g]|oo- O

6.4.2. Topologia debole in LP(X).

Teorema 6.4.3 (I funzionali lineari separano). Sia f € LP(X), 1 < p < oo,
con X o-finito nel caso p = oo.

Se L(f) = 0 per ogni L € LP(X)', allora f = 0.

Osservazione 6.4.4. (i) Una conseguenza del Teorema B43 ¢ che, se f, —
fe fn—g,allora f = g quasi ovunque in E. Il limite debole & quindi unico

in LP(X).
(ii) 11 Teorema BZ=3 ci informa che, per stabilire che due funzioni f e g
siano differenti, basta trovare un funzionale lineare L tale che L(f) # L(g).

Dimostrazione. Se 1 < p < oo, definiamo g(z) = |f(x)|P~2f(z) se f(x) #0
e g(x) =0 se f(x) = 0. Poiché

/W dyu = /Ifl” 01 gy = /Ifl”dﬂ < oo,

allora g € LP' (X). Dato che allora L, € LP(X) e Ly(f) = || ||}, allora per
'ipotesi risulta che || f|, = 0.

Se p =1, si pone g(x) = f(x)/|f(x)] se f(z) # 0 e g(x) = 0 altrimenti.
Allora g € LOo (X) e si conclude con lo stesso argomento di prima.

Se p = o0, siano F,, n € N, gli insiemi di misura finita la cui unione e
uguale ad X esia Ef = {x € E, : f(z) # 0}; nel caso in cui m(E}) > 0,
definiamo

f(x)
90 = Ty o)
I1 funzionale L, é limitato su LOO( ), dato che g € L'(X). Per l'ipotesi,
risulta che 0 = fE x)| dp, cioe f =0in E} e quindi f =0 q.o.
in B, e dunque in X U

Il seguente risultato e I’analogo del Teorema B=373.

Teorema 6.4.5 (Semicontinuita inferiore debole della norma LP). Fissato
1 <p<o0, con X o-finito se p= oo, supponiamo che fp, — f in LP(X).
Allora

(6.24) timint | fully > [/ £1)
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Inoltre, se 1 < p < oo e se lim, o0 || fnllp = || fllp, allora fr, = f in
LP(X).

Dimostrazione. Sia 1 < p < oo e sia g = |f|[P~2f X{zeX f(x)#0) cOme abbia-
mo definito nella dimostrazione del Teorema B43. Allora L, € LP(X) e
risulta:

Lg(fn) < llglly 1 fnlls

e quindi
1712 = Lo() = lim Ly(f) < gl limint [ £
Si conclude osservando che ||g||,y = ¥l

Se p=o0,sia Xe ={z € X :|f(z)| > | fllo — ¢} Dato che pu(X;) >0
ed X & o-finito, esiste F,, € M tale che 0 < u(X. N E,) < oo; ponendo

f
g == XxX.NEn»
|f]

risulta:
Lg(fn) < u(Xe N Ey) (Ifnllo

e quindi
[ 1@ de =l Ly(f) < p(Xe 0 B timind |
X.NE, n—oo n—oo

Poiché
/ @) de = (1 flloe — &) n(X N En),
X:NE,

si ottiene che
n—oo

Per Parbitrarietd di € > 0 si conclude.

Per dimostrare la seconda asserzione, sfruttiamo le disuguaglianze di
Clarkson per 1 < p < co. Se || fnllp = ||f|lp, dato che f, + f — 2f, si ha:

20|l < limmin [ £+l < lmmsup(lLfully + 1F1) = 2011l
n—oo

e quindi || fn, + fllp = 2||f|lp- Si conclude applicando (6BT4) e (EIX) alle
funzioni f,, ed f. O

6.4.3. 1l teorema di rappresentazione di Riesz. Per lo spazio LP(X)
con 1 < p < oo vale un risultato che caratterizza i funzionali lineari e
continui, analogo al Teorema B3
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Teorema 6.4.6 (di rappresentazione di Riesz). Sia 1 < p < oo e sia X
o-finito se p = 1.

Allora LP(X) si puo identificare con LV (X), dove 1/p+1/p/ = 1. In
altre parole, per ogni L € LP(X)' esiste una sola funzione g € L¥ (X) tale
che

L(f) = Ly(f) = /g fdu perogni fe LP(X).
X
Inoltre applicazione LP(X)' 3 L <> g € LP (X) & un’isometria, essendo
L0 = llgllp -

Dimostrazione. Per 1 < p < oo la dimostrazione ripercorre quella del
Teorema 532, Sia L € LP(X)', L # 0. Il nucleo di L,

C={feLP(X): L(f) =0} = L7'({0}),
¢ un sottoinsieme proprio di LP(X'), convesso (C & un sottospazio vettoriale)
e chiuso (L e continuo). Sia fy € LP(X)\C, cioe fy € tale che L(fy) # 0. Per

il Teorema B3R, esiste la proiezione h € C di fy su C e, per il il Corollario
B3, risulta che

(6.25) /|f0—h\p2(fo—h)kdu20 per ogni k € C.
b

Se ora f € LP(X), possiamo sempre scrivere che f = A(fo — h) + k, dove
k € C e X € R. Infatti, se
_ L(f)

-~ L(fo)’

si ha che
L(f = A(fo = h)) = L(f) = AL(fo — h) = L(f) — AL(fo) = 0,
e quindi f — A(fo — h) = k per qualche k € C.

Se a & un parametro reale, la funzione g = o |fo — h|P~2(fo — h) & un
elemento di L¥ (X) e si ha:

/gfdu = )\/Q(fo—h)du—i—/gkd,u:a)\/|f0—h\pduz
X X E X

| fo — Rllp

la penultima uguaglianza segue dalla proprieta (6=23).
Scegliendo o = L(fo)/|| fo — hl|/b, si ottiene dunque che

L(f) = /gfdu = Ly(f),

X
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Figura 3. La costruzione nella dimostrazione del Teorema 6Z8.

dove

_ L(f()) _ pp—2 _
9= = |fo—R[P"*(fo = h).

La funzione g ¢ univocamente determinata. Infatti, se ¢ € LV (X) fosse
un’altra funzione che rappesenta L, si avrebbe L, = Ly e cioe

/X(g—g’)fdMZO per ogni f € LP(X);

scegliendo f = |g—¢'[P"~2(g—¢'), si ottiene allora che ||g —Q/HZ = 0 e quindi
che ¢ = g in LV (X).

Se p = 1, supponiamo dapprima che p(X) < co. In questo caso, LP(X) C
LY(X) per ogni p > 1 e quindi, se L € L*(X)/, si ha che L € LP(X)' per
ogni p > 1, dato che

(6.26) LA NLINF N < NI X)) £l

per la disuguaglianza di Holder. Dalla dimostrazione appena conclusa segue

che esiste una sola g, € LP'(X) tale che L(f) = Lg,(f) = [x 9p f dp per ogni

f e LP(X). E chiaro che gp non dipende da p, infatti se ¢ > p allora esiste

gq € L7 (X) tale che L = Ly, su LY(X). Dato che LY(X) C LP(X), si ha:
0=1Lgy, — Ly, = Lg,—g, su LI(X).

Scegliendo f = |g, — gq\q,_2(gp — gq), risulta che f € LI(X) e quindi

0 = Lgp_gq(f) = ng - qugH

cio¢ g4 = gp. Dunque possiamo supporre che g, = g, ossia che L = L, su
ogni LP(X) con p > 1.



6.4. Lo spazio duale di LP(X) 117

Presa f = |g|?' ~2g, risulta che f € LP(X) e dalla (62B) segue che

/‘g‘pfdu — L(f) < u(X)Y | L] llg]E !
X

e quindi che ||g|ly < u(X)YP'||L|| per ogni p > 1. Se p — 1, allora p’ — oo
e quindi

oo = li r < ||L )
lglloe = Jim gl < ]
cioe g € L*(X) e L = L, su ogni LP(X) con p > 1.
Se ora f € L'(X), ponendo
In = Xzex:|f(z)<n}>

fn = fq.o. e|fn] <|f|] in X; per il Teorema della Convergenza Dominata
73, f, — f in L'(X). Allo stesso modo gf, — ¢f in L'(X). Inoltre
fn € LP(X). Dunque, possiamo concludere che

L(f) = lim L(fy) —nlggo/gfndu = /gfdu,
X

n—00
X

dove la prima uguaglianza vale perché L & continuo su L'(X).

Se infine m(X) = oo, poniamo f = > f Xg, con X = |J Ej, dove Ej,
keN keN
sono misurabili, a due a due disgiunti e di misura finita.

Se L € L'(X)', allora il funzionale Ly, definito da Li(f) = L(f Xg,) per
f € LY(E}) ¢ un elemento di L'(E})". Per quanto dimostrato prima, esiste
gr € L=(Ey) tale che

Li(f) = /fgk dp
Ey

per ogni f € L'(E}). Inoltre, poiché

(LD = 1L(f X )l < LI f]l, 85

per ogni f € L'(E}), si ottiene che

Joulloe = 120l = sup{ [ Fodis |l <1} < L]

Ey,
per ogni k € N.

Sia g = > gr XE,; g € misurabile e
keN

19lloo < sup [lgrlloo < [IL]|.
keN
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Infine
[aran = [ Yoxnsau=Y [ arau
X X keN keN Y Pk
= Y an) =1(> 1 Xn,)
keN keN
= L(f)
per 'additivita numerabile della misura. O

Esempio 6.4.7. Siamo ora in grado di costruire un esempio di successione
che converge debolmente ma non fortemente. La successione fp, = X, ;41)
converge debolmente ad f = 0 in L?(0, 00).

Infatti, per il Teorema EZ8 ogni funzionale lineare L su L?(0, c0) si puo
rappresentare con una funzione g € L?(0,00) e quindi L(f,,) = f:ﬂ gdr —
0 se n — oo, per il Teorema della Convergenza Dominata B3, dato che
|f:+lg dr| < f:“ g*dx. D’altra parte || f, — fll2 = [|fall2 = 1 che non

converge a zero.

6.5. Sottoinsiemi densi in LP(FE) e separabilita

6.5.1. Due sottospazi densi. Una strategia molto fruttuosa per dimo-
strare proprieta delle funzioni negli spazi LP consiste nel dimostrare tali
proprieta per funzioni piu regolari, sfruttando poi il fatto che tali funzioni
approssimano le funzioni LP con precisione arbitraria. In questo paragrafo,
F indichera un sottoinsieme misurabile in RY.

Teorema 6.5.1 (Le funzioni semplici sono dense in LP). Sia f € LP(E) con
1 <p < oo. Perognie >0 esiste una funzione semplice s € LP(F) tale che
If = slp <e.

Dimostrazione. Si pud supporre che f > 0, dato che f = f* — f~. Poiché
f e misurabile e non negativa, esiste una successione crescente di funzioni
semplici e non negative s, che converge ad f puntualmente q.o. in E.

Sia 1 < p < oo; allora (f — s,)P — 0 q.0. in E e (f —s,)P < fP con fP
sommabile in E. Per il Teorema della Convergenza Dominata B3, risulta
che || f — sullp = [5(f — 50)? dz — 0 se n — oo.

Se p =00, detto Ex, ={z € E : |f(z)| > ||f|loc }, risulta che m(E,) =0
ed inoltre f ¢ limitata in E \ E,. Per come s,, ¢ stata costruita, s, converge
uniformemente ad f in E \ E,; percio:

1f = snlloc = Silp (f=sn) =0
E

*

se n — o0. O
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Teorema 6.5.2 (Le funzioni continue sono dense in LP). Sia f € LP(RY)
con1 < p < oo. Per ognie > 0 esiste una funzione g continua in RN e nulla
fuort di un compatto tale che ||f — g, < €.

Dimostrazione. Possiamo supporre che f > 0 come prima. Inoltre, possiamo

supporre che [ sia nulla fuori di una pallina, dato che la successione f Xp(o )

converge ad f in LP(RY). Possiamo ancora supporre che f sia semplice:
n

f = > ¢k Xg, dove gli insiemi misurabili Ej, sono a due a due disgiunti
k=1

(e limitati). Bastera allora costruire per ogni k£ una funzione continua ed a

supporto compatto gx che approssimi X, in LP(RY) per meno di ¢; infatti,

n n
la funzione g = 3" cx gx approssimera f in LP(RY) per meno di ¢ Y |c],

k=1 k=1
dato che
n n n
1f=glly =D cx (X, —gi)|| <D lerl X6, — grllp <> ekl
k=1 k=1 k=1

p

Poiché Ej e misurabile e limitato, per ogni € > 0 esistono un chiuso
K C Ej ed un aperto limitato A O E} tali che m(A4) — m(K) < e.

Sia g : RN — R definita per z € RV da

(2) = dist(z, RV \ A) .
IRE) = Gist(z, RN \ A) + dist(z, K )’

allora g € continua, 0 < g;, <1, g =1 su K e g; = 0 fuori di A.

Risulta allora:

|, — gilE = / X, — gilPde = / X, — gelPde < m(A\ K) =
A A\K
m(A) —m(K) < g,

e quindi la dimostrazione & conclusa. O

6.5.2. Separabilita di LP(RY). Per alcuni risultati del Capitolo 5 era
importante che lo spazio di Hilbert in esame fosse separabile.

Teorema 6.5.3 (LP(R") ¢ separabile). Esiste un insieme numerabile F =
{¢n}nen di funzioni ¢ : RN — R tali che, fissati un insieme misurabile
E C RN, un numero p € [1,00), una funzione f € LP(E) ed un numero
e >0, esiste ¢, € F tale che ||f — ¢nlpe <e.

Dimostrazione. Basta dimostrare la tesi per E = R, dato che possiamo
considerare come di solito f Xg se f € LP(E).
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Sia Z il reticolo dei punti di RV a coordinate intere e sia Q la famiglia
(numerabile) dei cubi
Qmn={r RN :27"m; < 2; <27"(m; +1),i=1,...,N},

dove n € Ned m = (my,...,my) € Z". Si noti che RN = |J Qmn per
mezZN
ogni n € N fissato.

Sia ora F, la famiglia delle funzioni ¢ costanti a tratti con valori razio-
nali su ogni @y, € che si annullano fuori dal cubo C, = [-2", 2"V F e
numerabile, perché famiglia numerabile di famiglie numerabili. Per la stessa

ragione, F = |J F;, € numerabile.
neN

Sia f € LP(RY). Per il Teorema B2, esiste g continua in RV e nulla
fuori di un compatto tale che || f — g||, < €/3; basta quindi trovare ¢, € F
tale che ||g — ¢n||p < 2¢/3. Sia v € N tale che g sia nulla fuori di C,. Essendo
¢ uniformemente continua in RY per ogni 7 > 0 esiste § > 0 tale che

lg(z) — g(y)| <n per ogni z,y € RN tali che |z —y| <.
Per ogni intero n > v, sia ¢ la funzione definita
1/} = Z Cnm XQn,ma con Cpm = 2—nN/ gdyv
Qn,mccu m,n

cioe 9 su @, € uguale al valor medio di g su Q. Si noti anche che ¢ =0
fuori di C,,.

Percio, se n > v & cosi grande che 27"/ N < §, risulta che

19(2) — enm| <277V / 9(x) — g@)ldy <7 51 Qum

m,n

e quindi |g — 1| < 1 su RY; pertanto
[ Jg—olde= [ lg— v de <2,
RN Cy

basta quindi scegliere 0 < 1 < 2~ N@+D/Pe /3 per avere che |lg — |, < £/3.
Infine, dato che v ha in generale valori reali, scegliamo ¢ € F (a valori
razionali) cosi:
¢ = Z dn,m XQmm con gn,m € Q tale che |Qn,m - Cn,m| <
Qn,mc Cy
si avra dunque che || — ¢||, < e/3.
Concludendo, fissato € > 0 abbiamo trovato ¢ € F tale che

1f =@l < IF = gllp+ lg = 2llp + Y = ¢llp <&
Percio F & densa in LP(RY) e quindi LP(R") ¢ separabile. O
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Lo spazio di Hilbert L?(E) & quindi separabile. Il caso in cui p = co &
differente.

Proposizione 6.5.4. L=°(RY) non ¢ separabile.

Dimostrazione. (i) Sia {E,},cr, una famiglia (non numerabile) di insiemi
misurabili tali che m(E,AE;) > 0 per ogni r,s > 0 con r # s (qui il
simbolo A indica la differenza simmetrica dei due insiemi). Per esempio,
basta scegliere E, = Q(0,r).

(i) Per r > 0, sia O, = {f € L®(R"Y) : ||f — X, |l < 3}. La famiglia
di aperti O, € non numerabile ed inoltre, per ogni r,s > 0 con r # s si ha
che O, N O; = @, dato che, se f € O,, allora

If—Xe e = | XE, —Xe, + f— Xi,|loo =

1 1

cioe f ¢ Os.

(i) L’esistenza della famiglia {O,},cr, implica che L>(RY) non & se-
parabile. In caso contrario, se {¢p, }nen fosse una famiglia densa in L> (RN ),
allora per ogni r > 0 esisterebbe un intero n(r) tale che ||Xg, — ¢ lloo < 1,
cio¢ tale che ¢,,,) € O;.

L’applicazione R > r — n(r) € N ¢ iniettiva; infatti se per r # s fosse
n(r) = n(s), allora ¢,y = dps) € OrNOs = @. Dunque, Ry sarebbe al pitt
numerabile, perché in corrispondenza biunivoca con un sottoinsieme di N.

Costa poco adattare questa dimostrazione al caso in cui E C RY & un
insieme misurabile. O

6.6. Approssimazione con funzioni regolari: convoluzioni

6.6.1. Convoluzioni. Siano f,g: RN — R; definiamo la loro convoluzione
con

(627)  frgle) = / f(z— y)gly) dy = / fW)az —y) dy = g f(2)
RN RN

per z € RN ogni volta che I'integrale sia convergente.

Osservazione 6.6.1. (i) E chiaro che se f € LP(RN) e g € L” (RN) allora
f * g & ben definita e limitata per la disuguaglianza di Holder (64).

(ii) Si puo indebolire 'ipotesi di (i) al punto da poter dimostrare che se
feLP(RY) e ge LY(RY) con 1% —l—é > 1 allora fxg € L"(RY) con

1 11
1+-=—+-.
TP q
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Questo risultato passa sotto il nome di disuguaglianza di Young per le
convoluzioni. Per esempio, se p =¢ =1, allorar = 1.

Nel Teorema B2 dimostreremo la disuguaglianza di Young quando g =
1 (e quindi 7 = p).

(iii) Euristicamemte, una convoluzione ¢ una somma pesata di trasla-
zioni: se, per y € RY, definiamo la traslazione T, : LP(RY) — LP(RY)
con

(6.28) (Tyf)(@) = flz —y),
risulta che

f*g=/7§fgdy-

RN

Teorema 6.6.2. Se g € L'(RY) ed f € LP(RY) per qualche p € [1,00),
risulta che g* f € LP(RN) e sussiste la disuguaglianza di Young:

lg = fllp < gl [l £1l,-

Dimostrazione. Risulta:

/RN lg* flPde < /RN da (/RN lg()||f(z —y)| dy>p =
/RN dz (/RN 9" 1g()[VP1f (x = y) dy>p <

L. ( [, latw dy)p/pl ( [ ol 1 =P dy> i
e quindi

6200 [ tawsar <ot [ ([ o5 -np ay) as

applicando il Teorema di Fubini 288 nella (629) ed il fatto che

— P dy = P o £IP
/RN|f(1: y)[P dy /sz|f(y)| dy = |5,

si ottiene pertanto:

[ loxsvar<ign” | \g<y>(/ |f<x—y>pdx)dy—uguﬁ’ufuz,
RN RN RN

da cui segue la tesi. ([

Osservazione 6.6.3. Possiamo sempre definire la convoluzione di funzioni
definite su un qualsiasi insieme misurabile £ C R¥. Infatti, se g € L'(F) ed
f € LP(E), poniamo:

g* [ =g*(fXp).
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Con questa definizione, il Teorema 662 implica:

lg FIE, = / g% (FXp)Pdz <

/ g+ (f ) Pdo < ||gl121f Xe P g =
RN

g lIF A1,

Percio vale il Teorema 662 anche se f € LP(E).

6.6.2. Mollificatori. Sia Q@ C RY un aperto. Introduciamo le seguenti
notazioni:

C(Q)={f:Q2—R: f continua in Q};
CH(Q) = {f : Q= R: f k-volte differenziabile con continuita in Q};

(@) = ﬁ CH(©)

supp(f) 2{9569 f(@) #0}, se f € C(9);
Co(Q2) ={f € C(Q2) : f =0 fuori di qualche compatto K C Q};
Cg(Q) = C*(9) N Co();

C§e () = C™(Q) N Co(Q).

Infine, si dice che a & un multi-indice se a = (a1,...,ay) € Z con
a; >0, i=1,...,N;sipone allora |a| = a3 + -+ ay e, se f € C®(Q), si
puo definire una qualunque derivata parziale di ordine || di f come

0l f (x)

0%1gy - 0NN’

Df(x) = x €.
Un mollificatore ¢ una famiglia ad un parametro € > 0 di funzioni j; €
L'(RY) tali che:
J de()dy =1, sup [ |je(y)ldy < oo,
RN e>0 RN
(6.30)
lim [ 1je(y)|dy =0 per ogni § > 0.
0T RN\B(0,6)

Osservazione 6.6.4. Sia j € L'(R") con [px j(z)dx = 1; allora per & > 0
la famiglia di funzioni

je(x) = e Vj(a/e)
¢ un mollificatore. Infatti le proprieta (6230) si dimostrano applicando il
semplice cambio di variabile y = € x ed osservando che 'integrale nella terza
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proprieta diventa
7 (y)l dy
RN\ B(0,6/¢)
e tende a zero per € — 0T per il Teorema della Convergenza Dominata EZ73.

Teorema 6.6.5. Sia j € C(RY) e sia f € LP(RYN) per qualche p € [1,0].
Allora j x f € C®(RN) e risulta:

D(j* f) = (Dj) * f.
Dimostrazione. Questa asserzione segue dal Teorema EZ7TH scegliendo

F(z,y) =j(r —y)f(y).

Infatti, se dobbiamo calcolare la derivata di j x f rispetto a xj in un punto
ro € RV, bastera scegliere A = B(z¢,d) per qualche § > 0 per ottenere che

oF dj
= < )
‘axk (x,y)' < | f(y)| max D

a: Xre ()
R

per x € A, dove K &un compatto contenente l'insieme supp(j)+[—B(zo, 6)]."

La funzione a secondo membro ¢ sommabile, infatti

L1 i dy < ()7 51

quindi possiamo applicare il Teorema B778 ed ottenere il risultato voluto. La
formula per le derivate successive si ottiene quindi per induzione sul numero
di derivate parziali. O

Ciascun elemento di una famiglia di funzioni j. € C§°(RY) che soddi-
sfano le proprieta (6230) si dice un nucleo mollificatore.

Esempio 6.6.6. Un esempio di funzione in C§°(RY) ¢ dato da:
1
i(2) = ¢ exp { mg_l} se |z| <1,
0 se |z| > 1

Si pud chiaramente scegliere la costante ¢ in modo che [py j(z) dz = 1.

6.6.3. Approssimazione. Incominciamo con il seguente importante lem-
ma.

Lemma 6.6.7. Sia f € LP(RY), 1 < p < co. Allora

sup | Tnf — fllp, =0 se 6 —0T.
|h|<d

1Se I e .J sono sottoinsiemi di RN allora si definisce I + J = {i+j:i€l,je J}
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Dimostrazione. (i) Sia f € Co(RYN); allora f & uniformemente continua su
RY cioe, per ogni e > 0, esiste § > 0 tale che |f(y) — f(x)| < € per tutti gli
z,y € RN con |y — | < §. In particolare, si avra che

Tnf(z) = f(z)| = |f(z = h) = f(z)] <e
se |h| < & per ogni x € R, Cio significa che
sup || Taf — fllp < m(K)"Pe,
|h|<d

dove K ¢ un compatto che contiene supp(7xf) per ogni |h| < . Cio implica
la tesi quando f € Cp(RY).

(ii) Se f € LP(RY), per ogni & > 0 esiste g € Cp(RY) tale che || f — g, <
/3. Preso § > 0 tale che || Thg — g, < €/3 per |h| < 6, otteniamo che
[Tnf = fllp <[Taf = Tagllp + 1 Thg = gllp +llg = fllp < e
per ogni [h| <4, dato che || Tnf = Tagllp = [Ta(f = 9)llp = If —gllp- O

Teorema 6.6.8 (Approssimazione in norma). Sia E un sottoinsieme misu-
rabile di RN e supponiamo che le funzioni j. soddisfino le proprieta (630).

(i) Sia f € LP(E) per qualche p € [1,00). Allora j. x f — f in LP(E)
pere — 0.

(ii) Sia f uniformemente continua e limitata in E. Allora je x f — f
uniformemente in E.

Dimostrazione. Si osservi preliminarmente che possiamo sempre supporre
che E = RY estendendo f a tutto RY; infatti abbiamo che

/ ex f— I = / e x (FX5) — fXpPde < / ok (FXp) — fXp|Pda.
E E RN

(i) Poiché [pn je(y) dy =1, allora

jor Fx) - flz) = / Je W)@ — ) — f(@)] dy.

RN

Sostituendo f(x — y) — f(x) al posto di f(z — y) e j. al posto di g nella
(6229), otteniamo:

/ ok f — fPdn < (177" / |je<y>|(/ f(fv—y)—f(x)l”d:r>dy=
RN RN ]RN

3l [ i) s = £l
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Inoltre

a1 1Tt = 1l =
‘5 - pd .5 - pd —
L OIS = s [ )] 172~ fiy <

sup 70 = 117 [ Jicldy+20513 [ i)l
ly|<é RN RN\ B(0,6)
per ogni § > 0.
La conclusione allora segue dal Lemma BB e dalla seconda e terza
proprieta in (630).
(ii) Sia w(f,d) il modulo di continuita definito in (I4). In modo analogo
a prima abbiamo:

ok Fla |</|Js fa— )~ J@)] dy =
/\JE Nfa =)= f@ldy+ [ 1)l —y) = f@)dy <
B(0,5) RN\B(0,5)
wl£.0) [ ey 20l [ il dy
RN RN\B(0,0)
Si conclude con le stesse argomentazioni di prima. ([l

I Teoremi 663 e B8 implicano senz’altro il seguente risultato notevole.

Corollario 6.6.9 (Approssimazione con funzioni C*). Sia Q@ C RN un
insieme aperto. Allora l'insieme C*°(§2) é denso in LP(S2) nella topologia
della norma.

Dimostrazione. Scegliamo j-(y) = ¢ Vj(y/e) con j € C(RY) tale che
Jen i(y) dy = 1. Per il Teorema BT, ogni f € LP(Q) ¢ allora approssima-
bile in LP () con le funzioni j. x f, che sono di classe C*°(2) per il Teorema
66X . U

Esempio 6.6.10. Sia f = Xp; & chiaro che {z € R: f(z) #0} = Q = R,
mentre f = 0 quasi ovunque in R.

E evidente che la definizione di supporto che abbiamo dato per una
funzione continua non ¢ molto utile per la funzione Xg.

Sia allora f : RN — R una funzione misurabile e sia F la famiglia degli
aperti A C RY tali che f =0 q.0. in A. Definiamo il supporto essenziale di

f come l'insieme
supp(f ( U A)
AeF
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D’ora in poi supp(f) indichera il supporto essenziale di f che, se f & continua,
coincide con il supporto ordinario.

Si noti che supp(f) e ben definito; infatti, anche se la famiglia F non
fosse numerabile, esiste una base numerabile di aperti O,, tale che, se A € F,
allora A = UnEJA n, per qualche sottoinsieme J4 di N. Se f =0 q.0. in A,
allora f =0 q.o. in ogni O,, con n € J4 e quindi

Ja=U Uo=Uon

AeF AEF neJy neJ
dove J = {Jcr J4 € numerabile, essendo J4 € N per ogni A € F.

Proposizione 6.6.11. (i) Se fi = fo q.0. in RY allora supp(f1) =supp(fa).
(ii) Se f € LY(RN) e g € LP(RN), allora

supp(f * g) C supp(f) + supp(g).

Dimostrazione. (i) E chiaro che fi = 0 q.o. in A se e solo se fo = 0 q.o0. in
A e quindi supp(f1) = supp(f2).

(ii) Sia A il complementare di supp(f) + supp(g); A ¢ apertoe, sex € A,
risulta che I'insieme B = (z — supp(f)) Nsupp(g) € vuoto. Percio

/!f*g |dx</ /fx— )\dy) dx = 0.

Quindi supp(f x g) & contenuto nel complementare di A. O

Osservazione 6.6.12. Se f e g hanno supporto limitato, allora anche fxg
ha supporto limitato.

Teorema 6.6.13 (Approssimazione con funzioni C§°). Sia Q C RN aperto.
Allora lo spazio C§°(2) é denso in LP(2) per ogni 1 < p < oo.

In altre parole, fissata una funzione f € LP(S), per ogni e > 0 esiste
g € C§°(Q) tale che || f —gllp <e.

Dimostrazione. Sia j € C§°(RY) come nell’Esempio 6EG8. Fissato n € N,
sia jn(z) = nVj(nx); risulta che supp(j,) € B(0,1/n). Data f € LP(Q),
consideriamo f Xg,, dove Q, = {z € RV : dist(z,09) > 2 e 2| < n}; &
chiaro che supp(g,) C Q.

Posto fn, = jn * (f Xa,), abbiamo che f, € C*>(Q), per il Teorema
B62, ed inoltre supp(f,) € B(0,1/n) + Q, C £, per la Proposizione EG 1.
Dunque f,, € C§°(12) e si ha che

[ fn = fllpo < fa = f Xallpry <
[dn * (f Xa,) = dn* (f Xo)lpry + [ldn* (f Xo) — f Xalpry <
1(f Xa,) = f Xallpry + o * (f Xa) — f Xallprw-
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Il primo addendo converge a zero per il Teorema della Convergenza Domi-
nata BEZ3, mentre il secondo converge a zero per il Teorema BB, dato che
fXq € LP(RN). O

Con idee analoghe a quelle finora esposte in questo paragrafo, dimostria-
mo il seguente teorema di approssimazione uniforme.

Teorema 6.6.14. Sia f € CQ(RY). Allora esiste una successione di polino-
mi P, che convergono ad f uniformemente sul supporto di f.

Dimostrazione. A meno di traslazioni e dilatazioni, possiamo supporre che
il supporto S di f sia contenuto in Q(0,1/2), il cubo centrato nell’origine,
con semilato lungo 1/2 e con lati paralleli agli assi coordinati.

Per n € N definiamo:
1

N
pay) =, N [ —92)", an= / (1 —2)"dt.
i=1

-1

Le funzioni p,, se si estendono con zero fuori di @(0, 1), sono non negative,
di classe Cj' '(RY) ed, in Q(0,1), sono polinomi; la scelta di as, ci dice

inoltre che
/ oz —y)dy = / Pa(y)dy =1
Q(z,1) Q(0,1)

per ognin € Ne z € RV,

Definiamo ora i polinomi di Stieltjes relativi ad f come:
Pa@)= [ pale =) f)dys
Q(0,1)

risulta:

Pa@) = f@) = [ pale =)y~ [ pale = )f)dy
Q(0,1) Q(x,1)
Per ogni x € S, se scegliamo § > 0 tale che Q(z,0) C Q(0,1), possiamo
scrivere:

|Pa() — ()] < / po(@ — 9| F() — F(@)] dy+

Q(x.6)
/ pala =) f@) o]+ || Pl — ) f () dy
Q(0.1\Q(.6) Qz,))\Q(z.6)
e quindi
|P(z) — f(2)] < w(f,6VN)+
max | f| { pn(x—y)dy+/ pa(z —y)dy| .
R Q(0.1\Q(x,0) Qz,)\Q(x.6)
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I due integrali a secondo membro si maggiorano tenedo conto che z — y ¢
Q(0,0) dato che y ¢ Q(x,0) : esiste quindi i € {1,..., N} tale che |x; —y;| >
5/\/N e quindi

pn(z—y) <a, N1 —-82/N)" <2 N+ 1)V (1 - 82/N),

essendo .
o > 2/ (1= ) dt = 2/(n+1).
0
In conclusione:

[Pal@) = £(@)] < w(£,0VN) + 2max|f| (n+ DV (L= 8/N)", a € S;

questa disuguaglianza implica che P, converge ad f uniformemente in S. [J

Il teorema appena dimostrato € un caso particolare del pit generale
teorema di approssimazione di Weierstrass.

Teorema 6.6.15 (Weierstrass). Sia E un sottoinsieme limitato di RN e sia
f 1 E — R una funzione uniformemente continua su FE.

FEsiste allora una successione di polinomi Py, che converge uniformemen-
te ad f su E.

Dimostrazione. La dimostrazione segue le linee di quella del teorema pre-
cedente osservando che, per il Teorema di estensione A, si puo supporre
che f sia uniformemente continua su tutto RY. (|

Corollario 6.6.16. Sia K un sottoinsieme compatto di RN. Lo spazio di
Banach C(K) delle funzioni continue su K con la norma del massimo é
separabile.

Dimostrazione. La famiglia dei polinomi nelle variabili x1,...,zyx con coef-
ficienti razionali & una famiglia numerabile e, per il Teorema GBG 13, & denso
in C(K). O

6.7. Compattezza in L*(X)

6.7.1. Il teorema di Banach-Alaoglu. Premettiamo un esempio istrut-
tivo.

Esempio 6.7.1. I sottoinsiemi limitati di LP(E) possono non essere rela-
tivamente compatti nella topologia indotta dalla norma. Per esempio, la
Proposizione 534 implica che lo spazio di Hilbert L2[0, 27| dovrebbe avere
dimensione finita se ogni suo sottoinsieme limitato contenesse una sottosuc-
cessione convergente. D’altra parte, esso non ha dimensione finita, perché
contiene il sistema ortonormale formato dalle funzioni

fol) = sin(nz)

NG

, ¢ €[0,27], n € N.
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In analogia con il Teorema B34, il seguente teorema ci assicura pero che
gli insiemi limitati sono compatti nella topologia della convergenza debole.

Teorema 6.7.2 (Banach-Alaoglu). Sia E un sottoinsieme misurabile di R™
esial < p < oo. Siano f, € LP(E),n € N, e sia ¢ una costante non negativa
tale che

I fallp < ¢ per ogni n € N.

Allora esiste una sottosuccessione di {fn}nen che converge debolmente
in LP(E) ad una funzione f € LP(E).

Dimostrazione. La dimostrazione ripercorre quella del Teorema b=3H. Per il
Teorema 6240, ad ogni elemento L del duale LP(E)" di LP(FE) corrispon-
de univocamente una funzione g € L¥ (E); inoltre L (E) & uno spazio
separabile, ciot esiste una famiglia {@ }xey numerabile densa in L? (E).

Consideriamo allora la successione di numeri | g fn @1 dz; essa ¢ limitata,

perché
‘/ fn o1 dx
E

per ogni n € N, e quindi contiene una sottosuccessione convergente, per
il Teorema di Bolzano-Weierstrass. Esiste percid una successione {f!},en
estratta da {fn}nen tale che [}, fi ¢1 dx converge ad un numero reale.

< fnllplloallyr < ¢ lloallp

Ripetendo questo argomento sulla successione di numeri | B L ¢y dx,
possiamo dimostrare che esiste una sottosuccessione {f2},en C {fl} nen
tale che [ B f? ¢2 dx converge ad un numero reale.

Iterando il ragionamento, possiamo affermare che, fissato k € N, esiste

. k—1
una sottosuccessione {f¥}tnew C {1 Vhnen € -+ € {fihnen C {futnen
tale che [, B [k ¢r dx converge ad un numero reale. E chiaro che {f}}nen C
{f*}en se j > k, e quindi la successione di funzioni { 7 },,n ha la proprieta
che la successione numerica f g [ ¢r dx converge per ogni intero k e dunque
& una successione di Cauchy per ogni k.

Definiamo allora il funzionale L : L? (E) — R con la formula:

n—o0

Llg) = Y [ £ g du, g I(B).
E

Il funzionale L & ben definito dato che la successione [ f7 g dz & di Cauchy.
E
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Infatti per ogni k € N si ha:

‘/fngdx—/fmgd$‘<‘/fngdx—/f ¢kd$‘+
‘/fn ¢k;dx—/fm ¢kd$‘+‘/fm ¢kd$—/fmgdm‘<

MMMMWW/mmm:/mwmﬂﬂmmmmm
E E

e quindi

’/fﬁgda:—/fn"fgdxlgzc\g—¢k\pf+)/fﬁ¢kd:c—/f;g¢k dm‘,
E E Vo o

Ora, per ogni ¢ > 0 esiste & € N tale che ||g — ¢rll,y < €/4c; in cor-
rispondenza di questo k esiste v tale che ‘f I o do— [ fI o dx' <e/2
E E
per n,m > v. Percio , se n,m > v otteniamo che

/fﬁgdfc—/fn"fgdx <2 =4S¢
4c 3
E E

E chiaro che L ¢ lineare; inoltre L e limitato dalla costante ¢, dato che

/ﬁgwscmw
E

per ogni n € N.
Quindi L Ele/(E)’; esiste percio f € LP(E) tale che L(g) = [, f g dx
per ogni g € LP (E).

In conclusione, per ogni g € L¥ (E), si ha che

i [ 17 gde = [ fod.
E FE

se n — 00, cioe f, — f in LP(E). O

Esempio 6.7.3. In sostanza, oltre alla separabilita di L' (E), abbiamo usa-
to il fatto che, per p € (1,00), il duale di 4 (E) & LP(F). Questo teorema
non & vero negli spazi L'(E) ed L>(E).

Si consideri, per esempio, la successione di funzioni f,, : R — R definite
da fn = n Xg1/n)- Risulta che [[fu]|1 = 1 per ogni n € N. Se una qualche
sottosuccessione di {f,, }nen, indichiamola ancora con {f,},en, convergesse
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debolmente ad una f € L'(R), allora f sarebbe nulla quasi ovunque. Sia
infatti [a,b] un intervallo limitato e sia g = sgn(f) Xize[a,p]:f(z)20}; risulta
che g € L*®(R) e quindi

b +oo
/am dwznlggo/fngdx-

Se 0 ¢ [a, b], ne segue che fab |f| dz = 0; quindi f = 0 q.o. in ogni intervallo
[a, b] che non contiene 0 e dunque f =0 q.o. in R.

D’altra parte, la funzione costante g = 1 & un elemento di L*°(R); dato
che f, — 0 si avrebbe allora che [, 1- f, dz — 0, mentre [p1-f, de =1
per ogni n € N.

6.7.2. Il teorema di Ascoli-Arzela. Sia (X,d) uno spazio metrico com-
pleto. Ricordiamo che l'insieme C'(X) delle funzioni f : X — R continue
(e limitate se X non fosse compatto) in X & uno spazio di Banach con la
norma definita da

[flloc = sup [f].
X
In particolare, ogni successione uniformemente di Cauchy in X converge
uniformemente in X ad una funzione f € C(X).
Sia (X,d) uno spazio metrico completo; si dice che una successione di
funzioni continue f,, ¢ equilimitata in X se esiste una costante ¢ > 0 tale che

|fn(x)| < ¢ perogni x € X edneN.

Si dice che essa ¢ equicontinua in X se per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che,
per ogni z,y € X tale che d(x,y) < 4, risulta:

|fn(x) — fu(y)| < e per ogni n € N.
Se w(f,0) indica il modulo di continuita di f definito da (I4) con E = X,

allora {f,}nen € equicontinua in X se e solo se

sup{w(fn,6) :n € N} =0 per § —0T.

Teorema 6.7.4 (Ascoli-Arzeld). Sia (X,d) uno spazio metrico comple-
to e separabile e sia {fn}nen una successione di funzioni continue in X
equilimitata ed equicontinua in X.

Allora {fn}nen contiene una sottosuccessione che converge uniforme-
mente in ogni insieme compatto K C X.

Dimostrazione. Poiché X & separabile, esiste una successione {x}reny € X
che € densa in X.
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La successione dei numeri f,,(z1) ¢ evidentemente limitata. Per il Teore-
ma di Bolzano-Weierstrass, esiste una sottosuccessione {f}}nen C {fn tnen
tale che f}(x1) converge per n — co ad un numero reale.

Anche la successione dei numeri f}(x5) ¢ limitata; possiamo quindi
estrarre una sottosuccessione {f2},en C {f} }nen tale che f2(z3) converge
per n — oo ad un numero reale. Iterando il ragionamento, possiamo afferma-
re che, fissato k € N, esiste una sottosuccessione {f*},cn C {fﬁk‘l)}neN C

o C{f Y nen C {falnen tale che f%(x) converge ad un numero reale.

Osserviamo che, se j > k, risulta {fﬁ}neN C {f*}nen e quindi, per ogni
k € N fissato, la successione di funzioni {f}' },en ¢ tale che f(xy) converge
ad un numero reale e percio ¢ una successione di Cauchy.

Fissiamo ora & > 0; poiché {f,}nen € equicontinua in X, esiste § > 0
tale che, per ogni z,y € X tale che d(z,y) < ¢, risulta:

|fn(2) — fu(y)| < % per ogni n € N.

Sia ora K C X un insieme compatto. Poiché gli x, sono densi in X, K si
puo ricoprire con palline di raggio d centrate negli x. Poiché K & compatto,
possiamo dire che esistono xg,, ..., x, tali che

S
K c | B(ax,.9).
r=1
Quindi, per ogni z € K esiste r € {1,...,s} tale che d(x,z,) <.

Ogni successione { f7'(xf,.) }nen € di Cauchy, cio¢ esiste v, tale che
€ .
|[fo(xk,) — fo(zg,)| < 3 perogni n,m > v,

Prendiamo v = max(vy,...,vs); allora, per ogni € K, se n,m > v, preso
xr, tale che d(x,xy,) < 9, risulta che

(@) = (@) <

[fn () = fol (@, )]+ L () = o (e )+ L (2w, ) — i ()] <
€ e € €
\fn (@) = o (e, )| + 2 + 10 (@) — f (@) <5+ 5+ 5 =¢
3 3 3 3
dove nella seconda disuguaglianza si e usato il fatto che le f' formano una
successione di Cauchy in xj,, mentre la terza disuguaglianza segue dalla
equicontinuita delle f' e f].
In definitiva, abbiamo dimostrato che {f}},en € di Cauchy uniforme-
mente in K e quindi essa converge uniformemente in K ad una funzione
continua in K. O
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6.7.3. Il teorema di Riesz-Fréchet-Kolmogorov. Il seguente teorema
caratterizza i sottoinsiemi relativamente compatti nella topologia (forte)
generata dalla norma LP(F).

Teorema 6.7.5 (Riesz-Fréchet-Kolmogorov). Sia 1 < p < oo e sia {fn}nen
una successione di funzioni in LP(RY) tale che

(1) esiste una costante ¢ > 0 tale che || fnl|lp, < ¢ per ogni n € N;

(71) sup{||Th.fn — fullp : n € N} = 0 se |h| — 0.

Allora { fu}nen contiene una sottosuccessione che converge in LP(E) per
ogni sottoinsieme misurabile E C RN con m(FE) < oo.

Dimostrazione. Useremo qui di seguito il modulo di p-continuita relativo
alla successione {f,, }nen :

wp(8) = sup{||Twfu = fullp - |h] < 6,n € N}.

(1) Sia j € C5°(RY) tale che j > 0, supp(j) C B(0,1) e [pn j(z) dz =1
(si veda la dimostrazione del Teorema EG13). Allora ji(z) = kVj(kz) ha
supporto contenuto in B(0,1/k).

La disuguaglianza di Hélder implica che
p
i fule) = Fua)? < ([ R 0 P 9) = o] ) <
[ ) 1nle =) = £u(e)l” dy,

dato che [pn ji(z) doz = 1. Per il Teorema di Fubini EX3, si ha:
H]k*fn_fnug < / ]k(y> (/ ’fn(x_y>_fn($)’p dl‘) dy:
RN RN

l/(mn@wﬁh—h%@S%ﬂMﬂ

e quindi
7k * fr = fullp < wp(1/k).

(2) Per la disuguaglianza di Hélder, otteniamo che

|.7k *fn(x)’ < /]k(y)fn(x - y)’ dy < H]k”p’anHpv
RN
e quindi
17k * falloo < € Ikl

per U'ipotesi (i). Dunque la successione di funzioni {jx* fy, }nen € equilimitata
in RV,
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Inoltre

IV Gk * fr)llso = (Vi) * falloo < IVikllpllfally < ¢ [[Viklly;
per ogni z,y € RY con |z — y| < §, 'ultima disuguaglianza ed il Teorema di
Lagrange implicano che
i () = i )] < (Vi x So) O+ (1= 0))llz = o] < ¢ [Vl &
e quindi
sUp{Woo (Jk * fn,0) :n € N} < ¢ ||Vl 6,
ossia la successione di funzioni {j * f, }nen € equicontinua in RV,

(3) Sia £ € RY un insieme misurabile e di misura finita e sia K un compatto
contenuto in E. Per quanto dimostrato ai punti (1) e (2), risulta allora che

”anp,E\K < = drx anp,RN + {7k * fn ‘p,E\K <
wp(L/k) + i % falloo m(E\ )P <
wp(1/k) + ¢ |Gkl m(E\ K)YP.
(4) Fissiamo ¢ > 0; per l'ipotesi (ii) possiamo scegliere un intero k tale che
wp(1/k) < &; inoltre esiste K compatto tale che m(E \ K)Y/P < e.

Per quanto dimostrato nel punto (2), la successione {ji* fy, }nen soddisfa
su K le ipotesi del Teorema di Ascoli-Arzela B274. Esiste percio una sotto-
successione, che continueremo ad indicare con gli stessi indici, che converge
uniformemente su K e quindi in norma LP(K). Esiste quindi v tale che

||]k * fn— Jk *meP’K <e

per ogni n,m > v.

(5) Pertanto, se n,m > v, applicando i punti (1)-(4) quando necessario, si
ottiene la seguente catena di disuguaglianze:

||fn - mepyE <
1= Gt % Fallpmn + 3k % fo = Gk % Fnllp. + 1L fin = Gt % Frnllpy <
2 wp(L/k) + gk * fr = Jk* fmllp.xc + Ik * fr = Jk* frnllp,pn g <
2e + e+ [[fo — fllp,pni < 3+ | fullp,eri + | fm
3 + 2 wy(1/k) + 2¢ ||jully m(E\ K)YP <
3e +2e + 2¢ ||jlly € = (54 2¢ ||jilly) €.

p,E\K <

Concludendo, {f,}nen € una successione di Cauchy in LP(E) e dunque
converge nella norma di LP(E). O

Osservazione 6.7.6. Nelle ipotesi del Teorema B3, se m(E) = oo, non ¢
detto che {f,}nen contenga una successione convergente in LP(E).
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Corollario 6.7.7. Se { f, }nen soddisfa le ipotesi del Teorema [6-7-] e se, per
ogni € > 0, esiste E C RN limitato, misurabile e tale che [ frllprie < €

per ogni n € N, allora { f,}nen contiene una sottosuccessione che converge
in LP(RN).

Dimostrazione. Basta riadattare il punto (4) della dimostrazione del Teore-
ma B3 |

6.8. Confronti tra convergenze

E istruttivo confrontare i vari tipi di convergenze fin qui definite. Per
completare il quadro introduciamo un ulteriore tipo di convergenza.

6.8.1. Convergenza in misura. Sia {f,} una successione di funzioni mi-
surabili in un insieme misurabile E C RY e quasi ovunque finite. Si dice che
fn converge in misura ad f se, posto

Espn={x€E : |folzx)— f(z)| >0}, 6 >0, neN,

risulta che
lim m(Es,) =0

n—oo

per ogni 6 > 0.

Teorema 6.8.1. Se una successione di funzioni misurabili f, converge in
misura ad f in E, allora esiste una sua sottosuccessione che converge quasi
ovunque ad f in E.

Dimostrazione. Se f, converge in misura ad f, significa che per ogni e,d > 0
esiste v tale che
m(E(;,n) <e€

per ogni n > v. Prendiamo € = § = 27% con k € N. Per ogni k esiste allora
un v, tale che v, > v e

m(EQ—k’Vk) < 27]6.

[e.@]
Se poniamo F, = |J Fy-,, ese x ¢ F, allora |f(z) — fo, (x)| < 27% per
k=m
ogni k > m e quindi f,, (z) converge a f(z).
o
Sia F' = () Fm. Se x ¢ F, allora esiste m tale che z ¢ F,, e quindi
1

fo () — f(x).:Osserviamo ora che
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Osservazione 6.8.2. Utilizzando questa proposizione, in modo completa-
mente analogo a quello usato per la convergenza in LP, possiamo dimostrare
che se una successione e di Cauchy in misura allora converge in misura.

Osservazione 6.8.3. Il Lemma di Fatou, il Teorema di Beppo Levi e quel-
lo della Convergenza Dominata rimangono validi se la convergenze quasi
ovunque ¢ rimpiazzata dalla convergenza in misura.

Questo risultato segue dall’osservazione che, data una successione di nu-

meri reali a,, allora lim a, = a se e solo se ogni sottosuccessione di {ay, }nen
n—o0

ha a sua volta una sottosuccessione che converge ad a. Infatti, se a,, conver-
ge ad a, ogni sua sottosuccessione converge ad a. Viceversa, le sottosucces-
sioni che convergono al limite inferiore e superiore hanno sottosuccessioni
convergenti ad a, quindi limite inferiore e limite superiore coincidono con a.

Qui di seguito, come esempio, diamo la dimostrazione del Teorema della
Convergenza Dominata.

Proposizione 6.8.4 (Teorema della converganza dominata). Sia f, una
successione che converge in misura ad f in E e supponiamo |f,| < g in E
con g sommabile in E. Allora

lim [ f,dx = /fdx.
n—oo

E E

Dimostrazione. Siano a, = [ fpdz ed a = [ fdz. Sia a,, una qualunque
E E
sottosuccessione; questa corrisponde ad una sottosuccessione f,, che con-

verge ancora in misura ad f ed & ancora dominata da g. Per il Teorema
BT, esiste una sottosuccessione estratta da f,, , che indichiamo ancora con
fn,, che converge quasi ovunque ad f. Per il Teorema della Convergenza
Dominata BZ73, allora a,, — a. Percio ogni sottosuccessione di a,, contiene
una sottosuccessione che converge ad a, quindi a,, — a, cioe la tesi. O

6.8.2. Quattro tipi di convergenza. Riassumendo quindi, per una suc-
cessione di funzioni misurabili, conosciamo quattro modi di convergere diver-
si: quasi ovunque, in misura, in norma L” e debolmente in L?; concludiamo
questo paragrafo mettendoli a confronto.

Sappiamo gia che, se una successione converge in norma LP, allora essa
converge debolmente in LP.

Proposizione 6.8.5. Sia E un insieme di misura finita. Allora, ogni
successione di funzioni misurabili in E che converge quasi ovunque in E,
converge anche in misura allo stesso limite.
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Dimostrazione. Si pud sempre supporre che E = {z € E : f,(z) — f(x)}.
Quindi, poiché f, converge ad f in F, risulta che

E =liminf(E \ Es,)
n—oo
per ogni 6 > 0.
Percio, per '’Esercizio 8 del Capitolo 2, si ha:

m(E) < hnnig.}fm(E \ Espn) = m(E) — limsupm(Esy,).

n—oo
Dato che m(FE) < oo, si conclude che
lim sup m(Es,) <0
n—oo
per ogni § > 0. O

Proposizione 6.8.6. Se una successione converge in LP(E), allora converge
anche in misura in E allo stesso limite.

Dimostrazione. Fissato § > 0, risulta per ogni n € N :

/ |fn — fIP dz > / \fn — fIP dz > 0P m(E;s,),
E Es,

n

e quindi m(Es,) — 0 se n — oo.

Proposizione 6.8.7. Se f, converge debolmente ad f in LP(E) con 1 <
p < 00, allora
liminf f,(z) < f(z) < limsup fn(z)

n—oo n—oo
per quast ogni x € E.
In particolare, se f, converge anche q.o. ad una funzione g in E, si ha
che g=f q.o. in E.

Dimostrazione. Possiamo sempre supporre che f =0 q.o0. in E.

Per ogni F C F con m(F) < oo, dato che Xp € LV (E) e f, — f in
LP(E), si ha che

(6.31) nl;rl;o fndx = /fdac.
F F
Siano ora
L'(z) = linrr_1>i£f fo(x) ed F'={xeF:L'(z)>0};

posto E,, = {c € F: f,(z) > 0}, il Lemma di Fatou implica che

0< /L'(x) dzx = /lirginf(anEn)d$ < lirginf/fn(x) dxr =0,
F' F’ F!
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dato che F’ ¢ misurabile e di misura finita. Percio L' < 0 quasi ovunque in
ogni F' C E di misura finita e quindi in tutto FE.

Infine, se f,, — 0 anche —f,, — 0 e quindi

limsup f,(2) = — liminf[f, ()] > 0 = f(z)

n—o0

per quasi ogni z € E. ([l

Proposizione 6.8.8. Sia f, una successione di funzioni misurabili in E che
convergono debolmente in LP(E) ad f e in misura a g in E. Allora f = g
quasi ovunque in E.

Dimostrazione. Esiste una sottosuccessione di f, che converge quasi ovunque
a ¢ in E e che ancora converge debolmente in LP(FE) ad f. Dalla proposizione
precedente segue che f = g quasi ovunque in F. (I

Esempio 6.8.9. (1) Esistono successioni di funzioni che convergono in
misura ma non convergono quasi ovunque.

Per esempio, definiamo

fk,n :X[@7E], perneN, k=1,2,...,n.

La successione f1 1, f2,1, f2,2, f3.1, f3,2, f3,3,... converge in misura a zero in
[0, 1], dato che
0, se 0>1,
€|0,1]: >0} = 1
m{l‘ [ ] |fl€,n(x)| — } -, se 0<5< 1’
n

ma non converge in nessun punto di [0,1] : per ogni x € [0,1] possiamo
trovare due sottosuccessioni che convergono a limiti diversi.

(2) Esistono successioni di funzioni che convergono debolmente in L ma
non convergono in misura.

Sia per esempio fy,(z) = sin(nz)/y/m, x € [0,27]. Abbiamo gia osservato
che le f,, formano un sistema ortonormale in L2[0, 27]. Per la disuguaglianza
di Bessel allora

> 9(n)* <|gll3 per ogni g € L*[0,2n].
neN
Cio significa che per ogni g € L?[0, 27]

27
fu(@) g(x) dz = G(n) =0 per 1 — oo,
0

cioe f,, converge debolmente a 0.
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D’altra parte, se f,, convergesse in misura, allora convergerebbe a zero
per la Proposizione EX3R, ma
4
m({z € [0,2] : |fa(2)| 2 1/2}) = —
Nnon Cconverge a zero.

Si osservi infine che tale successione non pud convergere quasi ovunque,
dato che non converge in misura.

M

QO

DLP

Figura 4. Confronto tra convergenze.

(3) Esistono successioni di funzioni che convergono in misura ma non
debolmente in LP.

Infatti la successione fn(z) = nd, 1 j(x) converge in misura in [0, 1]. Se
essa convergesse debolmente allora convergerebbe a zero per la Proposizione
BERR, ma, dato che 1 € LP[0,1] e fol fn+1 dx = 1, essa non converge
debolmente a zero in LP[0, 1].

(4) Esistono successioni di funzioni che convergono q.o. ma non debol-
mente in LP.

Infatti la successione dell’esempio precedente fornisce un controesempio.

(5) Esistono successioni di funzioni che convergono in LP ma non con-
vergono quasi ovunque.

Infatti la successione dell’esempio (1) fornisce un controesempio.

Le implicazioni fra i vari tipi di convergenza (nel caso in cui la misura
di E sia finita) si possono schematizzare nel diagramma in Figura 7.
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Esercizi

Nei seguenti esercizi, F indica un qualsiasi sottoinsieme misurabile di R¥.

1.
2.

Dimostrare che ogni sottoinsieme compatto di RV & separabile.
Siano p, ¢, r tre numeri maggiori o uguali ad 1 tali che
1 1 1
= -+

rop g
Dimostrare che se f € LP(E) e g € LY(FE) allora fg € L"(E) e
1Fgll- < £ lpllglly:

Sia p € [1,00). Dimostrare che se g ¢ misurabile e tale che fg € LP(E)
per ogni f € LP(E) allora g € L*™(FE).

. Sia g : E — R una funzione misurabile. Dimostrare che 'insieme Ey =

{z € E: g(x) > esssup g} ha misura nulla e che
E

esssup g = sup g.
E E\Eo

5. Dimostrare che || f + glloo < || flloc + [|9]loo-
6. Lo spazio LP(E) si puo ugualmente definire anche per p € (0,1).

(i) Dimostrare che LP(E) ¢ uno spazio vettoriale;
(ii) dimostrare che LP(E) ¢ uno spazio metrico con distanza definita da

dp(f,9) = [ |f — g[Pd.
/

7. Dimostrare che L'(E) e L*(E) non sono uniformemente convessi.

8. Sia t la successione a termini reali {¢1,%2,...,%.,...} e si ponga

10.

o) 1/p
12|, = (Z !M”) :
r=1

Si indica con I, lo spazio delle successioni ¢ con ||t||;, < co. Provare che

lp € uno spazio lineare, normato con la norma || - [[;,. Provare che [, ¢

completo e separabile.

Calcolare la convoluzione di f = X|_, 4 con sé stessa. Calcolare anche la
1

T 1422

Siano f € LP(RN) e g € L¥ (RN) con p > 1 e 1/p+1/p’ = 1. Dimostrare

che la convoluzione f % g & una funzione continua in RY che tende a zero

se |x| — oo.

convoluzione di f con la funzione g(z) =
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11.

12.

13.

Sia g € LYRY) e sia {fn}nen soddisfacente all'ipotesi (i) del Teore-
ma B73. Dimostrare che esiste una sottosuccessione di {g * fy, }nen che
converge in LP(E) per ogni sottoinsieme misurabile di R"V di misura finita.

Siano 1 < p < oo, f € LP((0,00)) e

/ f)ydet, 0<z<oc.
(i) Dimostrare la disuguaglianza di Hardy
p
[1Flp < El!pr"z

(ii) Provare che vale il segno di uguaglianza solo se f =0 q.o.

(iii) Provare che la costante z% non puo essere sostituita da una pil
piccola.

(iv) Se f >0e f € L'((0,+00)), mostrare che F ¢ L*((0,+00)).
Sia E misurabile con m(E) = 1. Sappiamo che | f| gy < [ fllzs(p) se
O<r<s<oo.

(i) Sotto quali condizioni si ha || f||zrgy = || f]|zs(p) con 0 <7 < s < 007?
(ii) Supponendo ||f||zr(g) < oo per qualche r > 0, provare che

i sy = e { [ 1ogrl e}
p—0 E

2Suggem'mento: dimostrare prima il risultato, per f non negativa, continua ed a supporto

compatto, integrando per parti.

3Si conviene che e~ = 0.



Capitolo 7

Funzioni di una
variabile complessa

7.1. Richiami di algebra, topologia ed integrazione su curve

In questa sezione, riassumiamo le nozioni di base sui numeri complessi e
sulla topologia del piano complesso.

7.1.1. Numeri complessi e loro proprieta salienti. Il campo C dei
numeri complessi ¢ 'insieme deile coppie ordinate z = (z,y) di nuneri reali
dotato delle operazioni di somma e di prodotto definite rispettivamente da:

(w1,y1) + (T2, 92) = (21 + T2, Y1 + ¥2);
(x1,91) - (x2,y2) = (T122 — Y1Y2, T1Y2 + T2Y1).

Il numero i = (0,1) per esempio & tale che i = i-i = (—1,0); si dice che
i & Vunita immaginaria di C. Mediante ¢ un numero complesso z = (z,y)
si puo indicare nella forma piu conveniente z = x + 4y. I numeri reali z e
y si dicono rispettivamente le parte reale e la parte immaginaria di z e si
indicano con Re(z) e Im(z).

Ad ogni numero complesso z = x + iy € associato il suo coniugato z =
x — 1y, che & anch’esso un numero complesso; risulta allora che

Re(z) = Z—;Z e Im(z) = 22_2.2;

¢ chiaro dalla seconda formula che Z = 2z se e solo se 2 € R. E facile verificare
che

21t z=2z1+2 € ZiZ3=72122.

143
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Il modulo di un numero complesso z € il numero non-negativo |z| =
Va2 + y? = V2 z; risulta quindi chiaro che, se z # 0, il reciproco ('inverso

rispetto al prodotto) di z, 1/z, & anch’esso un numero complesso dato che

z

Il modulo ha le seguenti proprieta:
2| >0 e |z|=0 seesolose z=0;
|21 22| = |21 |22
[Re(2)] <[z, [Im(z)] <[z,

|21 4+ 22 < |z1] +]22] e |21 — 22| <

|21] — |22]|-

E chiaro che le prime due formule e 'ultima implicano che il modulo definisce
una norma su C e quindi una distanza.

N

E spesso utile rappresentare un numero complesso in forma trigonome-
trica:
z = |z| (cos @ + isinf);
per z # 0, angolo 6 & determinato a meno di multipli interi di 27 ed ogni
suo valore si dice argomento di z e si scrive = arg z. E facile dimostrare la
seguente utile formula:

2122 = |21] |22|[cos(01 + b2) + isin(61 + 62)].

Da questa segue che arg(1/z) = — arg z e quindi ’angolo orientato fra i due
vettori corrispondenti a due numeri complessi non nulli z; e 29 non ¢ altro
che

z
(7.1) argz; — arg zo = arg A arg 21zs.
zZ2

E molto utile usare la seguente formula che si puo dimostrare scrivendo
le serie di Taylor delle funzioni in gioco:
e = cosf +isinf.
7.1.2. Topologia di C e sfera di Riemann. Come si ¢ accennato, la
coppia (C, |-|) definisce uno spazio metrico, che facilmente risulta completo.
Si possono quindi definire in C i concetti usuali di convergenza di succes-
sioni e di serie di numeri complessi e, di conseguenza, di continuita di una
funzione, con le sole puntualizzazioni seguenti:

(i) data una successione di numeri complessi z,, si scrive che

lim z, = oo,
n—oo

se per ogni M esiste v tale che |z| > M per ogni n > v;
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(ii) se f : A — C ¢ una funzione definita su un sottoinsieme illimitato A
di C, si scrive che

lim f(z) = oo,

Z—r00
se per ogni M esiste N tale che |z| > M per ogni z € A tale che
|z| > N.

Per dare un senso piu preciso alla nozione di punto all’infinito per C
accennata alla fine del paragrafo precedente, ¢ utile introdurre la cosid-
detta sfera di Riemann, che consiste nell’insieme C=Cu {o0} dotato di
un’opportuna topologia.

Sia S? = {(x,y,t) € R? : 22 + y> + ¢ = 1} la sfere unitaria in R?
ed indichiamo con N' = (0,0,1) il suo polo nord. Definiamo la proiezione
stereografica I1 : S — C nel modo seguente:

T+ 1y
1-—t

I(z,y,t) = se (x,y,t) € S2\{N}, II(N) = oo;

II & un’applicazione biunivoca con inversa ¥ : C — S? data da

2Re(2),2Im(z),|2]?> — 1
5(e) - QRaeL2 G -

se ze€C, X(c0)=WN.

Mediante le applicazioni II e 3 possiamo definire una topologia in C: gli
intorni in C sono generati dalle i immagini mediante IT di intorni in S?. Per
esempio, tipici intorni di co in C sono gli insiemi {z € C : |z > r[}, con
r > 0.

Con questa topologia, la sfera di Riemann C risulta omeomorfa ad S2
(tramite gli omeomorfismi Il e ¥) ed & quindi uno spazio topologico connesso
e compatto.

Infine, sostituendo al valore assoluto di un un numero reale il modulo
di un numero complesso, si possono definire in modo analogo al caso reale
i concetti usuali (ed i relativi criteri e teoremi) di convergenza puntuale ed
uniforme di successioni di funzioni e di convergenza assoluta (in modulo),
uniforme e totale di serie di funzioni a valori complessi.

Sara inoltre utile in seguito la definizione: sia A C C un aperto e siano
frifn i A — C,n € N, funzioni a valori complessi; si dice che f, converge
uniformemente ad f sui compatti di A se, per ogni compatto K C A, f,
converge uniformemente ad f su K.

Si noti che la successione f,,(z) = 2" converge uniformemente alla fun-
zione nulla sui compatti del disco D = {z € C : |z| < 1}, ma non converge
uniformememente su D.

I concetti di raggio ed intervallo di convergenza noti per serie di potenze
a coefficienti reali, si estendono senza difficolta ai concetti di raggio e disco di
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convergenza per serie a coeflicienti complessi. E inoltre facile dimostrare che
ogni serie di potenze converge uniformemente sui compatti del suo disco di
convergenza insieme a tutte le serie ottenute derivandola termine a termine
una o piu volte.

7.1.3. Integrali curvilinei. Un’applicazione continua + : [a, b] — C si dice
una curva C! a tratti se ¢’¢ una partizione a =tg < t; < --- < tp_1 <tp =b
di [a,b] tale che v & di classe C! su ogni intervallo aperto (tj_1,t;) con
derivata che si estende con continuita a tutto [tj_1,¢;]. La curva si dira
semplice se 7y & iniettiva e chiusa se y(a) = v(b). Infine ~ si dird regolare a
tratti se & C' a tratti e 7/(t) # 0 per ogni ¢ per cui essa & derivabile.

Sia A C C un aperto contenente il sostegno 7([a,b]) di una curva C!
a tratti . Ricordiamo che si possono definire su v due tipi di integrale:
lintegrale di prima specie di una funzione continua f: A — R,

b
(7.2) / f(2) ds = / FO/ ) () dt;

lintegrale di seconda specie di una forma differenziale Xdx + Ydy a coeffi-
cienti X,Y continui in A,

b
(7.3) /+ (Xde + Ydy) = / (X (1), (1)) o/ (1) + Y (alt), B(1)) B(1) a2,

dove si intende y(t) = («(t), 5(t)). Se f =1, la (2) definisce la lunghezza
di 7, che indicheremo con L(vy). Se impieghiamo in () e (3) un’altra
parametrizzazione [a*,b*] 3 7 — v*(7) dove T = 7(t) e 7/(t) > 0 per ogni
t, i numeri definiti in (C2) e (23) non cambiano. Se invece usiamo una
parametrizzazione di 7y che inverte 'orientazione di v, ¥ allora il valore (Z-2)
continua a non cambiare, mentre quello di (Z3) cambia segno. Nel seguito,
quando non ci saranno ambiguita, rinunceremo al segno + di fronte alla
curva vy nell’integrale di seconda specie.

Ricordiamo che una forma differenziale Xdx + Y dy con coefficienti reali
di classe C! in un aperto A di dice chiusa in A se X,, =Y, in 4; una forma
(con coefficienti continui) si dice esatta in A se esiste una U € C1(A) tale
che Uy, = X e Uy =Y in A; si dice che U ¢ una primitiva della forma in A.

Per il teorema di Schwarz sulle derivate seconde miste di una funzione,
ogni forma esatta (con coefficienti di classe C'') & chiusa. Il viceversa non &
sempre vero; la forma differenziale

-y

o dx +

—d
x2+y2 4

1per esempio [a,b] >t — y(a+b—1).
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& chiusa in R? \ {0}, ma non ¢ esatta in R? \ {0}. E noto perd dal corso di
Analisi Matematica II che ogni forma differenziale chiusa e localmente esat-
ta, cioe in qualche intorno (per esempio stellato o semplicemente connesso)
di ogni punto la forma ammette una primitiva.

La seguente formula di Gauss-Green, che viene di solito dimostrata nel
corso di Analisi Matematica II, ¢ d’'importanza fondamentale.

Teorema 7.1.1 (di Gauss-Green). Sia A C C un aperto limitato la cui
frontiera OA sia l'unione disgiunta di un numero finito di curve semplici
chiuse disgiunte e regolari a tratti.

Sia Xdr +Ydy una forma differenziale di classe C! su un aperto con-
tenente A.

Allora

/ (Xdx +Ydy) = / (Y, — Xy) dxdy,
+0A A

dove lorientazione di +0A & quella che si ottiene percorrendo la curva
lasciandosi a sinistra ’aperto A.

Sia ora f = w + ¢v una funzione continua in un aperto A a valori in C;
la formula (72) si estende allora in modo ovvio (per linearita) a questa f.

Osservaimo ora che formalmente abbiamo che
fdz = (u+iv)(dx + idy) = (udx — vdy) + i(vdx + udy);

I’espressione fdz risulta quindi una forma differenziale a valori complessi.
La formula (Z33) ci permette allora di definire [’integrale di f lungo la curva
~v come

b
(7.4) / f(2) dz = / FOH(1) (1) d;
’Y a

questo non ¢ altro che I'integrale su 7 della forma (udx —vdy) +i(vdz+udy).

Esempio 7.1.2. Sia I'(zg, r) la circonferenza parametrizzata da [0,1] 5 ¢ —
20 + r 2™ Allora ¢ facile calcolare che

d
/ SE— 27,
I'(z0,r) # — 20

d 1 ,
/ 5 o / e~ 2mit gy — 0,
['(z0,r) # — 20 0

Da quanto detto prima segue che la differenza importante tra 'integrale
di prima specie e quello lungo una curva di una funzione a valori complessi

mentre
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e che, a differenza del primo, U'integrale (IZ4) ¢ orientato e cambia segno se
la curva e percorsa in senso contrario, cioe

| t@ra=- [ fea,
- +y

dove si intende —y(t) = +vy(a + b — t).
Ambedue gli integrali godono delle proprieta usuali di linearita rispetto
ad f ed additivita rispetto all’'unione di curve consecutive.

E utile la seguente maggiorazione.

Proposizione 7.1.3. Sia v : [a,b] = A C C una curva C' a tratti e sia
f A — C una funzione continua. Allora

Lf(z) dz

Dimostrazione. Se l'integrale a primo membro ¢ nullo, la disuguaglianza ¢
ovvia. Altrimenti, possiamo trovare un 6 reale tale che e fv f(2)dz sia un

< max L(~).
_W([a’b})\f! ()

numero reale positivo. Dunque avremo che

Af(z) dz eieLf(z) dz

b ‘ b
[ Re[e sy )] dt < [C1#GO) Ol < L) max |,

v([a,b))

da una proprieta dell’integrale di Riemann. O

=¥ [yf(z) dz =

7.2. Funzioni olomorfe

7.2.1. Derivata complessa e olomorfia. Sia A C C un aperto. Una
funzione f : A — C ha derivata complessa in zg € A se esiste finito il limite

lim f(z0+h) — f(Zo);
C5h—0 h

in tal caso esso si indica con f’(2g) e si dice la derivata di f in zp. Se f ha
derivata complessa in ogni punto di A, si dice che f & olomorfa in A; nel
caso in cui A = C, si dice allora che f & intera.

Osservazione 7.2.1. (i) Valgono per la derivata complessa e sono facili da
dimostrare le proprieta e formule usuali della derivata rispetto alla somma,
prodotto, rapporto, composizione ed inversa di funzioni dotate di derivata
complessa.

(i) E facile verificare con queste formule che le funzioni f(z) = 1,2, 22,23 ...

sono intere e f'(z9) = 0, 1,220,323, ...; la funzione f(z) = Z non & olomorfa;
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infatti, calcoli elementari implicano che

. flzo+h) = f(z0) . f(zo+ih) — f(z0)
R%lf{go h =l7-1= R%lffgo ih '

In maniera analoga, se f € olomorfa, f non puo essere olomorfa, a meno che
f non sia costante.

Teorema 7.2.2. Siano A C C un aperto ed f : A — C una funzione. Se f
ha derivata complessa in zg € A, allora f € continua in zg.

Inoltre, sono equivalenti le sequenti affermazionsi:

(i) f ha derivata complessa in zy;
(ii)) A > (xz,y) — f(z +iy) é differenziabile in (xo,y0) € fz(z0) = 0 con
20 = o + iYo-

Dimostrazione. Se f ha derivata complessa in zy € A allora f, in un
intorno di zg, si avra che

f(z) = f(=0)
f(z)=f(z0) + A(2) (z — z9) dove A(z)= zZ— 20
1 (20) se z = 2,

se z # zg,

e quindi immediatamente f(z) — f(zo) per z — zp.

Se vale (ii), allora esistono due numeri complessi A e B tali che
f(z) = f(z0) + A(x — 20) + B(y — yo) + o]z — 20|) per 2z — 2.

Cio implica che esistono le derivate parziali f;(z0) e fy(20) ed eguagliano
A e B, rispettivamente. Ricordando le relazioni tra un numero complesso
ed il suo coniugato con le loro parti reali ed immaginarie, possiamo scrivere
allora che

f(z) = f(20) + fa(20)(z — 20) + fy(20)(y — yo) + o(|z — 20]) =
£(z0) + 31fale0) = iy 20 (= = 20)
S lfa(z0) + ify (0)]Tz = 20) +(]= — 2]

e quindi

(7.5) f(z) = f(20) + f2(20)(z — 20) + fz(20)(2 — 20) + o(|z — 20]),

dove si e posto
o) = g lfalz0) = ifyleo)l, Fo(eo) = 5lfala0) + ify (o))

Percio, se fz(z9) = 0, allora & chiaro che f ha derivata complessa f’(z) =

fz(ZO)-
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Se vale (i), allora la funzione A(z) sopra definita & continua in zp e in
un intorno di zg si ha che

f(2) = f(20) + f'(20)(2 = 20) + [A(2) = ['(20)](2 — 20);
da questa segue che f & differenziabile in zg e, da (ZH), che fz(z9) = 0.0

Gli operatori differenziali

9 _1(0 0\ 2 _1(9 0
0z 2\ 0x oy 0z 2\ 0z oy

si dicono le derivate di Wirtinger.

L’equazione differenziale
(7.6) fz=0

si dice equazione di Cauchy-Riemann e viene soddisfatta dalle funzioni olo-
morfe su un aperto. Se poniamo f = u-+iv, con v e v funzioni a valori reali,
allora essa € equivalente al sistema di Cauchy-Riemann:

(7.7) Up = Vy, Uy = —Vy.

Corollario 7.2.3. Una funzione di classe C' in un aperto A C C ¢ olomorfa
se e solo se soddisfa ([B) o (0) in A .

Corollario 7.2.4. Sia f olomorfa in un aperto connesso A C C. Se f'(z) =
0 per ogni z € A, allora f & costante su A.

Dimostrazione. Infatti f ¢ differenziabile ed ha differenziale nullo in A. [

7.3. La formula di Cauchy

7.3.1. Il teorema integrale e la formula di Cauchy. Una semplice
conseguenza del Teorema [T di Gauss-Green ¢ il seguente risultato.

Teorema 7.3.1. Sia A C C un aperto limitato la cui frontiera OA sia
lunione disgiunta di un numero finito di curve semplici chiuse disgiunte e
regolari a tratti e sia f una funzione a valori complessi di classe C*(A).

Allora

(7.8) () dz = 2i /A Fo(2) ddy.

f
+0A

L’orientazione di +0A ¢é quella che si ottiene percorrendo la curva lascian-
dosi a sinistra l’aperto A.
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Dimostrazione. Infatti si ha che
f(z)dz = / (udzx — vdy) + i(vdx + udy) =
0A 0A

[ 1wt )+ i = ) dody =2 [ () dady,
A A

avendo applicato il Teorema [T di Gauss-Green nel secondo passaggio. [

Corollario 7.3.2 (Teorema integrale di Cauchy). Sia A C C un aperto che
soddisfa le ipotesi del Teorema [7.31 e sia f una funzione a valori complessi
di classe C1(A).

Se f & olomorfa in A, allora

J(2) dz =

0A

Il seguente teorema & cruciale nella teoria delle funzioni olomorfe.

Teorema 7.3.3 (Formula di Cauchy). Sia A C C un aperto limitato la cui
frontiera 0A sia l'unione disgiunta di un numero finito di curve semplici
chiuse disgiunte e regolari a tratti.

Sia f € CY(A) una funzione olomorfa in A. Allora risulta che

(7.9) () = ;m/+ FQ) ge sea

oA C— 2

con la solita orientazione di +0A.

Dimostrazione. Fissiamo z € A; esiste un disco D, di raggio € e con centro
in z la cui chiusura ¢ contenuta in A; poniamo allora A = A\ D.. Poiché
Is funzione definita da

_ 1O
o) = 722 per Ce A,

& olomorfa e di classe C1(A,), il Corollario =32 implica che
f(¢ f(¢
(7.10) 0= / goyac= [ L g - / ) 4.
+0A. +04 6 =% +op. C — 2
Risulta ora che
/ ¢ = St eet) ~ (iee”) df = i 27rf(z+ e'?) df
vop. C— 2 P teet — 5\ o © '

Dato che la (10) vale per ogni € > 0 abbastanza piccolo, abbiamo dunque
che

/ 9(¢)d¢ = lim i v f(z+ee)df = 2mi f(2).
+0A:

e—0t 0
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L’ultimo passaggio segue dalla uniforme continuita di f sui compatti conte-
nuti in A. U

Corollario 7.3.4. Se f € C'(A) ¢ olomorfa in A, allora f € C®(A) e
risulta che

(7.11) F (= /<)

— —2r A
2mi Joa (¢ —2)"t “zed,

per ogni n € N.

Dimostrazione. Per n = 0 la formula (1) coincide con (Z9), gia dimo-
strata.

Fissiamo z € A ed indichiamo con m in minimo di | — z| al variare di
¢ su 0A; prendiamo inoltre h tale che |h| < m/2 ed in modo che z + h € A.
Si ha che

1( 1 1)_ 1 h
h\(—z=h (-2) (=22 ((-2?2*((-2z-h)

e quindi
1 1 1 1| _ 2
h\C—z—h (-z (C—2)2|— m3~
Percio otteniamo che
flz+h)—f(z) 1 2!h\
_ d A
) i | | < 2 L) mal

per la Proposizione [ T-3. Da questa dlsuguaghanza segue che f’(z) esiste e
vale la formula (1) con n = 1; tale formula implica che f’(z) & continua.

La tesi segue allora ragionando per induzione su n. O

7.3.2. Teoremi di estensione. Le ipotesi del Teorema [Z33 possono es-
sere leggermente indebolite per ottenere il seguente risultato.

Teorema 7.3.5 (di estensione di Riemann). Sia A un aperto, zp € A ed f
una funzione olomorfa di classe C1(A\ {20}).

Se f ¢é limitata in un intorno di zg, allora f si puo estendere ad una
funzione olomorfa f*: A — C.

Dimostrazione. Esistono due numeri positivi r ed M tali che il disco chiuso
D = D(z,7) & contenuto in A e |f| < M suD. Fissato z € D\ {20}, per ogni
e tale che 0 < e < |z — z|, si ponga D, = D(zp,¢) e Ac = D(z0,7) \ D(20,¢).
Il Teorema [33 ci dice che

foe L[ IO g LSO 1)

2mi Jy1pa. C— 2 2mi J1op G — 2 21 Jiop. C— 2

dc.
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Il secondo integrale tende a zero quando ¢ — 0, dato che |f| < M e [ —z| >
|z] — & se ¢ € D.. Possiamo quindi concludere che

L ©
f(2) /+ ac,

2mt Jigp C — 2
per ogni z € D\ {20}. Inoltre, dato che
1 |z — 20}

< Y
~ ¢ = 2lI¢ = 20

lim f(z):i, [r &dg.

2—20 21 Joop € — 20

(-2 (-2
calcoliamo che

Infine, ponendo f*(z) = f(z) per z € A\{20} e f*(z0) uguale a quest’ul-
timo integrale e ripetendo la dimostrazione del Corollario [Z34 con 0A = D
e z = zg, possiamo scrivere che

f*(z0 + ) — f*(20) b d('

h 21 Jioa (C — 20)?

da cui segue che f* ammette derivata complessa in zy e quindi estende
olomorficamente f in zy. O

Q\hl

L(0D) M

In questo caso, zg si dice una singolarita rimuovibile.

Enunciamo senza dimostrazione il seguente Principio di Riflessione di
Schwarz.

Teorema 7.3.6. Sia A C C un aperto simmetrico rispetto all’asse reale,
ossia tale che se z € A anche zZ € A.

Sia f una funzione continua in {z € A : Im(z) > 0}, olomorfa al suo
interno ed a valori reali su {z € A:Im(z) = 0}.

Allora la funzione f : A — C definita da

. {f(Z) se Tm(2)

0,
J(2) = f(Z) se Im(z) <0

>
<
é olomorfa in A.

7.4. 1l teorema di Goursat

Nel Corollario =32 si puo rimuovere l'ipotesi di regolarita C*(A) di f, li-
mitandosi a richiedere che f sia continua ed olomorfa in A. Dimostreremo
infatti che ogni funzione continua ed olomorfa in A & di classe C'(A). In
questo paragrafo vedremo come si procede.

Sia f : A — C una funzione continua. Una primitiva olomorfa di f &
una funzione olomorfa F' : A — C tale che F/ = f. Si dice che f ammette
primitive olomorfe locali in A, se per ogni zy € A esiste un intorno di z
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su cui esiste una primitiva olomorfa della restrizione di f a quell’intorno. E
chiaro che se A & connesso, due primitive olomorfe di una stessa funzione
differiscono per una costante.

La seguente proposizione & una riscrittura in termini di funzioni a va-
lori complessi di analoghi risultati noti per le forme differenziali reali. Per
completezza diamo la dimostrazione nel caso complesso.

Proposizione 7.4.1. Sia f : A — C di classe C'. Le sequenti affermazioni
sono equivalenti:

(i) f(z) é olomorfa;
(ii) la forma f(z)dz é chiusa;
(iii) la forma f(z)dz é localmente esatta;

(i) f(z) ammette primitive olomorfe locali.

Dimostrazione. E chiaro che f(z) ¢ olomorfa se e solo sefz = 0 = 0, e cioe¢
se e solo se la forma f dz & chiusa.

Sia fdz chiusa in A e sia D C A un disco con centro in zg. Per z € I,
sia +7(z0, 2) il segmento orientato che unisce 2 a z e si consideri la funzione

1
F(Z):/ f(Z)dZZ/f(zo+t(Z—zo))(z—z0)dt,ze]D).
+7(20,2) 0
Derivando sotto il segno di integrale si ha che

1
F(e) = [ [0+ = 20) 2 = 20l de =

dato che fz=0¢e
1
F'(2) = F.(2) :/0 dii[f(zo—i-t(z—zo)) (z — 20)] dt =
1 1
/f’(zo+t(z—zo))t(z—zg)dt+/ fzo+t(z—20))dt =
0 0
1 d 1
/Otdtf(zo—i-t(z—zo))dt—i-/o flzo+t(z—20))dt =
#7Go+t(— )], = ),

dopo un’integrazione per parti. Percio dF = fdzin D e cio f dz e localmente
esatta. Il viceversa ¢ banale.

Infine, (iii) e (iv) sono sinonimi. O
Il seguente risultato ci fornisce una condizione necessaria e sufficiente
perché una funzione continua abbia primitiva olomorfa.
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Teorema 7.4.2. Sia A C C un aperto e sia f : A — C una funzione
continua.

(i) Se f ha una primitiva olomorfa F e~ :[0,1] — A & una curva C! a
tratti con estremi zg = v(0) e z1 = (1), allora

/f Ydz = F(z1) — F(z),

ed in particolare, se v é chiusa, risulta che
(7.12) / f(z)dz =0.
gl

(i) Se A ¢ connesso e vale (TI2) per ogni curva chiusa Ct a tratti v con
sostegno in A, allora f ha una primitiva olomorfa in A.

Dimostrazione. (i) Basta calcolare:

JECCE / PO = [ Fa0) 0 =

/0 S P (1) dt = F(+(0) = F(+(1)) = F(=1) ~ Fz0).

La ([12) segue senz’altro.

(ii) Fissiamo zg e z in 4, sia 7, una curva C! a tratti tale che 7, (0) = zg
e 7.(1) = z e definiamo F : A — C con la formula

F(z)= | f(O)d, =€ A.

Yz
L’ipotesi (I2) su f fa si che il valore F'(z) non dipenda dalla particolare
curva scelta.

Fissato w € A, possiamo scegliere z abbastanza vicino a w in modo che
il segmento che li unisce stia ancora in A. Possiamo allora considerare la
curva chiusa +I" = 4+, U (+0) U (=), dove +o & il segmento orientato
parametrizzato da [0,1] 5 ¢t — w + t(z — w) per ottenere

0= [ [f(Qd¢=

+I

/ fde+ [ foyde+ [ f(o)de =
+Yw +o

.
Fw) + A f(Q)d¢ = F(z).

Possiamo percio scrivere che

1
F(o) - F) = [ Qdc=(z-w) /0 F(w+t(z - w)) dt.
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Dunque otteniamo che

Z—w

'F(Z)—F(w)

_f(w)‘ = /01 f(w—i-t(z—w))dt—f(w)’ -

1 1
/[f(w+t(2—w))—f(w)]dt S/ [f(w+1(z —w)) = f(w)|dt.
0 0

Se z — w l'ultimo integrando converge a zero uniformemente rispetto a
t € [0,1] e quindi abbiamo dimostrato che

lim F(z) — F(w)

z—w Z—Ww

ossia che F'(w) = f(w). La conclusione segue dall’arbitrarieta di w in A. O

Esempio 7.4.3. La funzione f(z) = 2" ha primitive olomorfe F'(z) = ’f:_ill +

ccon c € Csututto Cpern>0esuC\ {0} sen < -2

Se n = 1, P’Esempio 12 e la parte (i) del Teorema 472 mostrano che
f(2) = 1/z non ha primitiva su C\ {0}.

Nel caso di aperti convessi, la parte (ii) del Teorema 22 & valida anche
se ci limitiamo a considerare le sole curve triangolari.

Proposizione 7.4.4. Sia A C C un aperto convesso e sia f : A — C una
funzione continua tale che, per ogni triangolo chiuso A C A risulti che

(2)dz = 0.
0A

Allora f ha una primitiva olomorfa su A.

Dimostrazione. Sia zy € A; dato che A & convesso, per ogni z € A il
segmento che unisce zg a z & contenuto in A e puo quindi essere scelto, nella
dimostrazione della parte (ii) del Teorema 22, come curva 7.

A questo punto si puo ripetere la dimostrazione del Teorema [, os-
servando che il segmento congiungente z a w ed i segmenti ~, e 7, formano
un triangolo. O

Conseguenza immediata della proposizione appena dimostrata e la se-
guente estensione parziale della Proposizione [Z21. Infatti ogni punto in A
¢ contenuto in un disco contenuto in A.

Corollario 7.4.5. Sia A C C un aperto e sia f : A — C continua. Se
per ogni triangolo chiuso A C A risulta che faAf(z) dz = 0, allora sono
equivalenti le sequenti affermazions.

(i) f(z) ammette primitive olomorfe locali;

(ii) la forma differenziale f(z)dz é localmente esatta.
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Il seguente importante risultato ¢ il primo passo per completare ’esten-
sione della Proposizione [

Teorema 7.4.6 (Teorema di Goursat). Sia A C C un triangolo chiuso e
sia [ una funzione olomorfa in un aperto A che contiene A. Allora:

/mf(z)dz:o.

Dimostrazione. Orientiamo in senso anti-orario 0A e consideriamo per cia-
scun lato il suo punto medio. Congiungendo tali punti medi tra loro si divide
A in quattro triangoli chiusi Alf, k=1,2,3,4, simili a A con un fattore di
similitudine di 1/2.

Orientiamo i contorni di questi 4 triangoli ancora in senso anti-orario.
Risulta allora che

4
=3 / OIS

infatti ogni lato (aperto) contenuto in A del triangolo A} & percorso due
volte, ma con orientazione opposta, mentre i restanti lati formano A con
orientazione coerente. Percio otteniamo la disuguaglianza:

/8 N f(2)dz

Sia A il triangolo fra i A’f per il quale il massimo a secondo membro sia
raggiunto: si avra che

0A

4

<y

k=1

f(z)dz

0A

f(z)dz

OAF

<4 max
1<k<4

f(z)dz| <4

0A

f(z)dz

0N

Lo stesso argomento usato per A si puo ripetere per A; e di nuovo
iterare. Otterremo quindi una successione decrescente di triangoli,

A=A DA DDA, DA 1D+,

tali che

(7.13) / f(z)dz| < 4" / f(z)dz| e L(0A,)=2""L(0A)
0A 0A,

per ogni n = 0,1,...; inoltre

lim diam(A,) = lim 27"diam(A) = 0.
n—oo

n—o0

Pertanto, per il Teorema di Cantor, esiste zg € A tale che

() An = {z0}.
n=0
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Poiché f e olomorfa, fissato € > 0 esiste § > 0 tale che

f2) ~ f(z0)

Z— 20

— f(20)| <e
e quindi tale che

[f(2) = f(20) = f'(20)(z = 20)| < €]z — 20,
se |z — zg| < d. Preso n € N abbastanza grande in modo che diam(A,) < 4§,
dato che la funzione z — f(29) + f'(20)(z — 20) ha chiaramente primitiva
olomorfa su C, il suo integrale su dA,, & nullo e quindi

f(z)dz

[ 1) = 1ao) = £ ao)z — 20l | <
A,

A,
€ / |z — 20| ds < ediam(A,) L(0A,) =
0A,
47 "e diam(A) L(OA).

Da quest’ultima disuguaglianza e da (ZI3) concludiamo pertanto che

(2)dz
0A

la tesi segue quindi dall’arbitrarieta di €. U

< 4"4 e diam(A) L(0A) = e diam(A) L(0A);

Per le applicazioni ¢ utile il seguente corollario.
Corollario 7.4.7. Sia A C C un triangolo chiuso, zo € A e sia f una
funzione continua su un aperto A contenente A ed olomorfa in A\ {z}.
Allora

f(z)dz=0.
OA

Dimostrazione. (i) Se zp ¢ un vertice di A, prendiamo due punti arbitrari
a e b interni ai due lati con un estremo in zg e dividiamo A in tre triangoli
A1, Ag e Ag; per fissare le idee sia A; il triangolo formato da a,b e zg e sia
As quello formato da a,b ed uno dei due restanti vertici.

Per il Teorema [4@, avremo che

f(z)dz

0A

/ f(z)dz+ (2)dz + f(z)dz
OA 0A2

0A3

(2)dz

< L(OA).
. _rggflf! (0A1)

La tesi segue allora dal fatto che L(0A;) — 0 quando a e b — z.
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(ii) Se zp € interno ad uno dei lati, possiamo dividere A in due triangoli
mediante il segmento che unisce zg al vertice opposto; questi due triangoli
hanno un loro vertice in zg e quindi basta usare ’additivita dell’integrale ed
il caso (i) per concludere.

(iii) Se zg € interno a A, si unisce zp a ciascuno dei tre vertici e si otten-
gono cosl tre triangoli con un vertice in zg. Si conclude di nuovo applicando
ladditivita dell’integrale ed il caso (i). O

Teorema 7.4.8. Siano A C C un aperto convesso e zg € A. Se f : A — C
¢ una funzione continua su A ed olomorfa su A\ {z}, allora

Lf(z) dz =0

per ogni curva chiusa e C' a tratti v : [a,b] — A.

Dimostrazione. Per il Corollario 470, per ogni triangolo A C A risulta che

f(z)dz =0.
+0A
Per la Proposizione 24, f ammette primitiva olomorfa in A. La conclu-
sione segue quindi dal Teorema [272. ]

Osservazione 7.4.9. Come sappiamo la funzione 1/z non ha primitive
olomorfe su C\ {0}; il teorema precedente garantisce perd che essa ammette
primitive olomorfe locali (in ogni aperto convesso contenuto in C\ {0}).

7.4.1. La formula di Cauchy per il disco. Il Teorema [[Z8 ci permette
di dimostrare la formula integrale di Cauchy per il disco.

Teorema 7.4.10. Siano A C C un aperto ed f : A — C una funzione
olomorfa. Sia D un disco con centro zy e raggio r > 0 e con chiusura
contenuta in A.

Per ogni z € D si ha:

(7.14) R O

2w JopC—2

Dimostrazione. Dato che D C A, esiste ¢ > 0 tale che il disco D, con centro
in zg e raggio r + € & ancora contenuto in A; per ¢ € D, definiamo:

O,
g0 =1 (-2 C#2
70 se ¢ = 2.

Allora g ¢ continua su D, e olomorfa su D \ {z}. Quindi, per il Teorema
[ZR, abbiamo:

_ [ QS g [ S gy [ S
0—/8Dg(g)d§— oD =2 d aDC—ZdC f()/amc—z.
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Per concludere la dimostrazione, si ponga:

_ dg .
h(z)—/amc_z, z € Dy

abbiamo gia calcolato nell’Esempio 12 che h(zy) = 2mi. Derivando sotto
il segno di integrale rispetto a z otteniamo inoltre che

1N dg¢
") _/8]]]) (C—2)%

Si osservi ora che la funzione ¢ + (¢ — 2)~2 ha primitiva olomorfa (z — ()
in un intorno aperto di dD; il suo integrale su 0D ¢ quindi nullo e cioe
R'(z) = 0 per ogni z € D. Essendo D connesso, otteniamo che h ¢ costante e
quindi eguaglia 27¢ per ogni z € D. Era cio che ci restava da dimostrare. [

-1

Il seguente risultato si ottiene facilmente derivando ripetutamente sotto
il segno di integrale in (Z14).

Teorema 7.4.11. Siano A C C un aperto ed f : A — C una funzione
olomorfa.

Allora f € C®(A), tutte le sue derivate f, n > 1, sono funzioni
olomorfe e, se D C A, risulta che

—277” aDWdC,ZGD,nZO

La Proposizione [ ¢ ora estendibile a tutte le funzioni continue su un
aperto A in C.

Teorema 7.4.12. Sia f : A — C una funzione continua. Le seguenti
affermazioni sono equivalenti:

(i) f(z) é olomorfa;
(i) per ogni triangolo chiuso A C A risulta che [, f(z)dz = 0;
(iii) la forma f(z)dz é localmente esatta;

(i) f(z) ammette primitive olomorfe locali in A.

Dimostrazione. Abbiamo che (ii) segue da (i) per il Teorema A8 di Gour-
sat. Per il Corollario 273 la (ii) implica la (iii) e la (iv). Infine, se vale
(iv), in un intorno di ogni punto f ¢ la derivata di una funzione olomorfa e
quindi olomorfa per il Teorema [Z271TI. (I

En passant abbiamo dimostrato il seguente teorema di Morera.
Corollario 7.4.13 (Teorema di Morera). Sia f : A — C una funzione

continua. Se per ogni triangolo chiuso A C A risulta che faA f(z)dz =0,
allora f(z) é olomorfa in A.
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Concludiamo il paragrafo con un’altra dimostrazione del Teorema di
Estensione di Riemann.

Teorema 7.4.14 (di estensione di Riemann). Sia A un aperto, zy € A ed
f una funzione olomorfa in A\ {z0}.

Se f e limitata in un intorno di zg, allora f si puo estendere ad una
funzione olomorfa f*: A — C.

Dimostrazione. La funzione g : A — C definita da
_J(z—20)f(z) sez# 2,
9(z) =
0 se z = 2,

¢ continua in A e olomorfa fuori di zg e quindi & olomorfa in A e quindi am-
mette primitiva olomorfa localmente, per quanto asserito nella dimostrazione
del Teorema [[4R. La funzione f*: A — C definita da

9(2) — g(20)
fR=y amm T
J'(20) se z = zp,

allora & continua su A ed olomorfa fuori di zg e quindi & olomorfa su A.
Infine f* = f fuori di zo. ([

7.5. Funzioni analitiche

7.5.1. Polinomi e funzioni analitiche. Un esempio di funzioni olomorfe
sono i polinomi

n
pa(z) = Y ay 2,
k=0

con ay, € C. E noto dal Teorema Fondamentale dell’ Algebra (di cui sara data
piu tardi una ulteriore dimostrazione) che, dette z1, ..., z; le radici comples-
se dell’equazione p,(z) = 0, contate secondo le loro rispettive molteplicita
Wi, by, sussiste la fattorizzazione:

pn(2) = an(z —20)" -+ (2 = 2g)" con py+-- +py =n.

Un esempio piu generale di funzioni olomorfe sono le serie di potenze
convergenti:

o0
Z an (2 — 20)™;
n=0

infatti esse sono derivabili termine a termine sui compatti contenuti nel loro
disco di convergenza e quindi ammettono derivata complessa in ogni punto
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z del disco di convergenza e questa e uguale a

o0
Z nay (z — 29)" L.
n=1

Sia ora A C C un aperto ed indichiamo con D(zp,r) il disco con centro
zo e raggio r; una funzione f : A — C si dice analitica se per ogni zp € A
esiste 7 > 0 tale che D(zp,7) C A ed f & uguale su D(zp,r) alla somma di
una serie di potenze centrata in zg. Dalla teoria delle serie, & chiaro che tutte
le derivate di una funzione analitica sono analitiche. Inoltre, da quanto qui
sopra osservato le funzioni analitiche (e le loro derivate) sono olomorfe.

7.5.2. Caratterizzazione delle funzioni analitiche. In effetti, funzioni
olomorfe e funzioni analitiche formano la stessa classe di funzioni, come
dimostra il seguente risultato.

Teorema 7.5.1. Sia A C C un aperto e sia f : A — C una funzione
olomorfa.

Se D ¢ un disco di raggio r > 0 centrato in zg € A e con chiusura
contenuta in A, allora risulta che

(7.16) f(z) = Z cn(z — 20)"  dove
n=0
I ST LUTEh
"2mi Jop (C—2)" T

ed il raggio di convergenza della serie ¢ maggiore o uguale ad r.

Dimostrazione. Siano z € D e ¢ € dD; allora |z — 29| < r = |{ — 20| e si ha
che il seguente sviluppo in serie vale uniformemente per ¢ € 0D:

1 o 1 1 —Z (Z—Zo)n
(—z (=20 1-F8 = (C—2)"H

Per la formula (Z1d) abbiamo allora che

Y B (VR (2"
16 =g [ Eac- o [ p0 3

n=0

> [2; /BD(Cf(%dc] (2 — z0)" chn(z’—z(})”.

n=0 B ZO)
E palese inoltre che ¢, = f™(20)/n!. Infine, dato che per ogni n > 0 la
Proposizione [I=3 implica che

1
2

|en] <

L(OD
/a 1) dC’< ( )%%X!f!—rnné%ﬂf!,

p (C— 2)nt1 5 = o pnfl
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la serie di potenze converge per ogni z tale che |z — 29| < r e quindi il suo
raggio di convergenza non puo essere inferiore ad 7. (I

7.5.3. Zeri di funzioni olomorfe. Il fatto che le funzioni olomorfe siano
analitiche ha importanti conseguenze riguardo ai loro zeri. Diremo che una
funzione olomorfa su un aperto A ha uno zero di molteplicita 4 € Nin z5 € A
se

flz0) = fl(z0) == f(“_l)(zo) -0 e f(“)(zo) £ 0.
Diremo inoltre che f ha uno zero di molteplicita infinita in zg € A se ogni
sua derivata ¢ nulla in zg.

Teorema 7.5.2. Sia A C C un aperto e sia zg € A. Sia f : A = C una
funzione analitica non identicamente nulla.

Le seguenti affermazioni sono equivalenti:

(i) zo € uno zero di molteplicita p > 1;
oo
(ii) se f(z) = > cn(z — 20)" in un disco D C A con centro in zg, allora
n=p
cu # 0 per ogni z € D;
(iii) esiste una funzione olomorfa g : A — C con g(zg) # 0 tale che f(z) =
(z — 20)*g(2z) per ogni z € A.

Dimostrazione. La (ii) segue dalla (i) per il Teorema 5, dato che ¢y =

cp=---=cu—1=0ec, #0 per ipotesi.
Se vale (ii), la funzione g : A — C
f(z)
———— per z# 2z
9(2) = q (z — 20)* ’
c per z = zp,

soddisfa le ipotesi del Teorema 214 e quindi & (estendibile ad una funzione)
olomorfa in A; e chiaro che g(zp) # 0.
Se vale (iii), la formula (18) ci informa che
n!

) () = 22 /a (=gl de

21

se 0 < n < p — 1, otteniamo allora che f(™(z9) = 0, perché la funzione
integranda e olomorfa; se n = p la formula di Cauchy implica invece che

F¥(z0) = pl g(z0) # 0. O

Teorema 7.5.3. Siano A C C un aperto connesso ed f una funzione
olomorfa in A. Le sequenti affermazioni sono equivalenti:

(i) f ¢ identicamente nulla su A;

(ii) Uinsieme degli zeri di f in A ha un punto di accumulazione in A;
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(i1i) f ha uno zero di molteplicita infinita in A.

Dimostrazione. B chiaro che (i) implica (i) senz’altro.

Se vale (ii), esistono un punto zp € A ed una successione di zeri z, # 2z
di f che converge a z. E chiaro che f(z) = 0 per continuitd. Se z
avesse molteplicita finita u, allora per il Teorema A2 potremmo scrivere
che f(z) = (z — 20)"g(z) con g olomorfa e g(z9) # 0. Avremmo dunque
0= f(zn) = (2n — 20)"g(2n) e quindi ¢g(z,) = 0 per ogni n € N. Passando al
limite per n — oo, ne seguirebbe che g(zp) = 0, e questo & assurdo.

Se infine vale (iii), sia zp uno zero di molteplicita infinita e sia
M={weA: f(w)=0 perogni n>0}.

E chiaro che M & non vuoto perché zg € M; M & chiuso, perché intersezione
di chiusi. Infine, M ¢ anche aperto, perché per ogni w € M esiste un disco
aperto D C A centrato in w sul quale vale lo sviluppo

% £(n) (4
o) =S LW e

n!
n=0
quindi f = 0 su D, dalla definizione di M, ossia D C M.
Essendo A connesso, deve essere M = A, cioe f = 0. O

Corollario 7.5.4. Gli zeri di una funzione olomorfa non identicamente
nulla in un aperto sono isolati ed hanno molteplicita finita.

7.5.4. Funzioni olomorfe notevoli. Abbiamo dimostrato che la clas-
se delle funzioni olomorfe in un aperto coincide con quella delle funzioni
analitiche. In questo paragrafo presentiamo alcuni esempi notevoli.

Le funzioni esponenziale, seno e coseno. La serie
o0
z Zn
=2
n!
n=0

ha raggio di convergenza R = oo e quindi definisce una funzione intera, la
funzione esponenziale. Si ha inoltre che

et n—1 X _n
( zy__ < _ 54,—- z
(& = n n‘ = n'—e.
n=1 ’ n=0

Da cio segue che la funzione f(z) = e ?e**" ha derivata nulla per ogni
w € C e quindi che

f2)=F0)=€" e eFef=eet0 == 1.

Percio e™* ¢ il reciproco di e® e vale che
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Le serie
0 ZZn o0 z2n+1
_ 1\ : _ 1\
cos z = E (-1) o)l e sinz= E (—1) 21

definiscono ugualmente due funzioni intere: rispettivamente, le funzioni co-
seno e seno. Inoltre, sommando le serie termine a termine, con qualche
manipolazione otteniamo facilmente la formula di Fulero:

(7.17) e = cosz +isin z.
Le identita
e =cosz —isinz
e
eiz 4 efiz eiz _ efiz

(7.18) 08z = ———, sinz = —

seguono facilmente dalle definizioni e da (IZI4). Inoltre, seguono facilmente
le formule

(cosz) = —sinz e (sinz) = cosz,
dalle quali segue l'identita fondamentale

2

cos? z 4+ sin? z = 1,

osservando che il suo primo membro ha derivata nulla. Le formule di
addizione,

cos(z + w) = cos z cosw — sin z sinw,
sin(z + w) = sin z cos w + cos z sin w,

seguono invece da (CI8) e dalla formula di addizione per la funzione espo-
nenziale.

Infine, osservando che per z = x + iy con z,y € R
e® = e”(cosy + isiny),
si deducono facilmente le formule

z| _ eRe(z)

e e arge® =Im(z),

la 2m-periodicita di e*?,cos z e sin z ed i loro zeri.

La funzione logaritmo. Sia 2 C C un aperto connesso. Una funzione
f € C%Q) si dice un logaritmo in €2 se si ha che

e’?) = 2 per ogni z € Q.
Dato che ef(?) #£ 0, & necessario che 0 ¢ Q.

Si noti che se f € un logaritmo, anche f + 2wik lo & per ogni k € Z, dato

che
ef(z)+27rik _ ef(z)627rik _ ef(z) =
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Viceversa, se f e g sono due logaritmi, allora

g _ ¢ 2 1
z

eg(Z)

%

per ogni z € Q e quindi [f(z) — g(2)]/27mi & una funzione a valori interi.
Essendo (f — ¢)/2mi continua sul connesso €, allora essa ¢ una costante
(intera). In conclusione, due logaritmi in un aperto connesso Q differiscono
per una costante 2mwik per qualche k € Z.

Vista la non unicita dei logaritmi, ¢ conveniente definire 1’argomento
principale Argz di z € C\ {0} come l'unico numero 0 € (—mn.7] tale che
z = |z €; Arg ¢ una funzione discontinua su C \ {0}, visto che presenta
un salto di 27 in corrispondenza della semi-retta (—oo,0) dei numeri reali
negativi. Al di fuori di (—o0,0], Arg & di classe C°.

Se indichiamo con logr il logaritmo di un numero positivo r, allora la
funzione

Log z =log |z| + i Arg 2z

Logz _ elog|z|eiArgz — ‘ i Arg z

¢ un logaritmo, dato che e z|e = z, definito in
C\ (—00,0]; ci riferiremo a Log come al logaritmo principale di z.

In modo analogo possiamo definire un logaritmo sul complemento di ogni
semi-retta uscente dall’origine: basta per cio definire I'argomento in modo
che assuma valori compresi tra due angoli @ — 27 e «, dove « e 'angolo
formato tra la semi-retta ed il semi-asse reale positivo.

Proposizione 7.5.5. Sia f € C°(Q) un logaritmo definito su un aperto
connesso 2 C C\ {0}.

Allora f é una funzione olomorfa in Q con derivata f'(z) = 1/z. Inoltre,
fissato zg € Q\ (—00,0], esiste un intero k tale che

f(2) :Logz0+/dz+27rik‘,
y 2

dove v ¢ una qualunque curva C' a tratti con primo estremo in zy e secondo
m z.

Dimostrazione. La funzione f ¢ per definizione biiettiva da ©Q a f(€2) con
inversa la funzione esponenziale. Per z,z+h €  con z # 0, posto w = f(z)
ew+ k= f(z+ h), si ha che
h) — k 1 1
f'(z) = lim flz+h) = f) _ lim ——— = — = —.

h—0 h ko ewth —ew w4

Dato che f ¢ una primitiva olomorfa di 1/z, si ha allora che

£(2) = Fz0) + / =

Y
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Basta allora osservare che esiste k € Z tale che f(z9) = Logzp + 2mik. O

Potenza con esponente complesso. Una volta definito il logaritmo,
possiamo definire le potenze con esponente complesso arbitrario esattamente
come si faceva a definire quelle con esponente reale.

Siano a € C\ {0} e b € C. Se loga ¢ un qualsiasi valore del logaritmo di
a, definiamo un valore della potenza b-esima di z come il numero complesso

ab — ebloga.
Dato che loga & determinato a meno di multipli interi di 27, a® ¢ determi-
nato a meno di un fattore uguale a e?™*® per qualche k € Z.

Osserviamo che se b € Z, allora a® ha comunque un solo valore, che non
¢ altro che il numero complesso

aa---a.
——

b volte

Se b € Q invece, a® ha solo un numero finito di valori. Se per esempio
b=1/n con n € N, allora > = ¢2mk/n assume gli n valori delle radici
n-sime dell’unita e pertanto a® assume i valori

log a loga 2mi loga 2(n—1)m:
en ,en €en,...,6n € n 5

dove log a & un qualunque valore del logaritmo di a. Se infine b & irrazionale,
allora €2 ¢ quindi a® assumono infiniti valori.

Ricordando infine che per b € N si ha 0° = 0 e si pone 0° = 1, possiamo
procedere a definire la funzione esponenziale con base a € C\ {0} come

a? = 6zloga’

dove si & fissato un valore di log a; essa ¢ intera e chiaramente la sua derivata
e a”loga.

La funzione potenza b-sima z° eredita invece le caratteristiche di log z.
Sia b € C fissato; se 2 C C\ {0} ¢ un aperto in cui ¢ definito log z, allora
eblo8z i dice ramo di z°. Ogni ramo di 2z ¢ una funzione olomorfa con

derivata uguale a

b
v eblogz _ be(b—l)logz _ bzb_l.
z

Si osservi infine che la relazione (2w)? = 2%w® non vale per tutti i rami

della potenza, ma solo se per il ramo di logaritmo corrispondente vale la
relazione log(zw) = log z + log w.



168 7. Funzioni di una variabile complessa

7.6. Singolarita e serie di Laurent

Nel paragrafo precedente abbiamo dimostrato un passaggio cruciale della
teoria delle funzioni olomorfe: ogni funzione olomorfa (cioe dotata di de-
rivata complessa) in un aperto ¢ ivi di classe C' ed anzi di classe C*°.
Possiamo allora sfruttare i vantaggi della formula di Gauss-Green ([C8), per
ottenere una serie di risultati utilissimi.

7.6.1. La formula di Cauchy-Stokes per funzioni di classe C'. Il
primo risultato & la seguente formula integrale di Cauchy-Stokes.

Teorema 7.6.1. Sia A C C un aperto limitato con frontiera 0A formata
da un’unione finita di curve semplici chiuse e C' a tratti.

Se f € C1(A) allora

(7.19) F(z) = — 1 / dgd se A

2mi +aAC*Z

dove d&dn indica 'elemento di area per la variabile ¢ = & + in).

Dimostrazione. Fissiamo z € Aie scegliamo € > 0 in modo che D, =
D(z,e) C A e poniamo A, = A\ D.. Allora +0A. = +9A — 0D.. Dato che
per ¢ € A. risulta che

© _ f©
—z (-2

la formula di Gauss-Green ([C8) implica che

9
¢

1 fe(©) 1 fQ .
(7.20) - /Agc_zdﬁdn—w +aA5C—ZdC_
1 f(<) 1 f(©)
2mi +8AC—2d - 2mi +8]D)5C_ch'
Si osservi ora che
/ fg(C) dédn — fg(o dfd
4. C— 2 aC—
£0) d&dn _
[ £ dedn) < max| / =

2me max | f;
De

pertanto l'integrale su A, converge a quello su A quando ¢ — 0.
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Inoltre abbiamo che

/ 1) g~ 102 [ O = f) 4o
oD, D¢

(—z ¢—z2 Jop. (—=
) () — f(2)
27TZf(Z)+ aDECTdC
e che
Q) = f(2) ‘ 1£(¢) — f(2)]
om. GC—2 de) = op. ¢ — 2 ds¢ =
dSC B
max 170 - 50 [ 2 =
2m max 1£(Q) = f(2);

Iintegrale a primo membro tende dunque a 0 quando € — 0, per 'uniforme
continuita di f.

La formula (ZT9) segue allora passando al limite per ¢ — 0 in (=20). O

Da questo teorema e dal teorema di derivazione sotto il segno di integrale
segue subito il teorema integrale di Cauchy per funzioni olomorfe.

Teorema 7.6.2. Sia A C C un aperto limitato con frontiera 0A formata
da un’unione finita di curve semplici chiuse e C' a tratti.

Se f € CL(A) ¢ anche olomorfa in A, allora

|
(7.21) F(z) = % 9 (Cf(zc))"“ ¢, z€ A, n>0.

7.6.2. Serie di Laurent. Siano zg € C e 0 < ry < r9 < 00; e utile definire
ora la corona circolare

A(zo,7m1,7m2) ={2 € C: 11 < |z — 20| <712}

Una funzione f ammette uno sviluppo in serie di Laurent su A(zg,71,72) se

[e.9]

f(z)= Y culz—2)" per z € A(zo,71,72)

n=—oo

e la serie converge uniformemente sui compatti contenuti in A(zg,r1,72).

Teorema 7.6.3. Siano zo € C, 0 <r; <719 < o0 e sia f: A(zg,7r1,72) = C
olomorfa.

Allora per ogni z € A(zg,11,7r2) Tisulta che

o0

(7.22) fz)= D> calz—20)" per z € A(z0,71,72)

n=—0oo
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e la serie converge uniformemente sui compatti contenuti in A(zo,71,72).
Inoltre i coefficienti ¢, sono univocamente determinati dalla formula

1 ()

7.23 Cp = - T Noad
(7.23) 210 Jop(zo,r) (€ — 20)" T

¢, n € Z,

per ogni r € (r1,72).

Dimostrazione. Possiamo sempre supporre che zg = 0. Osserviamo subito
che l'integrale in (—23) non dipende da r; infatti, indicando con D), il disco
centrato in 0 e con raggio r, dato che la funzione f(¢)/¢"*! & olomorfa nella
corona, per il Teorema [Z32 di Cauchy otteniamo che

fQ . Q) .
/6]D)T Cn—f—l dC /8]]])7‘/ Cn—‘rl dC =0

per ogni 7,1’ € (r1,72).
Fissati z € A(0,71,72) e p1, p2 tali che 1 < p1 < |z| < p2 < ro, la (Z2T)
per n = 0 implica che

1 f(©)

. dc =
210 Joa(0,p1,00) € — %

1 f(<) 1 (<)
omi /a%czd“m /aDpl 2%

1 1
(-2 <1—z/c chﬂ o =

f(z) =

Si osservi ora che

1
Z se [C]=p1
_ n+l ’
21 C / z L
dato che |z/¢] < 1 nel primo caso e |(/z] < 1 nel secondo, essendo p; <
|z| < p2; inoltre, le due serie convergono uniformemente, una per ¢ € 9D,
e l'altra per ¢ € 0D,,. Possiamo allora scambiare serie ed integrale nelle
espressioni che seguono:

_ 1 O 1O
f(Z)—% QDPQC—Zd ~ 5 -~ = ¢ =

.- 1 f(C) n 1 1 f(() n

7;) [27” /8]% ¢ dC] . n:z—oo [27” /éam)pl ¢ntl dC] 2=

o0

1 f(Q) n
Zoo [27” /an),« ¢t dC] -

n—=——

Otteniamo quindi la formula (—22).
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Infine, se fosse

f2)= Y &7

k=—o00

per altri coefficienti ¢}, allora otterremmo che

1 f(C) 1 / - / _k—n—1
" 3 Jo, T 2 2 = ¢
r ™ \k=—o0
Ly I -y

/on— — ’

o DL G /0 et df =,
k=—oc0

cioe i coefficienti in (Z22) sono univocamente determinati da ("Z3). O

7.6.3. Funzioni meromorfe e singolarita. Sia A C C un aperto e sia
E C A un sottoinsieme discreto di punti. Una funzione meromorfa su A
¢ una funzione olomorfa sul complementare A\ E tale che, fissato zg € F,
esistono un disco D C A, centrato in zg tale che DNE = {29}, e due funzioni
g, h olomorfe su D tali che hZ0e hf =gsuD* =D\ {20}. I punti di E si
dicono i poli di f.

E chiaro dalla definizione che, per verificare se una funzione sia mero-
morfa, si procede localmente. E evidente che una funzione olomorfa & anche
meromorfa, con poli in un sottoinsieme discreto arbitrario, scegliendo h = 1
e g = f. Funzioni meromorfe importanti sono le funzioni razionali, ossia i
quozienti di polinomi complessi senza fattori in comune; i poli sono gli zeri
del polinomio al denominatore.

Teorema 7.6.4. Siano zp € C, D un disco centrato in zy e D* =D\ {z}.
Sia f olomorfa in D* e sia
o

Z en (2 — z0)"

n=—00
il suo sviluppo in serie di Laurent centrato in zg.

Allora f & meromorfa in D se e solo se esiste un intero v > 0 tale che
cn =0 per ogni n < —v.

Dimostrazione. Se f € meromorfa su D allora, a meno di prendere un disco
piu piccolo centrato in zg, esistono g ed h olomorfe su D tali che h #Z 0
e hf = g su D*. Dato che h # 0, per qualche intero v > 0 risulta che
h(z) = (z —20)"H(z), dove H(z) ¢ olomorfa e senza zeri in un intorno di zo,
che possiamo supporre sia ancora D. Allora la funzione g/H ¢ olomorfa ed
ha uno sviluppo in serie di Taylor uniformemente convergente sui compatti
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oo
contenuti in D; sia esso Y. ¢}(z — 20)*. Pertanto su D* abbiamo che
k=0
(o.9] o0
f(Z) = (Z - zo)—V ZCZ(Z - Zo)k = Z C;z—&—u(z - ZO)kv
k=0 n=—v

e la prima implicazione & dimostrata.

Viceversa, se per f(z) vale lo sviluppo in serie di Laurent con ¢, = 0 per
n < —v, avremo che f & meromorfa dato che, prendendo h(z) = (z — 20)",
risulta che la funzione

o0

9(2) = (2 — 20)" f(2) = Z cn(z — 20)"T = ch,,,(z — 2)*
k=0

n=—v

¢ olomorfa su D. O

Corollario 7.6.5. Siano A C C un aperto ed E un sottoinsieme discreto in
A. Sia f: A\ E — C una funzione olomorfa.

Allora f é meromorfa su A se e solo se, per ogni zg € E, f ha uno
sviluppo in serie di Laurent centrato in zg che ha solo un numero finito di
termini con esponenete negativo.

Se zp € un polo di una funzione meromorfa che ha lo sviluppo in serie di

Laurent
o0

Z en(z — 20)" con c_, #0,

n—=—v

il numero intero v si dice I’ordine del polo zg. E chiaro che se v = 0, il polo
zp € una singolarita rimuovibile.

Osservazione 7.6.6. In modo analogo a quanto fatto nel Teorema 273 e
Corollario [, possiamo dimostrare che i poli di una funzione meromorfa
sono isolati ed hanno ordine finito.

Il seguente risultato caratterizza il comportamento delle funzioni mero-
morfe in un intorno di una loro singolarita.

Teorema 7.6.7. Siano A C C un aperto ed E un sottoinsieme discreto in
A. Sia f: A\ E — C una funzione olomorfa.

Allora f e meromorfa se e solo se, per ogni zo € E, wvale una delle
sequenti condizioni:

(i) f é limitata in un intorno D* di zo: in tal caso, esiste il limite di f(2)
per z — zy ed f si estende olomorficamente su D;

(i) Jim |£(2)] = +oc.



7.6. Singolarita e serie di Laurent 173

Dimostrazione. Se vale (i), allora l'estensione di f fino a zp & conseguenza
del Teorema [ZT4. Quindi la serie di Laurent di f centrata in zy non ha
termini con potenze di esponente negativo.

Se si verifica (ii), avremo che |f(z)| > 1 in un intorno D* di zy e quindi
la funzione 1/f ¢ olomorfa e limitata nello stesso intorno e quindi si puo
estendere ad una funzione olomorfa h su D, sempre per il Teorema [ZT4;
ma allora h(z)f(z) =1 su D*, cioe f & meromorfa su D.

Viceversa, sia f meromorfa e sia F 'insieme dei suoi poli. Se f = 0, non
c’¢ niente da dimostrare. Altrimenti, sia 29 € F e siano g ed h le funzioni
olomorfe tali che hf = ¢g in un intorno D* di zy della definizione. Dato che
sia f che h # 0, anche g # 0 e quindi si potra scrivere che

9(2) = (2 = 20)"G(2) e h(z) = (z = 20)" H(2),

per due interi n,m > 0, dove G ed H sono olomorfe e G(zp), H(z9) # 0.
Dunque in D* avremo:

n—m G(2)
f(Z) - (Z - ZO) H(Z)
Se n —m > 0 si verifica il caso (i); se n —m < 0 si verifica invece (ii). O

Corollario 7.6.8. Siano A C C un aperto ed E un sottoinsieme discreto in
A. Sia f: A\ E — C una funzione olomorfa.

Allora f & meromorfa se e solo se esiste una funzione continua f* da A
alla sfera di Riemann C che estende f.

Esempio 7.6.9. Esistono funzioni che non sono meromorfe. La funzione
el/% per esempio ¢ definita fuori di z = 0, risulta che
el/z — i ﬂ
o n!
e la serie converge uniformemente sui compatti che non contengono 0. La
serie di Laurent ha quindi infiniti termini con esponente negativo.

Se f & olomorfa in un intorno di un punto zy ed f non € meromorfa,
allora si dice che zy € una singolarita essenziale per f.

Il seguente risultato descrive il comportamento di una funzione olomorfa
nei dintorni di una sua singolarita essenziale.

Teorema 7.6.10 (Casorati-Weiestrass). Se zg € una singolarita essenziale
per f allora, per ogni disco D con centro in zy, linsieme f(D*), dove D* =

D\ {20}, & denso in C.

Dimostrazione. Se per qualche intorno D di zp 'insieme f(D*) non fosse
denso in C, allora C\ f(D*) conterrebbe un disco; siano w € C il suo centro
ed r > 0 il suo raggio: si avrebbe che |f(z) — w| > r per ogni z € D*.
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Allora la funzione 1/[f(z) — w] sarebbe olomorfa e limitata su D*; per il
Teorema, [[Z T4, essa si puo estendere ad una funzione olomorfa A su tutto
D. Pertanto su D* si avrebbe hf = 1 + wh, cioe f sarebbe meromorfa,
contro l'ipotesi. O

Osservazione 7.6.11. Possiamo quindi affermare che una funzione olomor-
fa puo avere tre tipi di comportamento in un intorno di un punto zg:

(i) f e limitata e si puo estendere olomorficamente in zp;

(ii) f & meromorfa, zp € un polo e |f(z)| diverge per z — zp;

(iii) 2o & una singolarita essenziale per f ed il limite per z — 2o di |f(2)]
non esiste.

7.7. Il teorema dei residui

In questa sezione, presentiamo uno dei risultati pit importanti della teoria
delle funzioni olomorfe, che ha conseguenze sia teoriche che per le applica-
zioni.

7.7.1. Residui. Siano A C C un aperto ed E un su sottoinsieme discreto.
Sia f olomorfa su A\ E e supponiamo che, in un intorno D* di 2y € E, f
abbia lo sviluppo di Laurent

oo

f(z) = Z en(z — 20)".

n=—oo

Il numero c_; si dice il residuo di f in zp e si indica con Res,,(f). La
seguente proposizione ¢ di immediata dimostrazione.

Proposizione 7.7.1. Siano A C C un aperto, E un suo sottoinsieme
discreto e sia f una funzione olomorfa su A\ E.
(i) Se zy € E, allora
1

7.24 Res,, (f) = —
(7.24) o(f) =5 e

() dz,

per ogni p > 0 tale che D(zq, p) C D(z0,p) C A e D(z0,p) N E = {20}.
(ii) Se zp € E ¢ un polo di ordine v > 1 per f, allora

v—1

(7.25) (v — 1) Res, (f) = lim ——[(2 — 20)" f(2)].

Dimostrazione. (i) La dimostrazione ¢ immediata e segue dalla (CZ3).

(ii) Per I'ipotesi abbiamo che
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con ¢, # 0 e quindi la funzione

(z=20)"f(2) = > enlz—20)"" =) chop(z— 20)"
n=—v k=0
ha estensione olomorfa g(z) in zp, per il Teorema 214, Avremo quindi che
v—1
lim ———[(z = 20)"f(2)] = " V(20) = (v = )l ey,

220 OzV—1

dopo aver derivato v — 1 volte termine a termine 'ultima serie. O

Osservazione 7.7.2. In alcuni casi un modo spiccio per calcolare il residuo
¢ il seguente.

Siano g ed h due funzioni olomorfe in un aperto A C C e sia z5 € A. Se
h(z0) = 0e g(20), h'(20) # 0 allora, dato che avremo che h(z) = (z—2z0)H(z)
con H olomorfa e H(zy) = h'(z9) # 0, risulta che la funzione f = g/h ha un
polo di ordine 1 in zp. Inoltre la formula (Z23) con v = 1 implica che

Resso (f) = Jim [(2 = 20) /()] = Jim 51(3 - zf'(é?)'

La formula di Cauchy implica quasi immediatamente la seguente versione
semplificata del Teorema dei Residui.

Teorema 7.7.3 (dei Residui). Siano A C C un aperto, E un suo sottoin-
sieme discreto e sia f una funzione olomorfa su A\ E. Sia inoltre A’ un
aperto limitato con A’ C A e con frontiera T che é unione finita di curve
semplici, chiuse, C' a tratti e tra loro disgiunte.

SeENT =g ed ENA ={z1,...,25}, allora

J
1
(7.26) 3t ), f(z)dz = Z Res., (f).
j=1
Dimostrazione. Per j = 1,...,J, sia ID; un disco centrato in z;; scegliamo

inoltre il raggio di D; in modo che la sua chiusura sia contenuta in A’ e non
J
intersechi la chiusura di tutti gli altri. Posto A* = A"\ |J D; ed indicata con
j=1

+I'; la frontiera orientata di ID;, abbiamo che +-0A* = +I' —=I'y —--- = T';.

Pertanto, dato che f € olomorfa in A*, si ha che

1 1 ‘1
e = [ S-S LS

e quindi (CZ8) segue da (24). O

0:7,
27 +OA*
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7.7.2. Calcolo di alcuni integrali definiti. Il1 Teorema dei Residui ci
permette di calcolare molti integrali definiti che, con gli strumenti del-
Iintegrazione di funzioni di una variabile reale, non eravamo in grado di
calcolare.

Esempio 7.7.4. Siano P,(x) e Qp(x) polinomi a coefficienti reali di grado
n and m, rispettivamente, e supponiamo che m > n + 2 e che @,,(x) non
abbia radici reali (dunque m & pari). In queste ipotesi, con i teoremi di
confronto per gli integrali impropri, ¢ facile verificare che 'integrale

o0 @m(2)
converge.
Sia f(2) = Pu(2)/Qm(z) la funzione razionale su C che estende la funzio-
ne reale P, (z)/Qm(x) e siano z1,...,zy i poli di f contenuti nel semipiano
superiore in cui Imz > 0. Allora otteniamo che

* (@) =27 - es

Infatti, sia ~, la frontiera, orientata in senso antiorario, del semi-disco
superiore di raggio r centrato nell’origine. Se r & abbastanza grande, tale
semi-disco contiene tutti i poli di f al suo interno. Per la (28) si ha dunque
che

J ) ]
2mi ;Reszj-(f) = /% f(z)dz = B f(z)dx +/0 f(Tew)irewda,

D’altra parte, dato che P,(z) = ppz™ + -+ e Qm(z) = ¢nz™ + -+ con
Dn, @m # 0, abbiamo che

F(re)l PREEY

uniformemente per 0 < 0 < 7, e quindi

per r — oo,

lim f(re®yire?ds| < lim r / | f(re?)| do = 0.
r—00 r—00 0
Pertanto:
J
Qm dx—rlirglo f( )dx = 2mi ZReszj(f).

Jj=1

Per esempio, dato che (14 2*)~! ha solo poli semplici e solo due (e'™/*
e3im/ 4) appartengono al semipiano superiore, ’Osservazione [ZZ2 implica
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che

/OO dz ) [ 1 1 ™2
= 2mi .

o1yt A(ein/1)3 + A(e3im/3| T 2

Esempio 7.7.5. Siano P(z,y) e Q(z,y) polinomi a coefficienti reali tali che
Q(cost,sint) # 0 per ogni t € R. Posto R(x,y) = P(x,y)/Q(z,y), possiamo

calcolare 'integrale
2

R(cost,sint) dt,
0

mediante in Teorema dei Residui.

Si osserva infatti che

2 27 ity it it it
/ R(cost,sint)dt:/ R(e T ’e ‘ ) dt =
0 0 2 21

—1 _ -1 d
[or( )
) 2 21 1z

avendo posto z = e ed osservato che e = 27! e dz = iedt = izdt.

Di conseguenza

2 2 2
1 -1\ d
/ R(cost,sint) dt:/ R (Z ha ,Z . ) 7.2,
0 oD 2z 21z 1z

dove D ¢ il disco unitario. Se f(z) indica la funzione integranda e z1,. ..,z
i suoi poli in D, allora otteniamo la formula:

2w J
/ R(cost,sint) dt = 2mi Z Res; (f).
0

j=1
Esempio 7.7.6. Se g € L'(R), la funzione
oo
56 = [ g s, o <g<,
— 0o

¢ ben definita e si dice la trasformata di Fourier di g. Possiamo allora
calcolare la trasformata di Fourier di funzioni razionali del tipo considerato
nell’Esempio [_Z4. Si ottiene che

0o J
/OO g;((g;)) e %% dy = 2i ;Reszj(f),

dove z1,...,zy sono i poli, appartenenti al semipiano superiore se £ < 0 ed
a quello inferiore se £ > 0, della funzione
P,z ,
f(Z) — n( ) 6_252.

Qm(2)
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Riportiamo la dimostrazione della formula nel caso particolare del co-
siddetto nucleo di Poisson,
1 ]
7 a2+ 52
che riveste grande importanza nello studio delle funzioni armoniche nel pia-
no. La dimostrazione del caso generale sopra enunciato si sviluppa in modo
molto simile.

Py(z) = —o0 <z <00, §>0,

Consideriamo allora la funzione meromorfa

efigz
&)=
che ha i soli due poli is e —is. Se =, € la curva considerata nell’Esempio
74, per (C2H) si avra che

omibesi(f) = [ 2)dz= [ fla)da [ freyineas
Yr - 0
per ogni r > s.

Se £ < 0, abbiamo che

0
= - <
|f(7‘6 )| |(T€ZG)2+S2| —r2 g2 — p2 _ g2’

dato che sinf > 0 per 0 < 6 < w. Percio 'integrale fgr f(rew)irede e
infinitesimo per r — oo. Per £ < 0 otteniamo quindi che
e T o5€

oS 7" i&is
dr = i dr = 271 = —
/Oof(x) v ngo/rf(w) w=omi S =T,

dove per esempio si € usata ’Osservazione 724, Quando & > 0, & invece
conveniente integrare sulla frontiera del semi-disco inferiore e con argomenti

simili si ottiene che
0 T
/ f(z)de = —e ¢,
oo s

er& sin 0 er§ sin 0 1

In conclusione:
ﬁs(f) =l o< E<o0, s>0.

Esempio 7.7.7. E noto che I'integrale improprio

o s
sin
/ dx
oo T

converge, ma non assolutamente. Inoltre

® ginz 1—cosx]™ ® 1 —cosx
dp = | =SB [ 2T
o T x e e T

/°° 1—020s:zdx:2/°° sin2(§/2) d:c:/oo (sinx)de’
e X e T o\ T
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dopo un’integrazione per parti e qualche ovvia manipolazione. Dimostriamo

ora che
o -
sin x
/ dr = .
o T

Osserviamo che (sinz)/x = Im{e™/x} e che la funzione g(z) = €% /z &
meromorfa in C con un unico polo per z = 0. Consideriamo 'unione del
semi-disco chiuso superiore di raggio r > 1 centrato in 0 con con il semi-disco
inferiore con lo stesso centro e raggio 1/r e sia 7, la sua frontiera orientata
in senso antiorario. La ([24) e I’Osservazione "2 implicano che

20
/ g(z)dz = 2miReso(g) = 2mi eT = 2mi.
Spezzando 'integrazione sulle 4 componenti di =, otteniamo che
—1/r 27 ) Z'eie
2mi = / g(x)dx + / g(e /1) — do+
_ x r
" T T . .
/ g(x)dx + / g(re?)ireds.
1/r 0

E chiaro che

00 i —1/r r
/ S e = Im [lim (/ g(x)dx + / g(x) da:)] ;
—x < r—oo —r 1/r

pertanto:

[
/ sinx do — 97

x
27 ] ieie T ] )
Im [lim </ g(e /1) de +/ g(re?) ire’0d0>} .
r—00 - r 0

Ora, ricordandosi I’espressione di g(z), abbiamo che

—0o0

2T ) ie'i@ 2m i
Tli}rgo g(e? /r) - df = zrlgglo e dh = i,
T s
mentre
7T . . T e 7T .
/ g(re'?) ire’9d0’ = z/ ere' dG' < / e sl g,
0 0 0

dove l'ultimo integrale tende a zero se r — oo, per il Teorema BZ73 della
Convergenza Dominata. Otteniamo cosi la formula annunciata.

In molte situazioni & necessario calcolare limiti simili all’ultimo calcolato
nell’esempio precedente. E quindi comodo avere a disposizione il seguente
risultato.
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Lemma 7.7.8 (di Jordan). Siano Hy = {z € C:Imz > 0} e, = {z €
Hy : |z| = r}. Sia h una funzione olomorfa su un aperto contenente H
tranne al pit, un numero finito di singolarita.

Se
lim h(z) =0,

ﬁ_,_ 22z—00

allora per ogni o > 0 risulta:

lim / ¢"**h(z)dz = 0.
r—00 -

Dimostrazione. Abbiamo che
/ €% h(z)dz = / h(rew)em’"ewirewdﬁ
- 0

e quindi

/eiazh(z)dz Sr/ \h(re?)|earsinf g,
Tr 0

L’ipotesi su h implica che per ogni & > 0 esiste R tale che |h(re®)| < e
se > R per ogni 6 € [0.71] e quindi

/ e"“*h(z) dz

r

T ) -
<e Te—ozrsmede < e,
0 (6]

per ogni r > R, dove nell’'ultimo passaggio si e usato la disuguaglianza
sinf > 1—|1—260/x| per 0 < 6 < 7.2 La conclusione segue per arbitrarieta
die > 0. O

7.7.3. Somme di serie numeriche. Con il Teorema dei Residui si pos-
sono anche calcolare le somme di certe serie numeriche, come mostra questo
esempio.

Esempio 7.7.9. La funzione
cotmz = cosmz/sinwz

e meromorfa su C ed i suoi poli sono gli interi n € Z. L’Osservazione [(ZC2
inoltre implica che ogni polo n ha ordine 1 e

1
Resy[cot mz] = —.
T

Questa formula, vista dal punto di vista del Teorema dei Residui, suggerisce
un metodo per sommare le serie numeriche.

21 grafico di sin @ sovrasta il triangolo isoscele con base [0, 7] e altezza 1.
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Sia {an }nen una successione di numeri complessi. L’Osservazione "7
ci dice ancora che, se f & una funzione meromorfa tale che f(n) = a,,n € N,
allora

1
Resy[f(2) cot mz] = — ap;
™

in particolare, la funzione g(z) = cot mz/2%* ha i residui

11

Res,(g9) = — R ber # 0.

Per calcolare Resy(g) osserviamo che lo sviluppo in serie di Laurent di
cot wz in 0 si puo scrivere come

o
cotmz = E bom_1 221,

m=0

dato che essa e dispari e, come osservato, 0 € un polo di ordine 1. Pertanto
abbiamo che

o0
g(z) =b_q 2z by g 2 Z by g 22m 2k
m=k+1

e quindi che
Reso(g) = bak—1.

I numeri By, = 7(2k!)bar_1/(27)?* si dicono i numeri di Bernoulli; si
ha per esempio che

1 T 73 270

b1=— bi=——,b3=——, by =———.
1 7T, 1 3 s U3 45 y Ub 945

Sia ora v € N e sia Q,, il quadrato centrato nell’origine e lati di lunghezza
2v+1 e paralleli agli assi reale ed immaginario. Sinoti che 0Q,, non interseca
mai il reticolo dei punti con coordinata intera. Il Teorema [ZZ33 ci informa
allora che

v

1%
2 1
2> Resa(g) + Reso(g) = p > a2+ b1,
n=1 n=1
visto che Q,, contiene tutti e soli i poli —v,...,0,...,v.

Dimostreremo ora che

lim g(z)dz =0,

vV—00 8QV
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ottenedo quindi le formule

=1 s
> s =sbuer, k=12,
2k ) =
=n 2
ed in particolare
SN NI ST
n? 6’ nt 90’ nbé 945
n=1 n=1 n=1

Osserviamo preliminarmente che | cot wz| < coth(m/2) per ogni z € 09,
e v € N. Infatti, dato che

cos? mx cosh? y + sin? 7wz sinh? 7y
2

|cot mz|> = < coth? 7y,

sin? & cosh? 7y 4 cos? mx sinh? 7y
allora per i punti z = x + iy € 09, tali che |y| = v +1/2 > 1/2, si ha
che |coth7z|? < coth?(7/2), mentre per i punti z = z + iy € Q, tali che
|z| = v+ 1/2 si ha invece che |cot7z|? = tanh? 7y < 1; dunque abbiamo
che | cot mz|2 < max(1, coth(w/2)) = coth(7/2) per ogni z € 0Q,,.

Pertanto

ds
gzdzﬁcoth7r2/ — <
/agu ) (n/2) 00, 12
ds  4(2v+1)
coth(rm/2) /agy i coth(m/2),

dato che Q, contiene il disco concentrico di raggio v (e quindi |z| > v per
z € 09,) ed il perimetro di Q, ¢ uguale a 4(2v + 1). L’ultimo termine nella
disuguaglianza € infinitesimo per v — oc.

7.7.4. 1l principio dell’argomento. Una conseguenza teorica del Teore-
ma dei Residui e il seguente risultato.

Teorema 7.7.10 (Principio dell’Argomento). Sia A C C un aperto e sia
f una funzione olomorfa in A, tranne in un insieme discreto di punti. Sia
Q C A un aperto limitato con chiusura contenuta in A e con frontiera OS2
che ¢ unione finita di curve semplici, chiuse, di classe C' a tratti ed a due
a due disgiunte.

Supponiamo che f non abbia zeri né poli su 02 ed indichiamo con zj e
w(z), j=1,...,J, gli zeri di f in Q con rispettive molteplicita e con py, e
vipr), k=1,..., K, i poli di f in Q con rispettivi ordini.

Allora risulta che

J K

(r.2m o [ L =3 ) - Y v,
k

2mi Joo f(2) o i
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Dimostrazione. Per semplicita poniamo p; = p(z;) e vy = v(pg). Osser-
viamo anche che J, K < oo. Esiste quindi una funzione olomorfa h su un
aperto contenente {2 e che non si annulla in 2 tale che

(e a)e (2 2
A e N G

Osservando che per due funzioni olomorfe ¢ e 1 vale la formula

(pp) ¢ ¢
o6

ovunque abbia senso, otteniamo allora che

O N7 16
(CIaR SEErriad Srrra 1

z —
1 Pk

e l'ultimo addendo ¢ una funzione olomorfa su un aperto contenente €.
Tenendo conto di (ZI9) (ponendo in essa f = 1), un calcolo immediato ci
da allora (I=2a). O

Osservazione 7.7.11. Se f # 0 in un aperto A, allora si puo definire
log f(z) con le osservazioni fatte nella Sottosezione 54. Dato che ogni ramo
della funzione logaritmo & olomorfo, ogni corrispondente ramo di log f(z) e
olomorfo e si ha

_I'(®)

Se v :[0,1] = A & una curva C, si potra calcolare allora:

1 [ f'(2) L HG)

2 Sy 7o) BT o o Faw) T
2108 10| = 5 [l 7((0)] + i ang (0]

Se « & chiusa ed e percorsa in senso anti-orario, otteniamo allora la formula:

1 f'(z) 1
— dz = — 1)) — 0))].
i | o) 4= g beE S (1) —are S0)

La quantita tra parentesi quadre & 'aumento di arg f quando si percorre
la curva chiusa ~ (in senso anti-orario) e si indica spesso con A, (arg f). E
chiaro che la formula

2mi ), f(2) T o

continua a valere se v ¢ C! a tratti e giustifica perché il Teorema [ZZ710 si
dice il Principio dell’Argomento.

L2 g LA (g )
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Corollario 7.7.12 (Teorema di Rouché). Sia A C C un aperto limitato e
siano g,h € CO(A) due funzioni olomorfe in A.
Se
lg(2)| < |h(2)| per ogni z € 0A,

allora h e g + h hanno lo stesso numero di zeri in A.

Dimostrazione. Dato che |g+ h| > |h| — |g| > 0 e |h| > |g| > 0 su 94, la
continuita di g ed h implica che h e g + h non si annullano nella chiusura
di un intorno di 04 in A. Se escludiamo la chiusura di questo intorno,
otteniamo un aperto che contiene tutti gli zeri di h e g+ h; indicheremo con
A’ quest’ultimo aperto.

Sia © un aperto con A’ C A’ C Q C Q C A del tipo usato nel Teorema
[C1d. Dobbiamo allora dimostrare che
Apalarg(g + h)] = Aolarg h].
Osserviamo allora che
Apqlarg(g + h)] = Asalarg h] + Asalarg(1 + g/h)]

e che |g/h| < 1 su 09. L’'immagine di 0 tramite 1+ g/h ¢ quindi contenuta
nel disco di raggio 1 centrato in 1 e l'origine rimane all’esterno di esso. Ne
segue dunque che Apqlarg(l + g/h)] = 0. O

7.8. Successioni di funzioni olomorfe

Le funzioni olomorfe in un aperto formano chiaramente un sottospazio vet-
toriale dello spazio delle funzioni continue. In questo paragrafo studieremo
alcune proprieta di tale sottospazio rispetto alla convergenza uniforme di
funzioni.

7.8.1. Disuguaglianze di Cauchy. Le disuguaglianze di Cauchy dimo-
strate nel teorema seguente, sono alla base dei teoremi di convergenza di
successioni di funzioni olomorfe e di altri risultati notevoli.

Teorema 7.8.1 (Disuguaglianze di Cauchy). Sia f una funzione olomorfa

in un intorno del disco chiuso D = D(zg,r). Per ogni § € (0,7) ed n =
0,1,2,..., si ha che

|
(n) n _
(7.29) /@) < 7 oty max|fl, = € Bz~ 9)
ed inoltre

|
(n) < nﬁ
(7.2) £ (z0)] < 7 max|f].
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Dimostrazione. Dato che |( —z| > d se ( € OD e z € D(zp,r — ¢), la formula
(13) implica che

n! f(¢) d¢
2mi /am) (¢ —z)ntt =
n!

s 5n+1

Passando al limite in (C28) per z — zp € § — 7, si ottiene la (29). O

1) =

|
L(OD) max| f| = r sy max |f].

Corollario 7.8.2. Sia A C C un aperto e K un suo sottoinsieme compatto.
Per ogni n € N esiste una costante Cy, = C,(K, A) tale che

(7.30) max |f™M| < Cusup|f|  per ogni f olomorfa su A.
A

Dimostrazione. Sia 2d = min{dist(z,0A) : z € K}; & chiaro che d > 0. Dato

che D = D(29,d) C A per ogni 2y € K, dalla (Z29) segue che
|
10 G0)| < g max | < Cosup ],
avendo posto Cp, = n!/d". O

7.8.2. Convergenza di successioni di funzioni olomorfe. Nella to-
pologia della convergenza uniforme sui compatti, lo spazio delle funzioni
olomorfe ¢ chiuso nello spazio delle funzioni continue su un aperto. Questo
¢ il contenuto del seguente risultato.

Teorema 7.8.3 (Weierstrass). Sia { fi tren una successione di funzioni olo-
morfe su un aperto A C C, uniformemente convergente su ogni compatto
K C A ad una funzione f.

Allora f € olomorfa in A e le successioni delle derivate di ogni ordine del-
le fi, convergono uniformemente su ogni compatto K C A alle corrispondenti
derivate di f.

Dimostrazione. La convergenza uniforme implica che f € continua su ogni
K e quindi su A. Inoltre, per ogni triangolo chiuso A C A, si ha che

(2)dz = lim fu(z)dz=0

A k—oo Jon

e quindi, per il Teorema di Morera (Corollario Z13), f & olomorfa in A.
La seconda asserzione segue evidentemente dalla disuguaglianza (=30)

applicata alle funzioni f,gn) — fn), O

Il seguente Teorema di Montel mostra come, nel caso di successioni di
funzioni olomorfe, le ipotesi del Teorema BZ74 di Ascoli-Arzela si possano
semplificare.
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Teorema 7.8.4 (Montel). Sia { f,, }nen una successione di funzioni olomorfe
su un aperto A C C, equilimitata su ogni compatto contenuto in A.

Allora {fn}nen contiene una sottosuccessione che converge uniforme-
mente sui compatti contenuti in A ad una funzione olomorfa in A.

Dimostrazione. Bastera dimostrare che {f,},cn € anche equicontinua su
ogni compatto contenuto in A, per poi applicare lo schema del Teorema di
Ascoli-Arzela ed il Teorema [CZ3.

Sia K C A un compatto e si consideri un suo ricoprimento finito fatto
di dischi aperti con chiusura contenuta in A; I'unione delle chiusure di tali
dischi & un altro compatto, che contiene K al suo interno ed & contenuto in
A: lo indicheremo con K*.

Poiché la successione ¢ equilimitata su K* esiste una costante M tale
che |f,| < M su K* per ogni n € N. Il Corollario 82 ci informa allora che

max | f| < Cimax|f| < C1M,

per ogni n € N. Questo implica che le f,, sono equi-lipschitziane e quindi
equicontinue su K*; infatti se d indica la distanza di K da K™ allora, per
ogni coppia di punti z1,29 € K tali che |21 — 23] < d, il segmento o che li
congiunge e contenuto in K* e quindi

/U fo(z)d=

Possiamo ora prendere una successione di aperti Ap con chiusura com-
patta e tali che Ay C Aj 1 perk € Ne A= Uken Ak Procediamo ora come
nella dimostrazione del Teorema di Ascoli-Arzela: per questo teorema, esi-
ste una sottosuccessione {f!},en € {fn}nen che converge uniformemente
su Aj; ancora, esiste una sottosuccessione {f2},en C {f!}nen che converge
uniformemente su As, e cosi via. La successione {f7},cy ¢ tale che, per ogni
k € N fissato, f* € {f*},.en per ogni n > k e quindi converge uniformemente
su Ay, per ogni k € N.

|fn(22) - fn(21)| =

< |z2 — 21| mgx|f,’l| < C1 M |z9 — 21

Pertanto, se K C A & un compatto qualsiasi, esistera un k € N tale che
K C A e quindi {f} }nen converge uniformemente su K. Il Teorema 83
garantisce che la funzione limite & olomorfa. O

7.9. Proprieta topologiche e geometriche

Sia f : A — C una funzione continua; f puo essere interpretata come una
trasformazione dell’aperto A nell’insieme f(A). In questa sezione, presen-
tiamo alcuni risultati sulle funzioni olomorfe, che possono essere interpretati
come proprieta topologiche o geometriche della trasformazione f.
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7.9.1. Conformalita. Cominciamo con una proprieta fondamentale delle
funzioni olomorfe: esse conservano ’angolo formato da ogni coppia di curve
passanti per un punto, come & specificato nel Teorema [CI1 qui sotto. Que-
sta proprieta si dice conformalita; e per questo le funzioni olomorfe a volte
vengono dette applicazioni conformi..

Teorema 7.9.1. Sia A C C un aperto e sia f : A — C un’applicazione di
classe C* tale che |f.| + |fz] > 0 su A.

Allora f € olomorfa se e solo se conserva l’angolo formato tra curve
passanti per ogni punto di A e in questo caso si ha che f' # 0 in A.

Dimostrazione. Siano (—¢,e) 3 t — v;(t), j = 1,2, due curve regolari
con sostegno in A e che si incontrano in un punto zg e cioe tali che 1 (0) =
v2(0) = 29. L’angolo (orientato) fra le due curve in zy non & altro che ’angolo
tra i rispettivi vettori tangenti v4(0) e 45(0) e quindi, per la formula (1),
¢ uguale a
72(0)
A0

La funzione f : A — C definisce allora due curve, ponendo I';(t) = f(v;(t)),
j =1,2, tali che I';(0) = I'2(0) = f(z0).

Se f soddisfa le ipotesi del teorema ed & olomorfa in A, allora f’(z9) # 0
e quindi avremo che

I5(0) = £:(7;(0)) 7;(0) + fz(7;(0)) 75 (0) = f'(20) 7}(0), j =1,2,
e quindi (—¢,e) 2t = I';(t), j = 1,2, sono due curve regolari in un intorno
del punto f(zp) in cui si incontrano. L’angolo formato tra queste due curve
sara dunque uguale a

CTHO)  F0)b(0) _ 54(0)
ET10) ~ B (200 74(0) ~ B4 (0)

ossia f conserva l’angolo orientato fra le curve passanti per zp.

Viceversa, fissato un angolo 6, consideriamo il segmanto (—&,¢) 3 t —
Yo(t) = 2o +te? € A e poniamo T'p(t) = f(7ys(t)).

Se f conserva I’angolo orientato fra curve passanti per ogni punto zg € A,
avremo che

roel® — ar 75(0) . Iy0) . f2(20) € + fz(z0) e
MBETTMEL0) T T0) T M Lalz0) + f=(20)

e quindi, per le proprieta dell’argomento,
f2(20) € + fz(z0) e f2(20) + fz(20) e _
f=(20) + fz(20) f=(20) + fz(20)
arg{f.(z0) + f=(20) e ¥} — arg{f.(20) + f=(20)},

0=arg — arg e = arg
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cioe arg{f.(z0) + f=(20) e72*} non dipende da 6. Cid & possibile solo se
f=(20) = 0 (se f=(z0) # 0, al variare di 6, f.(z0) + f=(20) €2 descrive una
circonferenza), cioe se f & olomorfa; infine, si avra che f' = f, #0in A. O

Il fatto che gli zeri di una funzione olomorfa siano isolati ed i teoremi di
convergenza dimostrati nel paragrafo precedente sono sintomi di una certa
rigidita delle funzioni olomorfe. In questo paragrafo, dimostreremo 3 risul-
tati che confermano questa proprieta: il Teorema di Liouville, i1 Principio
di Massimo Modulo ed il Lemma di Schwarz. Essi ci informano anche su
alcune proprieta dell'immagine f(A) della trasformazione f.

7.9.2. 1l teorema di Liouville. Un’altra conseguenza delle disuguaglian-
za di Cauchy € una caratterizzazione dei polinomi.

Teorema 7.9.2. Sia f: C — C una funzione intera. Se esistono un intero
n >0 e due numeri R ed M tali che

|f(2)| < M2|" per ogni |z| > R,
allora f é un polinomio di grado al piu n.

Dimostrazione. Essendo f intera, essa ha lo sviluppo

e}

[ =Y at

k=0

che vale per ogni z € C e si ha che ap = f*)(0)/k!. La (Z29) allora implica
che

0 < ag| < — max |f| <

r* D(0,r) rk
ser > R.

Quindi, se £ > n, I'ultimo termine nella disuguaglianza ¢ infinitesimo
per r — 0o e questo vuol dire che a; = 0 per ogni k > n + 1. ([

Corollario 7.9.3 (Teorema di Liouville). Ogni funzione intera (definitiva-
mente) limitata é costante.

Conseguenza del Teorema di Liouville ¢ il Teorema Fondamentale del-
I’Algebra.

Teorema 7.9.4. Ogni polinomio non costante a coefficienti complessi ha
almeno una radice complessa.

Dimostrazione. Sia p(z) = apz" + - - -+ a1z + ap un polinomio; essendo p(z)
non costante, allora n > 1 e a, # 0. Se p(z) non avesse radici in C, allora



7.9. Proprieta topologiche e geometriche 189

la funzione 1/p(z) sarebbe intera. Inoltre, dato che

n n—1
(7.31) Ip(2)] = |3 @] 2 Jan"| = farst] =
k=0 k=0

n—1
2" lan] = 3 lagl 2/,
k=0
esisterebbe R > 1 tale che |p(z)| > |a,|/2 per |z| > R. La funzione 1/p(2)
sarebbe quindi (definitivamente) limitata e quindi costante per il Corollario
[93. Anche p(z) sarebbe costante, contro l'ipotesi. O

Una funzione intera che non sia un polinomio si dice trascendente. A
differenza dei polinomi, le funzioni trascendenti possono non avere radici
complesse, come la funzione esponenziale, oppure un numero finito di ra-
dici (basta moltiplicare la funzione esponenziale per un polinomio), oppure
ancora averne infinite, come le funzioni seno e coseno.

Il seguente teorema ci informa sulla topologia dell’immagine di una
funzione intera.

Teorema 7.9.5. Sia f : C — C una funzione intera non costante. Allora
valgono le sequenti proprieta che si escludono a vicenda:

(i) f é un polinomio e per ogni compatto K C C esiste un disco D tale
che f(C\D)NK = g;

(ii) f ¢é trascendente e, per ogni w € C esiste una successione di punti
zn, € C tale che |z,| — 00 e f(zn) = w per n — oo.

Dimostrazione. Essendo f intera, essa ha lo sviluppo

oo

f(z) = Z a2k

k=0
che vale per ogni z € C. Se solo un numero finito dei coefficienti & non
nullo, allora f(z) € un polinomio ed, essendo non costante, abbiamo che
|f(2)] = oo per |z] = oo, per la (Z31). Cio implica che per ogni compatto
K C C esiste un disco D (di raggio R = max |z]) tale che f(C\D)NK = @.

Altrimenti, f(z) ha un numero infinito di coefficienti non nulli e quindi

¢ trascendente. Consideriamo allora la funzione
o

9(0) = 11/ = S an¢ ™,
k=0
che sara olomorfa in C* = C\ {0} e con una singolarita essenziale in 0.
Per il Teorema 610, ogni intorno di 0 ha immagine secondo g densa in
C, cioe per ogni w € C esiste una successione di punti ¢, tali che {, = 0 e
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9(¢n) — w per n — oco. La successione di punti z, = 1/(, & quella richiesta
in (ii). O

7.9.3. 1l principio del massimo modulo. Un risultato di grande impor-
tanza nello studio della teoria geometrica delle funzioni olomorfe ¢ il seguente
Principio del Massimo Modulo.

Teorema 7.9.6. Siano A C C un aperto ed f : A — C una funzione
olomorfa.

(i) Se A é connesso e |f| ha un massimo locale in A, allora f é costante.
(ii) Se A ¢& limitato e f € C°(A), allora

mZaXIfI = max |f].

Dimostrazione. (i) Siano
M=sup|f|,  Q={zcA:|f(z)] = M}

e zp € A un punto di massimo locale per |f|. E chiaro che 2 & non vuoto,
perché zp € 2, e chiuso, essendo la retro-immagine del chiuso { M } mediante
la funzione continua |f|. Mostriamo ora che {2 ¢ anche aperto, ottenendo
cosi che ) = A, essendo A connesso.

Sia allora z € Q e D(z,p) con chiusura contenuta in A. Se poniamo
D =D(z,7) con 0 < r < p, per il Teorema 10, abbiamo che

_ 1 f(<) T 2 e+ re®)iret B
M=11()l = 2mi /8D ¢—z do| = 27 Jo ret? | =
1 2m ) 1 2m )
L ey ag) < / F(= +rei®)| db < M.
2w 0 2 0

Cio significa che
1 2w

o /) |f(z +re')| do = M;

dato che |f(z +re®)| < M, otteniamo allora che |f(z 4 re'®)| = M per ogni
0 € [0,27], ed questo per ogni 0 < r < p. Dunque D(z,p) C Q, cioe Q ¢
aperto.

Infine, essendo ora = A, abbiamo che |f |2 = M? su A. Derivando
questa equazione, abbiamo che ff’ = 0 per ogni z € A, ossia f’ = 0 dato
che f #£ 0. Pertanto f & costante su A.

(ii) I due massimi in questione esistono perché | f| & continua sui compatti
A e 0A. Seil primo massimo, indichiamolo con M, fosse assunto in un punto
zo interno ad A, allora f sarebbe costante e |f| = M sulla componente

connessa A’ di A contenente zy e quindi, comunque, M verrebbe assunto su
0A" C DA. O
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Per le funzioni olomorfe vale anche il seguente Principio del Minimo
Modulo.

Corollario 7.9.7. Siano A C C un aperto ed f : A — C una funzione
olomorfa.

(i) Se A ¢é connesso e |f| ha un minimo locale in zog € A, allora o f(zp) =0
oppure f é costante.
(ii) Se A ¢& limitato e f € C°(A), allora o f ha zeri in A oppure

min | f| = rain |f].

(i1i) Se esiste un disco D(zg,r) con chiusura contenuta in A tale che

7o)l <, min 7],

Z0,T

allora f si annulla in qualche punto di D(zo,T).

Dimostrazione. (i) Se f(zg) # 0, allora a funzione 1/f & olomorfa in un
intorno di zg ed il suo modulo ha un massimo locale in zg. Per il Teorema
98, 1/f e quindi f & costante.

(ii) Si procede come nel punto (ii) del Teorema [CI8.

(iii) Se f non si annullasse, allora la (ii) implica che

min_|f| = min |f| > |f(z0)] > min [f],
D(zo,r) OD(zo0,7) D(zo,r

che ¢ assurdo. O

Il Principio di Massimo Modulo e i suoi corollari hanno la seguente
importante conseguenza di carattere topologico.

Teorema 7.9.8 (dell’Applicazione Aperta). Siano A C C un aperto con-
nesso ed f : A — C una funzione olomorfa non costante. Allora f(A) é
aperto.

Dimostrazione. Sia wo = f(z20) € f(A); la funzione olomorfa f(z) — wo ha
allora uno zero in zy, che deve quindi essere isolato e cioe esiste un disco
D(zp,r) con chiusura contenuta in A in cui f(z) — wo si annulla solo per
z = z9. Per ogni w tale che

1
7.32 —wo| < = mi -
(7.32) |w — wo 5 oalin | f — wo

abbiamo allora che

pain |f—w| = panin |f = wol = |wo — w| > [wo — w| = [f(20) — wl.
Per la (iii) del Corollario 94, allora f(z) —w si deve annullare in D(zg,);
cio vuol dire che il disco definito da (32) ¢ contenuto in f(A). Abbiamo
pertanto dimostrato che f(A) ¢ aperto. O
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Concludiamo il capitolo con un ulteriore risultato che si rivela utile nello
studio dell’applicazione conforme f.

Teorema 7.9.9 (Lemma di Schwarz). Sia D il disco unitario centrato nel-
Uorigine e sia f : D — D una funzione olomorfa tale che f(0) = 0.

Allora
|f(2)| < |z| per ogni z €D
ed |f'(0)] < 1.

Se inoltre vale il segno di uguaglianza in una delle due disuguaglianze
(nella prima, per qualche zy # 0), allora esiste ¢ € R tale che f(z) = e“z.

Dimostrazione. La funzione f(z)/z & limitata; esiste quindi h olomorfa su D
tale che f(z) = zh(z) per z € D. Dato che h ¢ continua su ogni D(0,7) C D,
per il Teorema [Z94, allora si ha che

)l =|

1 1
< max /)] =—- max |f| < -
2€0D(0,r)  |Z] r aD(0,r) r

per ogni z € D fissato e |z| < r < 1. Passando al limite per r — 1, si ottiene
che |f(2)] < |z| per ogni z € D fissato. Inoltre,

[£/(0)] = |lim /) = lim /) <1
z—0 Zz z—0 z
Se esiste zgp € D tale che |f(z0)] = |20/, allora |h(29)| = 1 mentre, se
|£/(0)] = 1, allora |h(0)| = | f/(0)] = 1. In entrambi i casi, |h| ha un massimo
interno e dunque h € una costante (unitaria). O

Un’applicazione interessante del Lemma di Schwarz € la caraterizzazione
degli automorfismi del disco unitario. Sia A C C; un automorfismo di A
& un’applicazione biiettiva f : A — A olomorfa e con inversa olomorfa.
L’insieme degli automorfismi di A sara indicato con Aut(A); con l'operazione
di composizione esso € un gruppo.

Teorema 7.9.10. Si ha che ¢ € Aut(D) se e solo se esistono zp € D e

c € R tali che
ic Z_ZO

z e D.

z)=e
©(2) T
Dimostrazione. (i) Si osservi che la ¢ data dalla formula & olomorfa e non
costante nel disco di raggio 1/|zp| > 1 concentrico con D ed inoltre, dato che
se z € dD allora zZ = 1, abbiamo che

1

2]

zZ— 2 zZ— 29 zZ— 29

=1.

p(2)l =5 “Zoz| |2z -2z Z -2
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Per il Principio di Massimo Modulo allora |¢(z)| < 1 per ogni z € D. Una
semplice verifica mostra che ¢ & biiettiva con inversa data da
-1 —ic * + 20
z)=e
14 ( ) 1429z

, 2z€D

e, dato che —zp € D, anche |[¢~1(2)| < 1 per z € D.
(ii) Sia ora ¢ € D e supponiamo che p(0) = wy. Poniamo

Z — Wy

wo(z) = , zeDy

N 1 —wpz

avremo che ¢ = ¢ o ¢ € Aut(D), dato che Aut(D) & un gruppo; inoltre
¥ (0) = 0. Per il Lemma di Schwarz (Teorema [Z99) allora |¢(z)| < |z| per
ogni z € D e, allo stesso modo, [t~ (w)| < |w| per ogni w € D. Pertanto,
preso z € D, abbiamo che |z| = [ 71 (¥(2))] < [¢(2)] < |z| e cioe che
|t(2)| = |z|. Per il Lemma di Schwarz allora deve esistere ¢ € R tale che

’c

wo o p(2) =Y(z) = ez

e quindi tale che

ic —1ic
1 ez + wo 2+ e Twg
SO(Z) = 900 (ewz) = — _ic =€ — 9
1 +wpe*z 1 4+ woe—%*z
per ogni z € D. La tesi segue dunque ponendo zp = —e ™ *“wy. O

Esercizi
1. Descrivere le immagini delle circonferenze di raggio r centrate nell’origine
mediante la funzione f(z) = (z +1/2)/2.

2. Dimostrare che ogni applicazione L : C — C che sia C-lineare & anche
R-lineare. Con un esempio mostrare che non vale il viceversa.

3. Sia w una radice n-sima (complessa) dell’'unita. Calcolare la somma 1 +
w4 w? 4wk

4. Stabilire per quali numeri reali a, b, ¢ il polinomio az? + 2bzy + cy? & la
parte reale o immaginaria di un polinomio della variabile z = = + 7y.

5. Dimostrare che se f ha valori reali ed ammette derivata complessa in ogni
punto di un aperto connesso, allora f & costante.

6. Sia f = wu + iv olomorfa e di classe C?. Dimostrare che u e v sono
armoniche e cioe che Uz + Uyy = Vpg + Vyy = 0.

7. Sia w armonica. Dimostrare che u ¢ localmente la parte reale di una
funzione olomorfa.

8. Sia u armonica. Dimostrare che f = u; — iu, ¢ olomorfa.
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9.

10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.

17.

Sia f : A — B una funzione olomorfa di classe C? con f’ # 0. Dimostrare
che una funzione u : B — R di classe C? & armonica se e solo se lo ¢ la
funzione uo f : A — R.

Per n € N e z € C dimostrare la formula:
1 < in(2n + 1
ot ;COS(%Z> _sin@n+1)z

2sin z
Dimostrare che la serie

-1 n—1

neN

converge uniformemente sui compatti contenuti nel disco unitario e cal-
colarne la somma.

Sia f olomorfa in un aperto contenente il disco unitario chiuso D. Calco-
lare

ap G — 2
per z ¢ D.

Calcolare gli zeri della funzione e'/# — 1.

Dimostrare che non esiste una funzione olomorfa f nel disco unitario tale
che f(1/n) =1/n = f(—1/n) per ogni n > 2.

Sia +~ la circonferenza con centro nell’origine e raggio 2 percorsa nel
senso anti-orario. Calcolare gli integrali:

dz
(a) /+'Y tan z dz; (b) /+'Y .

Verificare che

/wzﬁ+x+1

5
———dx = —,
oo T+ 522 + 4 6

/°° dx d o
oo (14 22)2 v 2’

Verificare che

2 do B 27 b= 0:
o a-+bsind /g2 —p2 per a=>06=>0;

2T cosf
———df0 =27 (1 -2 .
/0 24 cos ™ /V3)
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

Calcolare gli integrali
/OO si2n2 T d: /OO cil)s2 T d /OO a;sin xz .
o e +1 o T F1 oo ¢t a
Calcolare l'integrale
T dy
/0 14 a3

(Suggerimento: Usare la curva chiusa e opportunamente orientata costi-
tuita dall’arco descritto da re® per 0 < 6 < 27/3 e dai due raggi che
collegano 'origine alle estremita dell’arco.)

Siano f,g funzioni intere. Dimostrare che f(2)? + g(2)? = 1 per ogni
z € C se e solo se esiste una funzione intera h(z) tale che f(z) = cosh(z)
e g =sinh(z) per ogni z € C.

(Teorema di Vitali). Sia A C C un aperto connesso e sia data una succes-
sione di funzioni f, olomorfe in A, equilimitata su ogni compatto conte-
nuto in A. Sia inoltre £ C A un insieme con un punto di accumulazione
su cui la successione converge. Dimostrare che la successione converge
uniformemente sui compatti di A.

Sia u(x,y) la parte reale di una funzione olomorfa in un aperto connesso
A C C. Dimostrare che se u ha una massimo o un minimo interno ad A
allora essa e costante.

Una funzione intera con parte reale positiva & costante.
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