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SOLUZIONI

1. Studiare I’andamento qualitativo della soluzione del problema di Cauchy
y' = arctan (2% + y* — 1)
y(0) =y € R,

e tracciarne un grafico approssimativo.

Soluzione: Sia f(z,y) = arctan (z* + y* — 1), poiche f € C* (R?) e

dal Teorema di Prolungamento seguono l’esistenza e 1’unicita della soluzione
Yyo (z) non estendibile di (1) su tutto R.

Si noti che si pud supporre yo > 0 dato che z(z) = —y,,(—z) & tale che
Z(z) =y (—2) = f(==z,y(=2)) = f(z, —y(-2)) = f(=z,2(2)),
ed inoltre z(0) = —yo. Per I'unicita delle soluzioni z(z) = y_y, (), quindi conoscendo

il comportamento delle soluzioni per dati iniziali positivi si conosce anche quello
delle soluzioni per dati iniziali negativi. Inoltre, per y, = 0 la soluzione e dispari.

Si noti che f(x,y) > 0 se e solo se z* + y* > 1.

Quindi, se yo € [0, 1) esistono —1 <y < 0 < & < 1 tali che y, (n0) = vy, (§o) = 0.
Inoltre, poiche
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—f(x,y)— 1+(x4+y4—1)
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dal Teorema di Monotonia segue che per y, € [0,1) si ha

y;()(x) >0ze (_005770) U (fo,-ﬁ-OO), yéo(‘f) <0ze (770750)7

da cui ¢ = ny punto di massimo locale e x = &, punto di minimo locale.

Per yo > 1 basta osservare che y,,(z) > yi(z) e che per il Teorema di Monotonia,
essendo f(0,1) =0, si ha y}(x) > 0 per ogni z # 0. Quindi, per ogni z € R si ha

* +yp(x) > 2* +yi(z) > 1 & yh(z) > 0 perogni z € R.



Il punto = = 0 risulta essere un flesso a tangente orizzontale per y; (z).

Quindi, per ogni yy € [0, +0oc) si ha

lim 1y, (z) = o0,

T—300

dato che tali limiti esistono per la monotonia di y,,, ed inoltre
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lim vy, (z) =

T—+o00
Lo studio della convessita delle soluzioni e solo parziale, infatti si ha

A+ 4y
14 (at oyt — 1)

yll(x)

quindi y,, risulta convessa per x >> 0 e concava per x << 0. In realta, per
quanto finora dimostrato, se yy > 1 la soluzione y,, ¢ convessa per ogni > 0.

Proviamo che per ogni y, € [0, 4+00) la soluzione y,, ha asintoto obliquo a +oo.
Infatti, per (2) se un asintoto esiste ha coefficiente angolare 7. Inoltre, si ha

T _ m * 4, 4 T
yyo(x)—ix—yyo(l)—gﬁ-/l (arctan (t +y (t)—l) 2>dt

T z 1
= yyo(l) — 5 —/1 arctan W dt,

e la funzione integranda dell’ultimo integrale ¢ asintotica a %4 in un intorno di
~+o00. Infatti, si ha
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t4a cta e —
R (t4+y4<t) - 1)

— arctan (t4+y41(t)—1) ¢! s 1
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per t — 4o00. Si procede analogamente per provare che esiste un asintoto a —oo.
Quindi, esistono L,l € R tali che

lim (yyo(x) — gx — L) =0, lim (yyo(m) — gaj - l) =0.

Tr—+00 T——00

. Calcolare le coordinate del baricentro della lamina sottile rappresentata dal do-
minio €2 unione dell’insieme

1 2
D:{(x,y)€R2:3:c§y§4x,—Syﬁ;}.
x



e del suo simmetrico D' rispetto la retta y = z.

Soluzione: Per ovvi motivi di simmetria le coordinate (Z,7) del baricentro ver-
ificano T = 7.

Si noti che definendo @ : (0, +0c) x R — R come

o) = (..

allora ® € C' ((0,4+00) x R), @ & biunivoca e

z2

detVd(z,y) = det ( yy af ) =27 >0,
= x
Inoltre, se (u,v) = ®(z,y) allora ®(D) = {(u,v) : u € [1,2], v € [3,4]}. Segue
area() = 2 // dxdy = 2// detVe® ™ (u, v)dudv
D ®(D)
2 ] L dudv=2 J L ud
= —— = —dudv
o) detV®(u, v) uaw &(D) 2v
2 41 4
:/ du/ —dv:2ln<—).
1 30 3
Allora, si ha

1
T:yzi// rdzdy
area($)

1
dxdy + // xdxdy.
21n // Y 21n (%) D' Y

D’altra parte, se ¥(z,y) = (y,z), e (X,Y) = V¥(z,y),si ha ¥(D')=D e

JJ| wdady = [[ v |aeevwt(x,v)|axay = [ vaxay.

Quindi, si devono calcolare

// cdzdy = // ;—U\/@dudv
—/du/ \fdv—— 8—)(%—%),

//,xdxdy = // ydxdy = // \/ﬁdudv

—/ du/4 1\/ﬁdv——(\/§—1)(2—\/§).



Concludendo 1 valori cercati sono
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. Trovare le soluzioni dell’equazione

1
Y +ay —y= =z (@#0)

limitate in un intorno di infinito.

Soluzione: L’equazione in questione ¢ un’equazione di Eulero, quindi il suo in-

tegrale generale & del tipo Yy(z) + y,(x), con Yj integrale generale dell’o.d.e.

omogenea associata e y, soluzione particolare.

Cercando soluzioni dell’o.d.e. omogenea associata del tipo |x|*, si ottiene I’equazione

N —1=0,
da cui B
Yo(z) = Alz| +
|z
con A, B € R.
Usando il metodo degli annichilatori si vede che si puo cercare y, del tipo
C
yp(x) = pa

1
3

Le soluzioni limitate in un intorno di infinito si ottengono ponendo A = 0.

da cui si trova C =

. Trovare tutte le funzioni ¢ € C' (R \ {0}) e positive che rendono esatta la forma

differenziale )

Yy
(1) = o) do + ple)aydy
su D=R?\{(z,y) € R?: 2 = 0}. Dare una formula per le primitive.

Inoltre, provare che tale forma pud essere estesa ad una forma esatta su R?, dare
una formula per le primitive.

Soluzione: Il dominio della forma w e l'insieme D, D non € connesso, ma le
sue componenti connesse Dy = {(x,y) € R?: £z > 0} sono stellate, quindi con-
dizione necessaria e sufficiente per l'esattezza di w € che su ognuna di esse si
abbia

. 8w2 80)1 Yy

0=—>"(=y) - 3—y(x, y) =y (2%¢'(z) + 220(x)) — 2" ¢(@).



Quindi, per y # 0, ¢ & soluzione in R\ {0} dell’o.d.e.

J@)+ (2 - =) ola) =0,

z a3

da cui

c_x 2exp(—27%) sex <0
p(x) =

cix2exp(—z7%) sex >0,
con c4 > 0. Sia f una primitiva di w su D, allora

= = cex Yyt exp(—x7?), 3y = cryexp(—z7?%)

oz

da cui si vede “al volo” che
c

f(z,y) = EiyZ exp(—z7%) + ku

concy >0,k € Re (z,y) € Dy, cioé
Sy’ exp(—27%) + ki se (z,y) € Dy
fla,y) =
SyPexp(—z?) + k- se (z,y) € D_.

Si noti che

lim _gp(x) =0,
z—=0 g

e ponendo ¢(0) = 0 la funzione estesa risulta C*°(R). Quindi, se w(0,y) = 0, si
estende w in modo C* (R?). Inoltre, w risulta esatta su R?, con primitive date

da
SFyfexp(—z %) +k se (z,y) € Dy

flzy) =13k sex =0

Sy?exp(—z %) +k se(z,y) € D_,
al variare di ¢y > 0, k € R.

. Sia u = (u1,ug) € C*(Q2, R?), provare che per ogni (z,y) € 2 vale

ou ou

detVu(z,y) = div (ul(x,y)a—;(x, Y); —ul(x,y)a—;(x, y)) .

Quindi, calcolare
// detVu(z,y)dzdy
Q



dove Q = {(z,y) e R? : 20 + ¢y'0 <2} e

u(e,y) = (In (149 + %) (20 +° - 2)").

Soluzione: La verifica della prima formula ¢ un semplice calcolo di derivate. Per
risolvere ’esercizio basta osservare che scambiando il ruolo di u; ed uy si ha una
formula analoga

ouq Ouq

detVu(z,y) = div <—’U,2(-’L', y)a—y(ﬂ% Y); U2($,Zl)%($; y)) ;

da cui segue

//Q detVu(z,y)dzdy

= [ (st Gt ) G 1)) oy

o 8u1 . 8u1
- o0 <_u2(xay)a—y(xay)au2(may) o (x,y)> l/dS,

dove 'ultimo passaggio segue dal Teorema della Divergenza. Per concludere basta
osservare che us(z,y) = 0 per ogni (z,y) € 01, da cui

//Q detVu(z,y)dzxdy = 0.



