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SOLUZIONI

1. Calcolare il seguente integrale
232 2
/ ze (e e ) dz.

Soluzioni: Si noti che

d 222 222 2
— (ee > = 4ze® €% .
dx

da cui tutte le primitive della funzione integranda sono date da

1 62w2
46 + c.

2. Studiare la funzione

e tracciarne un grafico approssimativo.

Soluzioni: Il domino della funzione & tutto R ed essendo essa pari si riduce il
suo studio al caso z > 0.

Si noti che f'(z) = 2z (eﬁ - 1) se x € R\ {0}, quindi f(z) < 0sex >0e
x = 0 ¢ massimo assoluto con f(0) = 0.

Dallo sviluppo di Taylor di e” in un intorno di z = 0 si deduce per confronto

. . 1
asintotico con /i che

lim f(z) = —o0.

T—>+00

D’altra parte, si ha per il teorema di de ’'Hopital

lim f(z) = lim f'(z) = -2.

r—+00 T—+00

Poiche per z > 0 si ha



segue

z? 1 1
: o - 1
x]_l)gloo(f(:c) + 2z) zl_l)I_{loo ; <e t— 1+ \/%> dt.

L’ultimo integrale e divergente, cio si prova usando lo sviluppo di Taylor di e” in
un intorno di z = 0 e il Criterio del Confronto Asintotico applicato alla funzione
integranda e a %

Si ¢ visto che se z € R\ {0}
f(z) =2z (e_ﬁ — 1) :

da cui
. , _
lim f'(z) =0,

quindi f & di classe C*(R) e f'(0) = 0. Inoltre, f ha come solo punto critico z = 0
che abbiamo gia osservato essere massimo assoluto.

Se z € R\ {0}

1 _1 _a1 (1 a1
f”(.’]?) =92 (elacl — 1+ Sgn(x)e |w> = % |alc| <_ +1— 6’”) ,

T

da cui
. " _
lim f*(z) = 0,

quindi f & di classe C*(R) e f”(0) = 0.

Infine, ricordado che ¢! — 1 —¢ > 0 per ogni ¢t € R, si ha f’(z) < 0 per ogni
x > 0, quindi f e concava per ogni x € R.

. Provare che la successione

1 n
Qp = (1+sin—> —e
n

& negativa per ogni n € N. Inoltre, discutere la convergenza della serie
+00
>
n=1

Soluzioni: Si ricordi che per ogni successione b, € R infinitesima, la successione
1 . Cys
(14 b,)®= converge ad e in modo strettamente crescente. Allora, poiche n sin % <

1, si ha
]_ sin1l nSin; ]. sinll
ap = (1+sin—> " —e§(1+sin—> " —e<O.
n n




Inoltre, passando a notazione esponenziale e usando lo sviluppo di Taylor delle
funzioni In(1 4 z), sinz in un intorno di = 0, si ha

)

e quindi la serie diverge per confronto asintotico con la serie armonica.

. Trovare gli a € R tali che

sinxz\ %
costT <
x

in un intorno di z, = 0 escluso il punto stesso.

sinz
T

Soluzioni: Si noti che per o < 0 la disuguaglianza ¢ banale essendo
ogni z € R\ {0}.

Per a > 0 si procede usando la formula di Taylor

sinz\¢
—CcoST
T
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_ (1_ x—2+o(x2)>a—1+%+0($2)

< 1 per

6
(- 2) ot

Quindi, se a < 3 la disuguaglianza e verificata, mentre se o« > 3 la disuguaglianza
non vale, anzi, vale quella opposta.

Per studiare il caso a = 3 si deve fare uno sviluppo di ordine superiore

sinz\?
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111y, N \
_(12+40 24>x o) = 152" +o(a%),

e quindi anche per o = 3 la disuguaglianza e verificata in un intorno di z, = 0.



