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Soluzioni

. Calcolare il limite

- ((1 + LL‘)% — e) arccos (1 — a:)

z0+ Vrsinz

Soluzione: Si ricordi che

1
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quindi, usando anche il limite notevole hH(l) il calcolo del limite in ques-

tione si riduce a quello del limite
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lim arccos (1 — )

z—0t+ \/E

Le funzioni al numeratore e al denominatore verificano tutte le ipotesi del Teo-

rema di de L’Hopital forma 2, quindi si pud provare a calcolare il limite del

0 b
rapporto delle loro derivate
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lim —————= = lim
z—0t 1— (1 _ 33)2 z—=0t /2 — 1
e quindi il limite in questione vale —%.
. Discutere la convergenza della serie
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al variare del parametro a € R.

Soluzione: La serie e a termini positivi, inoltre dal Teorema della Media Integrale
si ha che esiste z,, € (sm = —) tale che
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Sia b, = 222 poiche z, — 0 segue

a, arctanz, (1 n (1)) N 1
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e quindi la serie degli a, ha lo stesso carattere di quella dei b,, che converge se e
solo se a < —1.

. Studiare la funzione nfo )
f(x)= / arctan ——dt
! |t]

e tracciarne un grafico approssimativo. (Lo studio della derivata seconda & fa-
coltativo)

Soluzione: Sia

allora (0,+00) C DomF. D’altra parte, ricordando che arctanz + arctan% =
Zsgn (x) si deduce che DomF = R e che

1
F(0) :/ arctan v/t dt.

0
Poiche f (z) = F (In|z|), si ha

Domf = {x € Dom (In) : In |z| € DomF} =R\ {0}.

Si noti che f & pari, quindi ci si puo limitare a studiare la funzione per z > 0. Il

calcolo del limite di f in x = 0 si ottiene con la sostituzione y = In z, infatti
lim f () = lim F(y),

ed il limite a destra esiste essendo la funzione integranda positiva.

Infine, lim F (y) = —oo per confronto asintotico con ——. Ragionando analoga-
y——o00 Vit

mente si prova

Jdim f (@)= lim_F(y) = +oc.
Poiche la funzione integranda e strettamente positiva f e strettamente crescente
e si annulla se e solo se x = e.

Poiche¢ f(z) = F (In|z|), applicando il Teorema di Derivazione delle Funzioni
Composte segue che f & derivabile nei punti z € (0,+00) \ {1}, si ha

!

f(z) = = arctan

1
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ed f ¢ diclasse C! ((0,1) U (1,+00)) . Inoltre, poiche

lim f' (z) =

z—1
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si ha che f ¢ derivabile con continuita anche in z =1 e f (1) = Z. Dato che

At S @) =0

f non ha asintoti ne obliqui né orizzontali a +00, € non presenta punti estremali.

Per studiare la concavita della funzione si calcola la derivata seconda, sia = €
(0,4+00) \ {1} allora
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Quindi, per > 1 segue f* () < 0 e la stretta concavita di f in (1, 4+00), inoltre
si ha

1 " _ .

Jim 1" (2) = —o0
Per 0 < z < 1 si ha che

lim f" (z) = 400,

T—1~
e ponendo ¢t = — In z si ottiene
lim f* (z) = lim e* L arctan—
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’ et 1 Jrarct 1
= Im —F—\|——F7 — arctan — | = —o0
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da cui si deduce 'esistenza di almeno un punto di flesso z € (0, 1) . Proviamo che
z € (0,1) in realta & 'unico punto di flesso. A tal proposito studiamo la funzione
¢ : (0,4+00) — R definita da
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¢ (y) = ——=——— — arctan —,
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dato che per z € (0,1) si ha f* (z) = ¢ (—Inz) e quindi il segno di f~ @
determinato da quello di ¢. Si noti che

lim ¢ (y) =+co, lim ¢ (y) =0,

inoltre
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Quindi ¢ (y) > 0se e solosey > 1, da cui y = 1 & punto di minimo assoluto per

¢ su (0,+00) e ¢ (1) = 1 —Z < 0. Si noti che essendo EIP ¢ (y) = 0 ed essendo

¢ strettamente crescente per y > 1 e ¢ (1) <0, si ha ¢ (y) < 0 per y > 1. Infine,
poiche li1£1+g0 (y) = +oco e la funzione & continua esiste un punto £ € (0, 1) tale
T—r

che ¢ (§) = 0, tale punto & 'unico in cui ¢ si annulla per la discussione appena
fatta. Quindi z = e ¢ € (e !, 1) & l'unico punto di flesso per f.

. Sia a > 0 e sia f, : R — R la funzione definita da

x
r)=——.

Ja (@) a+ 12

Determinare, al variare di «, i punti di massimo assoluto z, e quelli di minimo

assoluto y, di fao, € i limiti per « = 07 di Za, Yo, fa (Za), fo (Ya)-

Soluzione: Si noti che f, e dispari per ogni a € R , quindi se esiste un punto di
massimo assoluto z, il punto —z, € di minimo assoluto.

Calcoliamo i punti estremali di f, :

) a—x?

fa(l'):m:()@‘:d:\/&.

Dallo studio dei segni di £, si deduce che z, = v/ & punto di massimo assoluto
e Yo = —To = —y/a € punto di minimo assoluto. Inoltre, si ha

1

fa (xa) = _fa (ya) = ﬁa

da cui

lim z, = lim y, =0
a0t & a0+ 7%

A, Ja (@) = = Ji, fo (ya) = +oo.



5. Discutere la convergenza del seguente integrale improprio

+oo 9 1 1
/ z°1n (cos —) (arccos — — arctan :v) dz.
1 T z

Soluzione: Studiamo lo sviluppo asintotico della funzione integranda f in un
intorno di +o00. A tale proposito si ricordi lo sviluppo di Taylor in un intorno

dell’origine della funzione ¢ — arccost:

_T_ 2
arccost—2 t+0<t),
da cui segue
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arccos — — arctanx = — — arctanx — — + o0 (—)
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Inoltre, si ha

da cui segue . ) .
fa@=(5+om)o(s)=0(z):

La convergenza assoluta, e quindi quella semplice, dell’integrale improprio si de-
duce per confronto asintotico di | f (z)| con la funzione g (z) = .



