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SOLUZIONI

1. Calcolare il valore del seguente integrale

/e cos (2 + ln(x3)) dx.
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Soluzione: Calcoliamo una primitiva della funzione integranda usando ripetu-
tamente il metodo di integrazione per parti. Si ha

/ cos (2 + In(2%)) da
= zcos (2+1In(2%)) +3 / sin (2 + In(a?)) da
= wcos (2+In(2%)) +3 (:p sin (2 + In(a*)) - 3/cos (2+ In(z*)) d:r) +e.
Da cid segue
/ cos (2 +In(z*)) dz = 13”—0 (cos (2+ () +3sin (2 + In(2%))) +c.
Da cui il valore dell'integrale cercato &

1
1—6()(cos5+3sin5) — 1—0(c052+3sin2).

2. Studiare la funzione
F(x) :/ arctan /|1 + In(¢)| dt
0

con particolare attenzione agli asintoti. Tracciarne un grafico approssimativo.

Soluzione: La funzione integranda f e definita e continua per ¢t > 0, si puo
estenderla con continuitad in ¢ = 0 ponendo f(0) = 7. Percio DomF' = [0, 4+00),
ed essendo

lim f(t) =

t—+o00

o] 3

si ha lim,_, 1o, F(z) = +oc.



La funzione F' potrebbe avere un asintoto obliquo. Usando i Teoremi di De
I’Hopital e facile provare che

. F(x) ) T
AT AR =g
D’altra parte
F(z) — Ty = / (arctan 11+ In(t)| — E) dt
2 0 2

z 1
= — / arctan ——— dt,
0 |1+ In(?)|

e quindi poiche arctan% = % + o(%) per s — 400 si ha per Confronto Asintotico

con ¢g(t) = %

F'(z) = f(z),
con ' T

Quindi, F risulta essere di classe C"! ((0, +00)), strettamente crescente in (0, 00)\
{e~'} e con minimo assoluto in & = 0 con valore F/(0) = 0. Il punto z = e~* & un
punto critico la cui natura va accertata.

Per z € (0,00) \ {e '} la derivata seconda ¢ data da

sgn(1 + In(z))

) =5 L+ 1In(@)| (1+ |1+ In(2)))

quindi F risulta essere di classe C? ((0,+00) \ {e™'}). Inoltre, si ha

F'(z)<0se0<z<e?!, F'(z)>0sex>e’,
da cui
lim F"(z) = —o0, lim F"(z) = +oc.
z—(e~ 1)~ z— (e~ 1)+
Quindi, si ha
F concava se 0 < z < e ', F convessa se x> e '

bl

ed il punto z = e~! & un flesso a tangente orizzontale.



3. Discutere, al variare di o € R, la convergenza della serie
oo 1\v=
Z coS (1 + —a) -1]-1].
n=1 n
Soluzione: Passando alla scrittura esponenziale si deduce che per ogni o € R si

ha
1\~
m1@+—)f:L
na

n—-+4oo

da cui segue

ngr—Poo 1 2 - _2’
((1 + L)V - 1)
e quindi .
cos((1+ %) —1)—1
(( n“)_ )
n1—1>I—|I—loo 11p? (1 + L) - _5.
n no

Per il criterio del confronto asintotico la serie in questione converge se e solo se
lo fa la serie con termine n—mo dato da

Distinguiamo vari casi:

(1) a > 0: poiche in tal caso I’argomento del logaritmo ¢ infinitesimo, si ha che la
serie dei b, si comporta come la serie armonica generalizzata di esponente 2ac+ 1,
e quindi e convergente;

. . n2
(2) @ = 0: la serie diverge essendo b,, = 172;

n2n

(3) @ < 0: la serie diverge essendo confrontabile con ™

4. Sia f : (—1,2) — R una funzione crescente e continua tale che f(—1) = —2,
f(2) =1. Siano g,h : (=1,2) — R definite da

g(z) = 2+/()w3f(t) dt, h(z) = 1+/0zg(t) dt.

Calcolare con la massima precisione possibile A (ﬁ).

Soluzione: La funzione h risulta essere di classe C?((—1,2)), si pud quindi
sviluppare la funzione al secondo ordine usando la formula di Taylor col resto
di Lagrange in un intorno dello zero:
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h(x) = h(0) + 1 (0)x + W"(£) -



con &, = Az, A, € (0,1). Dalle definizioni di g, h segue
W) = gla), M'(2)=3"f (o),
da cui essendo f monotona si ha per x € (—1,1)
()| = 3[€Z]| £ (€2) | < 3% 1074 f(—1)| =6+ 107%.

Infine, poiche h(0) =1 e A'(0) = 2, si ha

1\ 51
— - — < 1078,
‘h(mo) 50‘—3* 0



