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SOLUZIONI

1. Dimostrare per induzione che

(a) > & =22,
k=1

(b) > (-D)*k2 = (-1)"" 3 k.
k=1 k=1
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Soluzione. (a) L’'uguaglianza ¢ verificata per n = 1: ) =2-

k=1
Supponiamo vera 'uguaglianza per n € N e dimostriamo che allora & vera per
n + 1, dal Principio di Induzione segue che allora e vera per ogni n € N:
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(b) Prima di procedere con la soluzione ricordiamo che vale la seguente formula
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L’uguaglianza ¢ verificata pern =1: Y (=1)"" k*=1= (-1)" ¥ k.

k=1 k=1

Supponiamo vera ’'uguaglianza per n € N ;| e dimostriamo che allora & vera per
n + 1, dal Principio di Induzione segue che allora e vera per ogni n € N:
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2. Sia {a,} la successione cosi definita: a,, = |1 — % per n > 0.

Calcolare inf e sup dell’insieme

Az{an:aﬁ>1—(an—1)2}.

Soluzione. Poiché 1 — (a, — 1)* = —a2 + 2ay, si ha

a2 >1— (4, —1)° = an(a, —1) >0,

e poiche a, > 0 per ogni n € N si ha che

a2 >1—(a, — 1)’ < a, > 1,

da cui segue A = {a, : a, > 1}.

Si osservi che se n e tale che a,, =1 — % allora 0 < a,, <1, quindi gli n cercati

sono tali che

n2

D’altra parte imponendo la condizione a, > 1, cioe
2

n
an—l—o4—1>1

segue n? > 2-10* e quindi n > [\/5 102} +1=n,.

Per tali valori la successione ¢ crescente e divergente a +o0o, da cui segue

infA=a, , supA=+oc.

. Sia {a,} la successione definita per ricorrenza da

an+1_an+_ nZ]-
ao—aER\{O} ’

provare che

(a) lim a, =400 sgn(«);

n—-+00

(b) ngrfoof = V2 sgn(a).

Soluzione. Supponiamo a > 0, per induzione si prova allora che a,, > 0 per ogni
n € N da cui segue che {a,} & ben definita e crescente. Sia L = Em ay, allora
n

L > o e se fosse L € R dovrebbe verificare
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L=L+—-—& ==
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che non e possibile. Da cui L = 4o0.
Per provare che 1_1)2{1 \“} V2, proveremo che lim % = 2 e quindi poiche

n—r+00
an, > 0 per ogni n € N e la funzione z — +/x & continua su [0, +00) seguira la

tesi.

Si noti che dalla definizione stessa della successione segue

1
+1—a +2+ —

a2
da cui poiche lim a, = 400 si ha lim (ai+1 — ai) = 2. Dal Teorema di
n—-+00 n—-+00
Cesaro segue allora che
2
lim 2 =2.
n—+o0o n,
Se a < 0, basta porre b, = —a,, e osservare che

bn_}_l:bn'}‘é nZl
b():—Ck>0

quindi per la discussione precedente segue la tesi.

. Calcolare al variare del parametro o € R il limite

1
lim (sin (—) In (32° + e‘”)) )
T—>+00 x

Soluzione. Se o = 0 allora il limite in questione si riduce a

1
lim sin (—) In(4) =0.
T

T—+00

Se a > 0 si ha

(o) - (i () 2o ()
= (on () s (ot )
)

— wsin ( (a+ = ln<1+?§j)>

eOtZ?

¢ In(1
da cui per i limiti notevoli hm sint — 1 lim £ = +oo, hm In(1+t) +t) = 1 segue
-0 *t t—+oo ! —0

lim (sm ( )ln (3z* + e‘”)) =aq.

T—+00
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Se a < 0 si ha
1 1 1 oz
sin (—) In (32% + €**) = (:U sin ( )) —1In (3:13 (1 4+ ))
T T RYne
1 eax
= :csm( ) —( 3a:c -|—ln<1+ ))
T 3z

. t .
Sl;‘t =1, lim —t =0, lim % = 400 si ha
t—+o00 t—+o00

e quindi per i limiti notevoli hrr(}

1
lim (sin (—) In (32% + eaw)) = 0.
T—+00 €T

. Discutere al variare del parametro o € (0, 1)U(1, +00) la continuita della funzione

SETL2(E

e* =z —1 <0
fl@)=40 =0 .
z In(a+x) >0

log, (1+ax) + 2

senzt

Soluzione. Se z € R\ {0} essendo le funzioni t — e* —let—

In(a+t)
2

__t
log,, (1+at) +
continue in x perche somma, prodotto e composizione di funzioni continue
in z, la Proprieta di Localita implica la continuita di f in z.

Discutiamo la continuitad di f nel punto x = 0. Fissato a € (0,1) U (1, 4+00)
calcoliamo i limiti destro e sinistro di f nello 0. Se tali limiti esistono e hanno lo
stesso valore L allora esiste anche il limite di f nello 0 e vale L. Dalla continuita

di t — e? nello 0 e dal limite notevole %in& Sl—;‘t =1 si ha che
_)

sen2z
lim (ea @ —1) =0.
z—0~

Per calcolare il limite destro si ricordi che log, t =

Int

in» da cui per la continuita

di t — In (a + t) nello 0 e per il limite notevole %1_1)% M =1 segue
_ x In (o + x) Ina Ina
lim + = + .
z—0- \log, (1 + ax) 2 o' 2

Quindi la funzione f risulta continua nell’origine se e solo se

na 1 11
=24+ 22 = 0<:>1na(—+—):0
« 2 a 2

o Ina=0 N a=1
é—l—%:O a=-2"

ed essendo nessuno dei due valori accettabile la funzione f non risulta mai essere
continua in z = 0.



