Esercizi per l’esame di ”Strutture Discrete” (a.a. 2016/2017)

1. Dato un insieme finito X, una partizione di Lah di X é una partizione
di X in cui ogni blocco é munito di un ordine lineare. Fissati n,k € N,
indichiamo con L, j il numero di partizioni di Lah di un insieme di
cardinalita n con k blocchi. Dimostrare le seguenti identita polinomiali
(ove ()" =z(x+1)(x+2)-...- (x+n—1) é il fattoriale crescente):

(a) (2)" =2 k=0 Lnk(@)k;
(b) (@)n = fog Lni(=1)"F ().

2. Dato g € N, g > 1, e dati n, k € N, si definisce coefficiente gaussiano
la quantita

<n> (=)A= ) =g (=g
/g 1-¢"A-g*H1-¢"2)-...-1—-q

(a) Dimostrare che (Z)q conta il numero di sottospazi vettoriali di
dimensione k di uno spazio vettoriale su un campo finito di car-
dinalita ¢™.

(b) Dimostrare che vale la seguente relazione di ricorrenza:

(a+b> _ <a+b—1> +qa<a+b—1>
b q b q b—1 4
pera>0eb>1.

(c) Sia cg(b,a) il coefficiente di ¢* in (“Zb)q. Dimostrare che ¢ (b, a)

conta il numero di partizioni intere di k in al pid a parti la cui
parte massima ¢é al piu b.

3. Sia S, l'insieme delle permutazioni di [n] = {1,2,...,n}. Dimostrare
che la funzione
d:S, xS, =N

che si ottiene definendo d(w,0) = {k € [n] | n(k) # o(k)}| é una
metrica su S, cioé che soddisfa le seguenti proprietd, per ogni m, o, p €

e d(m,0) >0, ed(m,0) =0 seesolosen=o0;
e d(m,o)=d(o,7);
o d(m o) <d(m p) +d(p,0)



Fissata una permutazione vy € Sy, si consideri la sfera S(v,n —r) di
centro « e raggio n — r, vale a dire I'insieme

S(y,n—r)={r eSS, |dnr,v)=n—r}

Dimostrare che
n! e (—1)*

rl k!
T :
k=0

[S(v,n —r)| =

. Dato un insieme parzialmente ordinato P, si dice che P ha lunghezza
n quando la piu lunga catena di P possiede n + 1 elementi. In tal
caso si scrive ¢(P) = n. Si dice che P ha lunghezza finita quando
¢(P) = n, per qualche n € N. Dimostrare che, se P e @ sono due
insiemi parzialmente ordinati di lunghezza finita, allora

(P x Q) = ((P) + Q).

. Sia L un reticolo completo, e sia F' : p(L) — p(L) definita ponendo
F(A) =] (VA). Dimostrare che F conserva l'ordine e che Fiz(F')
(insieme dei punti fissi di F') é un reticolo isomorfo a L.

(a) Dimostrare che il reticolo (N, mem, MCD) é distributivo.

(b) Sia D = {3,5,7,11...} l'insieme dei primi dispari (1 é escluso,
dunque). Calcolare \/ D in (No, mem, MCD). Dimostrare quindi
che il reticolo (Ng, mem, MCD) non é infinitamente \V -distributivo.
(Un reticolo L si dice infinitamente V-distributivo quando, per

ogni z € L e per ogni (y;)ier C L, siha xA\/iE[ Yi = \/iel(a:/\yi)).

. Siano P e () due insiemi parzialmente ordinati e sia ¢ : P — @ una
funzione. Una funzione ¢f : Q — P si dice aggiunta superiore di ¢
quando la coppia (¢, goﬂ) é una connessione di Galois. Una funzione
©” : Q — P si dice aggiunta inferiore di ¢ quando la coppia (cpb, p) é
una connessione di Galois. Per ognuno dei seguenti casi, stabilire se ¢
possiede un’aggiunta superiore e/o un’aggiunta inferiore, e, in caso di
risposta positiva, determinare tale aggiunta.

(a) P=Q =N e p(n) = mn, con m € N fissato (qui N é dotato
dell’ordine parziale dato dalla divisibilitd);

(b) P=Q =R e p(x) = |x| = il pit grande intero < z (qui R é
dotato dell’ordine naturale);

(c) P=Q=pX)eplY)=ANY, con A C X fissato.



8. Sia II,, il reticolo delle partizioni insiemistiche di un insieme di cardi-
nalitd n e si indichi con u la sua funzione di Mébius. Data 7 € I1,,, si
indichi con b(7) il numero di blocchi di 7. Dimostrare che

_ n—k
E M(Ov'ﬂ) - (_1) Cn,k>
welln
b(m)=k
ove i coefficienti ¢, ; sono i numeri di Stirling di I specie senza segno,
vale a dire il numero di permutazioni di lunghezza n con k cicli.

9. Sia S l'insieme di tutte le permutazioni. Per ogni w € S, indichiamo
con |7| la lunghezza della permutazione 7. Definiamo il seguente ordine
parziale su S: date o =01 -+ 0, T=T1 -+ T €S, con |o| < |7|, poni-
amo o < 7 quando ci sono k = |o| elementi 7;,, Tiy, Tig+15s - - - » Tig+k—2
in 7 (con i1 < d2) tali che la stringa 7, 7j, Tig+1 - - - Tiy+k—2 € “isomorfa”
alla permutazione o, nel senso che gli elementi di tale stringa sono
nello stesso ordine relativo degli elementi di o. Si osservi che, a parte
eventualmente ’elemento 7;,, tutti gli altri elementi della stringa de-
vono apparire consecutivamente in 7. Ad esempio, 321 < 431825976
perché la stringa 431 contenuta in 431825976 é isomorfa a 321 (in
questo caso tutti gli elementi della stringa 431 appaiono consecutiva-
mente nella permutazione piu lunga, il che naturalmente implica che
siano consecutivi gli ultimi 2); inoltre, si ha anche 231 < 432516, in
quanto la stringa 351 é isomorfa a 231 e gli elementi 5 e 1 sono con-
secutivi (anche se 3 e 5 non lo sono); infine, 123 £ 432516, dato che
non ci sono stringhe di lunghezza 3 nella permutazione pid lunga che
siano isomorfe a 123 (cioé crescenti) e tali che il secondo e il terzo
elemento appaiano consecutivamente. Quando ¢ < 7, un’occorrenza
di o in 7 é una stringa contenuta in 7 isomorfa a o. Ad esempio,
431825976 contiene 3 occorrenze di 321, che sono 431, 876 e 976, e una
sola occorrenza di 312, che é 825.

(a) Dimostrare che, per ogni 7 € S, 7 copre al pid tre permutazioni.

(b) Sia ¢ < 7. Calcolare u(o, T) nel caso in cui 7 copre una sola per-
mutazione e nel caso in cui 7 copre esattamente due permutazioni
e i primi due elementi di 7 non sono interi consecutivi.

Nota. Per superare la prova non é strettamente necessario risolvere
tutti gli esercizi proposti (anche se naturalmente sarebbe preferibile!). La
cosa fondamentale é provare seriamente a farli tutti. Nel caso di esecizi non
risolti, prima dell’orale verificheré se c’é stato effettivamente un impegno
da parte vostra (per esempio, se avete tentato un approccio che si é rive-
lato infruttuoso), o se invece i vostri tentativi si sono ridotti a poco pid di
una semplice lettura del testo. Nel caso in cui effettivamente I'impegno sia
evidente, la prova pud ritenersi superata.



