Capitolo 6

Sistemi lineari di equazioni

In questo capitolo tratteremo di sistemi dinamici continui e discreti descritti da sistemi di
equazioni lineari, differenziali o alle differenze, del primo ordine. Vedremo le strette connes-
siont formali nei risultati ad essi connessi, trattando, in maggior dettaglio, il caso in cut i
sistemi hanno coefficienti costanti. Esamineremo, inoltre, alcuni casi descritti da matrici con
particolari, proprieta strutturali, illustrando anche dei modelli in cui queste sono utilizzate.
Per ultimo, esamineremo la corrispondenza qualitativa tra i sistemi dinamici continui ed 1
corrispondenti sistemi dinamici discreti indotti dai metodi numerici di approssimazione.

6.1 1l caso continuo

Si consideri il sistema di equazioni lineari non omogeneo:
y'(t) = A(t)y(t) + b(¢), t > to, (6.1)

in cui, per ogni t > to, A(t) ¢ una matrice m x m e y(t),b(t) € R™. Supporremo che le
componenti di entrambi siano funzioni almeno continue di t.! Alla (6.1) si associa I’ equazione
omogenea associata

Y0 = AWy(D), >t 6.2)
Ricerchiamone la soluzione generale che, successivamente, ci permettera di ottenere quella di
(6.1). Supponiamo che esista una funzione a valori matriciali, sia essa W (t), avente le stesse
dimensioni di A(t), che soddisfi 'equazione

W'(t) = A(H)W (), t > to, det(W(tg)) # 0. (6.3)
Per poter procedere oltre, necessitiamo del seguente risultato preliminare.
Lemma 6.1 Sia X,I € C**", h = 0. Allora:
det(I + hX + O(h?)) = 1 + htrace(X) + O(h?).

Dimostrazione. Verifichiamo 'enunciato nel caso, assai semplice, n = 2: per il caso
generale, si possono utilizzare argomenti analoghi. Se X = (x;;), allora:

2 e V(2
det ( 1+hon +O(F) how + OR) ) = 1+ k(w1 + 222) + O(R?).0

h.’Egl + O(h?) 14+ hl'gz + O(hz)

Da questo risultato, discende facilmente la seguente proprieta della matrice W (t) in (6.3).

I Per semplicitd, supporremo che A(t) sia anche derivabile, con derivata continua.
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Teorema 6.1 Sia W(t) € C™*™ soluzione della (6.3). Allora det(W(t)) # 0, Vi > t,.

Dimostrazione. Si ponga z(t) = det(W(¢)). Si ottiene, dunque, per il precedente Lem-
ma 6.1:

z(t +h) — z(t)

) = 11113}(11 h
~ lim det (W (t) + hA()W (t) + O(h*)W(t)) — det(W(t))
h—0 h
~ lim det(W(t)) det (I + hA(t) + O(h?)) — det(W(t))
h—0 h

= det(W(t))trace(A(t)) = trace(A(t))z(t).

Pertanto: :
det(W (t)) = det(W (o) )elio tracetAmdr =y~ 4

Se ne conclude quindi che
det(W (tg)) # 0 = det(W(t)) #0, t>1t.0
In virtu di questo risultato, risulta essere ben definita la seguente funzione di matrice.
Definizione 6.1 Definiamo la matrice fondamentale della (6.3) come
D(t,s) = W(t)W™(s).

Valgono le seguenti propriea della matrice fondamentale:

e O(1,5)P(s,7) = P(t,7);

o B(t,s5)1 = D(s,t);

e la matrice fondamentale & soluzione del problema:

d
2t t) = ARt 1),  t=t,  Plto,to) =,

essendo, al solito, I la matrice identita;

Ricerchiamo, ora, la soluzione della equazione omogenea (6.2), soddisfacente la condizione
iniziale y(¢p) = yo. La cercheremo nella forma

y(t) = Wi(t)e,
in cui il vettore ¢ ¢ da determinare. Si ottiene, in virta della (6.3),
y'(t) =W (t)e=A{t)W(t)e = A(t)y(t), t > to.
Pertanto, y(¢) soddisfa 'equazione omogenea. Imponendo la condizione iniziale, si ottiene:
y(to) = W(te)e = yo = c = W(ty) 'yo.
In altre parole, la soluzione del problema ai valori iniziali

Y () =Ay(t), t=t,  y(to)=yo, (6.4)
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¢ data da:
y(t) = ®(t, to)yo,  t2>to (6.5)

Generalizziamo questo risultato, per determinare la soluzione dell’equazione non omogenea
(6.1) soddisfacente la stessa condizione iniziale:

y'(t)=Alt)y(t) +b(t), t>t,  y(t)=yo (6.6)
In questo caso, ricerchiamo la soluzione nella forma
y(t) = W(t)c(t). (6.7)

Pertanto,
y'(t) =W (t)elt) + W) (t) = A@)W (t)e(t) + W(t)c'(t) = A@t)y(t) + W(t)c'(1).

Dovra, pertanto, aversi:
it
) =WE b)) = clt) = clty) + / W(s)"'b(s)ds.
to

Al solito, imponendo la condizione iniziale, si ottiene
c(to) = W(to) 'yo
e, pertanto, dalla (6.7):

y(t) = O(t,to)yo + /tCI)(t, s)b(s)ds, t > to, (6.8)

to

¢ la soluzione del problema ai valori iniziali (6.6).
Osservazione 6.1 Nel caso in cui A(t) = A, t > to, allora si verifica facilmente che:
P(t,s) = A9,
Pertanto, le (6.5) e (6.8) divengono, rispettivamente:
y(t) = ey, > ¢, (6.9)
t

y(t) =" yo+ / b(s)ds, ¢ >t (6:10)

J g

Inoltre, nel caso in cui b(t) = b, t >y, quest’ultima diviene:

t—ig
y(t) = eAlttly, 4 / e’dsb, > (6.11)
0
Esercizio 6.1 Dimostrare che la (6.11) si riduce, nel caso in cui A sia nonsingolare, alla
pitt semplice espressione:
y(t) — eA(t—to)y[) + (CA(tftn) _ I)A*lb = eA(t—-to)(yD . y) + j}’ (612)

in cui y = —A~'b ¢ soluzione costante dell’equazione (anche detta soluzione di equilibrio, in
quanto in'y =y la derivata si annulla).
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E utile osservare, relativamente alla (6.12), che nel caso in cui A abbia autovalori tutti a
parte reale negativa, allora A ¢ nonsingolare, e quindi ¥ ¢ definito, e, inoltre, questo punto
di equilibrio ¢ anche asintoticamente stabile, poiché

y(t) =y, t — oo.

Possiamo riassumere questi argomenti, relativamente al caso autonomo, come enunciato del
seguente teorema.

Teorema 6.2 Dato il problema
y'(t)=Ay(t)+b, t>0,  y(0) =y,

in cui la matrice 0(A) C C (ossia, A ha tutti gli autovalori a parte reale negativa), allora
esiste ed ¢ unico il punto di equilibrio y = —A~'b. Inoltre, per qualunque scelta della
condizione iniziale yg:

y(t) — ¥, per t — oo.

6.2 Il caso discreto

Consideriamo, ora, il sistema di equazioni alle differenze lineari del primo ordine,
Ynt+1 = Anyn + bna n 2 ng, (613)

in cui assumiamo y,,b, € R™ (quest’ultimo vettore, noto per ogni n > ng), e A, matrice
m X m nongingolare, per ogni n > ng. Come per il caso continuo, si considera 1’omogenea
associata,

Yongl = AnY?u n 2 o, (614)

e l'equazione matriciale:
Wos1 = AW, n > ng, det(W,,) # 0. (6.15)
Da quest’ultima, si vede facilmente che, essendo
det(A,) # 0, n > no,

allora

n—1 n—1
det(W,,) = det (H A; I/V,m) = (H det(Ai)) det(W,,,) # 0, n > nyg.

i=nop i=nqo

Questo consente di ottenere la soluzione della (6.14), soddisfacente la condizione iniziale y,,,
nella forma
Vo = W,c = ‘[/VnT/V,;)lyno = @, Vg n > ng, (6.16)

dove la matrice fondamentale @, ,, soddisfa proprieta analoghe a quelle della controparte
continua:

e (I)n.k.q)k.s &= (pn,s.;

-1 _ .
° (I)ms = (I)Sgna
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e la matrice fondamentale & soluzione del problema:

(I)rz—i—l,rlg = Anq)n,nuu n 2 no, (I)ng.no = 1.

Per determinare la soluzione dell’equazione non omogenea (6.13), soddisfacente la condizione
miziale y,,, si porra
Yn = Wncn: n = ng, (017)

ottenendo pertanto:
Yoy = I/Vnwf—lc'n.—H = A, L/I/r'rzcn-l-l = AnYﬂ 4 I/I/TL+1ACTL‘ n > ng.
Imponendo la condizione iniziale, e richiedendo che la (6.13) sia soddisfatta, si ottiene:

— ] s r—1
Cno - IVHO ynga Cpnt1 = Cp + H/nq.lbna n 2 Nng.

Pertanto,

n—1
Cn=Walyno + D Wiiibs,  n 2,

0
i=ngp

da cui, per la (6.17),

n—1

Yn = q)n,ngyno + Z (Dﬂ.i+1bia n 2 ng. (618)

i=ng

Osservazione 6.2 Nel caso in cui A, = A, matrice costante, allora

Pp,s = A7,
e, pertanto, la (6.18) diviene:
n—1
Vo= A"y, + > A b, >,
=N
Inoltre, se anche b, =b, n > ny, e 1 # o(A), allora
y=I-A)""b (6.19)

¢ soluzione costante dell’equazione (anche detta, in analogia con in caso continuo, soluzione
di equilibrio). In tal caso, considerato che

n—1 n—ng—1
Z An_i_l _ Z Ai - (f . An_no)(f _ A)_l,
i=ng i=0

la (6.18) diviene (vedi (6.19)):
Yo =A""Ty, + (I —A"") I - A) b= A (v, — ) + ¥, n > ny. (6.20)

Analogamente a quanto avviene per il caso continuo, qualora fosse p(A) < 1, (I — A) sarebbe
nonsingolare e, quindi (6.19) sarebbe ben definito. Inoltre, dalla (6.20) segue che:

Yo Y, n — 00.

Analogamente al caso continuo, possiamo quindi enunciare il seguente risultato.
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Teorema 6.3 Dato il sistema di equazioni alle differenze
Yni1 =Ay,+b, n=012..., Yo assegnata,

per cui p(A) < 1, allora esiste ed ¢ unico il punto di equilibrio ¥ definito dalla (6.19). Inoltre,
per qualunque scelta della condizione iniziale yy:

Vn — Y, per n — 0.

6.3 Sistemi dinamici nel piano delle fasi

Esaminiamo il comportamento delle traiettorie di un sistema dinamico continuo di due va-
riabili, in cui si suppone di aver traslato il punto di equilibrio nell’origine, che assumiamo
essere 'unico punto di equilibrio:?

yf — Ay, A = RQXQ.
In questo caso, denotando con o(A) = {A;, Ay} e ricordando che \; # 0 # Ay, possono aversi
le seguenti possibilita:

AMAa >0

')\]_?é/\QER = {A1/\2<0

A semisemplice
A non semisemplice

.)\;1=)\2:)\€R = {

.)\l:)\zj\g#/\;g%R

che esaminiamo nel seguito.

Il caso /\1 # A ER

In questo caso, € possibile diagonalizzare la matrice A mediante una trasformazione di
similitudine reale, ottenendo le equazioni:

/ /
1 = A1y, Yy = A2yo.
Dividendo membro a membro, si ottiene:

dy:  Aaye _ L2

dy, My

da cui si ottiene facilmente che:
K
Y2 = CYy,

dove la costante ¢ dipende dalle condizioni iniziali. Si distinguono, a questo punto, i due
sottocasi:

e \1\; >0 = Kk >0. In questo caso si ottiene una famiglia di parabole passanti per
l'origine, in cui, a partire dal punto iniziale, il parametro ¢ descrive la traiettoria che
sara verso l'origine, quando Ay, Ay < 0, o si allontanerd da essa, quando Ay, Ay > 0: nel
primo caso si ottiene una configurazione a nodo stabile (vedi Figura 6.1 a sinistra); nel
secondo caso si ottiene una configurazione a nodo instabile (vedi Figura 6.1 a destra).

2Pertanto, assumeremo che la matrice A sia nonsingolare.
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Figura 6.1: configurazione a nodo stabile (a sinistra) e nodo instabile (a destra).

e \iAy <0 = £ <0. In questo caso, si ottiene una famiglia di iperboli che, eviden-
temente, non passano dall’origine (che & un punto di equilibrio instabile). Si ottiene, in
questo caso, una configurazione a sella (vedi Figura 6.2).

Il caso A\ =\, € R

In questo caso, Ay = Ay = A € R. Nel caso in cui 'autovalore sia semisemplice, allora &
possibile trasformare per similitudine mediante una matrice reale, ottenendo:
! /
=AM, Yo = A

Pertanto, procedendo in modo analogo a quanto visto prima si ottengono, nel piano delle
fasi, le curve
Y1 = CyYa,

ovvero un fascio di rette passanti per 'origine. Se A < 0, le traiettorie saranno dirette verso
l'origine, ottenendo una configurazione di nodo a stella stabile, mentre si allontaneranno da
essa se A > 0, dando una configurazione di nodo a stella instabile (quest’ultima, raffigurata
sulla sinistra di Figura 6.3). Nel caso in cui l'autovalore non sia semisemplice, si ottiene,
portando a forma di Jordan la matrice A, ovvero trasformando per similitudine la matrice A

nella matrice
A
1 A )

il sistema lineare di equazioni differenziali:
! /
Yi=A. Yo =+ A
La soluzione si vede essere data da:

yi(t) = (0)e™,  gu(t) = (12(0) + yu(0)t)e™.
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Figura 6.2: configurazione a sella (instabile)

Eliminando ¢ tra le due equazioni, si ottiene:

[ (0)
i (.111(0)

+ A

Y1

1o
: 1(0)

)

Questa definisce una configurazione a nodo degenere stabile (nel caso in cui sia A < 0) o
instabile (nel caso sia A > 0). Quest’ultima configurazione & raffigurata a destra in Figura 6.3.

Il caso A\ = X,

In questo caso, non ¢ possibile diagonalizzare senza ottenere delle equazioni nel campo

complesso. In tal caso, tuttavia, se

)\1:0[+7:,8, Agza*iﬁ?
e possibile definire una matrice reale T" tale che
T-1AT = ( @ ) = A
b «

Ponendo le variabili trasformate in coordinate polari.

Y1
Y2

()

o

cos
sin 6

)

imponendo che sia soddisfatta 'equazione differenziale, si ottiene:

pcost — 0 psind
P sinf +6'pcosé

() =(

Si perviene, pertanto, alle equazioni:

)

P = ap,

acost — [Fsinf
B cos# + asinf

n
Y2

s

I

(se28328) =4(2)

0 =p,
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Figura 6.4: configurazione a fuoco instabile (a sinistra) e a centro (a destra).

la cui soluzione & data da
p(t) = p(0)e®,  O(t)=60(0)+pBt, t>0.

Queste sono le equazioni di spirali che si avvolgono intorno all’origine. Le traiettorie spira-
leggeranno verso 'origine, se a@ < 0, dando una configurazione di fuoco stabile o si allonta-
neranno dall’origine, nel caso in cui sia a > 0, dando una configurazione di fuoco instabile.
Quest’ultimo & raffigurato a sinistra in Figura 6.4.

Nel caso particolare in cui si abbia a = 0, p(t) = p(0), t > 0. In questo modo si ottiene una
configurazione a centro, che vede I'origine come un punto di equilibrio stabile. Le traiettorie,
i questo caso, sono delle circonferenze, come raffigurato a destra in Figura 6.4.
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Il caso discreto

Nel caso di un sistema dinamico discreto di due variabili, in cui si suppone di aver traslato il
punto di equilibrio nell’origine, si ha:

y?t-f—l = Ay:u A & R?X‘Z‘

Denotando con o(A) = {A1, A2}, e ricordando che \; # 1 # )y, possono essenzialmente aversi
le seguenti possibilita:?
[Ai],[A2] <1 = nodo stabile;
s\ #FheR = IAil,[A2] >1 = nodo instabile;
[Adi] <1< |Aa] = sella;
Al <1 semisemplice nodo a stella stabile;

Al > 1 semisemplice nodo a stella instabile;

=
5
e Mi=X=)reR = ) _ .
Al <1 non semisemplice = nodo degenere stabile;
=

|A] > 1 non semisemplice nodo degenere instabile;

Al <1 = fuoco stabile;
e=A=X# N = [A\| >1 = fuoco instabile;
|A\|=1 = centro.

Esercizio 6.2 Sia dato il sistema di equazioni differenziali lineari:

, {0 1Y

per il quale l'origine é un centro. Dimostrare che utilizzando i metodi:
e d1 Fulero esplicito, l'origine diviene un fuoco instabile;
o di Bulero implicito, Uorigine diviene un fuoco stabile;

e dei trapezi, l'origine rimane un centro.

6.4 Risoluzione numerica di equazioni differenziali
Esaminiamo il caso in cui il sistema di equazioni differenziali lineare autonomo
y =4y +bh,

ammetta un punto di equilibrio y = —A~'b asintoticamente stabile. Traslando il punto di
equilibrio nell’origine, ci riconduciamo quindi allo studio dell’equazione omogenea

y' = Ay o(A) CcC™.

3nfatti, la matrice I — A deve essere nonsingolare. Inoltre, ometteremo per brevitd di trattare il caso in cui uno degli
autovalori valga -1, la cui trattazione & tuttavia assai semplice.
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In questo caso, mediante la trasformazione di similitudine (5.44)-(5.45) possiamo trasformare
il problema in forma di Jordan e discutere, quindi, equazioni o sistemi di equazioni differenziali
lineari della forma:

vy =Ny RN <0, (6.21)

ovvero

y=J\y= — y, R\ <0, J(\) eCr, (6.22)
1 A

dove A € o(A). Nel primo caso, (6.21) altri non & che I'equazione test (4.46) usata per
l'analisi di stabilita lineare dei metodi LMF. Pertanto, al fine di ottenere una soluzione
discreta asintoticamente stabile, dovra aversi ¢ = hA € D, la regione di assoluta stabilita
(4.50) del metodo (p, o) considerato, dove al solito h denota il passo di discretizzazione. In
questo caso, infatti, se il metodo ha k passi, allora le radici

Z’L(q)‘ 7.:17"':}‘:3

del polinomio di stabilita
m(z,q) = p(z) — qo(z) (6.23)

avranno tutte modulo minore di 1. Pertanto, soddisfacendo la soluzione discreta {y.}
U'equazione alle differenze lineari a coeflicienti costanti

P(E)yn — qo(E)y, = 0, (6.24)
dove, al solito, £ & 'operatore di shift, essa tendera a 0, per n — oo, in virtl del Teorema 4.5.
Osservazione 6.3 Osserviamo che, poiché per definizione,

m(2i(q),q) =0, Vq

ed essendo le radici z;(q) funzioni analitiche di q, allora seque che, per ogni i =1,... k:

dd—(;jﬂ(zi(q), ¢9)=0  j=0,1,....
Ad esempio:
7=0 :  p(z(q) — qo(=(q) =0, (6.25)
i=1 1+ [pa() — a0’ (zi(0)] Zi(a) — o(zi(q)) = 0. (6.26)

Nel caso (6.22), sara conveniente trasformare ulteriormente il problema in modo tale che

hA

1 hA
T-YhJ(M)T = N = J(q), q = h\.

1 hA
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Questo puo essere fatto mediante la matrice

1

hp-1

come ¢ facile verificare. In questo caso, la soluzione discreta soddisfera 1'equazione alle
differenze a coeflicienti matriciali

P(E)yn — J(q)o(E)y, = 0. (6.27)

Analogamente al caso di equazioni alle differenze scalari, cercheremo soluzioni della (6.27)
nella forma
e = &%, Z e Crr?, ceCP.

Conseguentemente, la matrice Z dovra soddisfare l'equazione matriciale:
7(2,3(0)) = p(2) - J(q)o(2) = O. (6.28)

In tal caso, Z si dira essere un solvente del polinomio matriciale 7(Z, J(g)). Vale il seguente
risultato.

Teorema 6.4 [ solventi dell’equazione matriciale (6.28) sono dati da:
essendo z;(q) le radici del polinomio (6.23). Essi commutano tra loro.

Dimostrazione. Infatti, poiché ¢;(q) := 7(2(¢),q) = 0 sullo spettro di J(g), segue che
di(J(q)) = m(zi(J(q)),J(q)) = O, cioé Z; = z(J(q)). Inoltre i solventi Z; commutano,
perché polinomi della stessa matrice.[]

Osserviamo che dalla definizione di funzione di matrice (vedi (5.46)) segue, ponendo

0
1 0
H=1J(q)—ql = L € RP*P,
1 0

che & chiaramente una matrice nilpotente di indice p:

Zi(ff))
‘ z(q
P 5.(]_].)( it B304 Z(Q)
F, o) 1! i .
=) L) Z/(q)
ey T 1 (')

Verifichiamo, a titolo di esempio, che essa & un solvente nel caso p = 2.* Utilizzando le
(6.25)-(6.26), si ottiene, in virtn della (5.46) ponendo, rispettivamente, f(-) = p(z(-)) e
f() =o(z()),

4 Argomenti analoghi possono essere utilizzati nel caso generale.
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p(Zi) = J@)o(Z;) = p(z(I(q))) — J(@)o(z:(J(q)))
= [p(z(@)] + p'(2i(a)z(0)H] — (¢I + H) [0(z:(q)) + o' (2:(q))#/(q) H]
= [p(z(a) — go(z:(@)] T + {{(p'(2:(0)) —qa’(zz(Q))] ilq) —o(z:(q)} H — 0’ (2(q)) 2
=0 perj{a (6.25) =0 per Ia (6.26) =0
= o,

(‘J
=
~—

m

in cui si ¢ sfruttato che p = 2 ¢ l'indice di nilpotenza di H.
Analogamente al caso scalare, si dimostra il seguente risultato.

Teorema 6.5 Se le radici {z(q)} sono tutte distinte, allora ogni soluzione della (6.27) ¢
della forma

k
i=1

dove i solventi Z; sono definiti dalla (6.30) ed i vettori {c¢;} sono indipendenti da n e
uniwocamente determinati dalle condizioni iniziali {yo, ..., yp_1}.

Come conseguenza, dalla (6.30) discende immediatamente il seguente risultato.

Corollario 6.1 Le sequenti proposizioni sono equivalenti:
1. la soluzione (6.31) della equazione (6.27) tende al vettore nullo, per n — 0o;
2. la soluzione nulla della equazione (6.27) ¢ asintoticamente stabile;
3. il raggio spettrale det solventi Z; é minore di 1, per ognii=1,..., k;
4. |Blg)| <1, i=1,....k;
5. q € D, la regione di assoluta stabilita del metodo (p,o).

Osservazione 6.4 Questo risultato continua a valere anche nel caso di radici multiple, ge-
neralizzando gli argomenti in modo del tutto analogo a quanto visto nel caso scalare (si veda
la Sezione 3.3) cosa che, per brevita, omeltiamo.

A conclusione di questa sezione, possiamo quindi asserire che I'analisi di stabilita lineare
vista per i metodi LMF, basata sull’equazione test scalare (4.46), continua a valere nel caso di
sistemi lineari autonomi aventi un punto di equilibrio asintoticamente stabile. Nel prossimo
capitolo vedremo che essa si estende, sotto opportune condizioni, anche al caso di sistemi
nonlineari.

6.5 Stabilita, condizionamento e stiffness

Nella precedente sezione, abbiamo visto che, per una corretta approssimazione numerica della
soluzione del problema

y' = Ay, t € [to, T, y(to) = yo € R?, o(A)={\,.... s} CC,
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¢ necessario che tutti i prodotti
q'j:h,Aj, ’.'2.31,...,8,

dove al solito A ¢ il passo di integrazione, siano contenuti nella regione di assoluta stabilita
del metodo utilizzato. E evidente che, nel caso in cui si avesse

max; ||

min |A;| < max |\ > 1, (6.32)

min; | ;]
questo potrebbe comportare severe restrizione del passo h, nel caso in cui il metodo utilizzato
abbia una regione di stabilita limitata (come nel caso dei metodi espliciti). Viceversa, non
vi sono restrizioni nel caso in cui il metodo utilizzato sia A-stabile.

In genere, si ¢ usi definire stiff un problema per il quale valga la (6.32). Tuttavia, questa
definizione di stiffness di un problema non ¢ molto precisa. Infatti, si supponga di avere, ad
esempio,

max; || [N 107

min; [A;] ~ [A]  10-6
Pertanto, se si utilizzasse il metodo di Eulero esplicito, dovremmo utilizzare un passo h ~
1077, che potremmo considerare piccolo. Tuttavia, la definizione di passo piccolo non pud
essere data in modo assoluto, nel senso che essa deve essere rapportata all’ampiezza T — ¢,
dell'ntervallo di integrazione: sarebbe corretto definire stiff questo problema nel caso in cui
fosse T'— 15 > 1, ma non lo sarebbe nel caso in cui si avesse, ad esempio, 17— t, = 107%.
Infatti, in questo caso, con appena 10 passi del metodo di Eulero esplicito potremmo ottenere
una approssimazione qualitativamente corretta. B pertanto evidente che la definizione (6.32)
di stiffness debba essere migliorata, in modo da cogliere questo aspetto fondamentale del
problema. Inoltre, nel caso s = 1 (ovvero, per un problema scalare), si otterrebbe sempre un
problema non stiff, il che puo non essere corretto. Per chiarire questo punto, si consideri la
solita equazione test (6.21). Se la condizione iniziale vale g, allora la soluzione & data da:

= 10",

y(t) = yoe =10,

Se la condizione iniziale venisse perturbata di d1, la soluzione subirebbe una perturbazione
Sy(t) = Sypet10),

Studiamo, quindi, il condizionamento di questo problema, ovvero stabiliamo di quanto si pos-
sono amplificare le perturbazioni iniziali, sulla traiettoria risultante. Si ottiene, considerando
una opportuna norma di funzioni:

loyll < [1eX=]] - [6yol.

Chiaramente, [[e*'~%)|| sara il numero di condizionamento del problema rispetto alla norma
considerata. Una norma che va sicuramente considerata & quella infinito,

L]

19ylloo = max |6y(2)

che quantifica il massimo errore commesso. Pertanto, denotando & = [|e*=)|| ., si ottiene:

16ylloc < # |0y0l.
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1.5 ; — ;

0.4 0.6 0.8 1

Figura 6.5: Norma 1 dell’errore.

Ha tufttavia anche senso considerare una sorta di media dell’errore, definita dalla seguente
norma (si veda Figura 6.5):

1 T
Syl = dy(t)|dt.
Iovlh = 7= [ bowco

In tal caso, denotando v = [[e* ~%)||,, si ottiene:

16y]l1 < v]dyol.

Chiaramente, per costruzione si ha
<oy = R,

Distinguiamo, in generale, i seguenti casi:
e x>~ v~ (O(1): in tal caso il problema ¢ ben condizionato in entrambe le norme;
e x> 7> 1: in tal caso il problema & malcondizionato in entrambe le norme;

e > v =~ O(1): in questo caso, il problema ¢ malcondizionato in una norma ma ben
condizionato nell’altra.

L'ultima tipologia di problema & quella che denomineremo stiff, ed il rapporto

o= —
~
sara detto rapporto di stiffness. Nel nostro caso, avendosi R(\) < 0, si avra (supponendo
i > to): .
k=, v [|A(T —to)]” =5 o == |A(T — tg).

Nel caso in cui si abbia un sistema di equazioni lineari, con

O'(A) = {/\],...,AS} « (Ci,
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per ciascuno dei modi associati a ciascun autovalore, si ottiene un corrispondente rapporto di
stiffness
oi = |N|(T — to), % 5= Loy 5 sl

Il problema si dira stiff se almeno uno di essi ¢ grande.” Supponiamo ora che
| Amin| = min | Ay, P == T |
1 2

Pertanto, si avra che il rapporto di stiffness del problema sara dato da:
0 = max o; = |Amax| (T — tg). (6.33)
2

In questo caso, se si volesse avere una informazione completa sulla dinamica, si dovrebbe
integrare fino a che la componente pitt “lenta” (quella legata a A;,) non si & smorzata. A

tal fine, dovra aversi

1
T—fo%r T

e, pertanto,
25 ‘ /\max I

e )
‘ /\min ‘

ottenendo, quindi, la definizione classica (vedi (6.32)). Se, tuttavia, si avesse

a

ATl]a)(
H > 1 ma | Amax | (T — to) =~ O(1),

¢ importante sottolineare che il problema non sarebbe stiff.

6.6 Sistemi dinamici positivi

Importanza particolare assumono, nelle applicazioni, sistemi dinamici in cui la soluzione deve
essere positiva. Si parla, in tal caso, di sistemi dinamici positivi. Esamineremo, nel seguito,
il caso di sistemi dinamici positivi discreti e continui. A questo fine, introduciamo le seguenti
notazioni valide per matrici (e vettori, in quanto particolari matrici). Sia A = (a;;) € R™*".
Diremo che:

e A# O, se esiste una coppia di indici (7, j) per cui a;; # 0;

o A> 0, sea; >0, per ogni i, j. In tal caso, A si dirda non negativa;

e A>0, se A>0 e A+ O. In tal caso, A si dira positiva;

e A> 0, sea;; >0 perognidj. In tal caso, A si dira strettamente positiva.

Similmente, se B & un’altra matrice avente le stesse dimensioni di A, allora A > B significa
A — B > 0O e, similmente, per le altre diseguaglianze.
Per matrici positive, vale il seguente risultato.

Teorema 6.6 (Perron-Frobenius) Sia A = (a;;) € R™", A > O. Allora I\ > 0, vo > 0
tali che:

5Questa definizione, molto intuitiva, pud essere generalizzata a tipologie pii ampie di problemi, come vedremo
successivamente.
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. AV(] = /\0V0,’
2. per ogni A € a(A), X # Ao, risulta [\ < Ao;
3. Ao € semplice.

Dimostrazione. Definiamo l'insieme:

A={A>0:3v>0tc Av > Av}.
Osserviamo che:
e A # (. Infatti, 0 < min;;a;; € A, conv = (1,...,1)7;

e VA€ A:0 <A, inoltre 0 € A (quindi A & limitato inferiormente);

e A ¢ limitato superiormente. Infatti, per ogni A € A risulta:
A< M= Z(i-,;j,
ij

poiché, se esistesse A > M e x > 0, tale che Ax > Ax (ovvero, A € A), allora seguirebbe,
denotando con e = (1,...,1)7,

MeTx < \eTx <elAx < Me"x,
il che ¢ assurdo. Pertanto, deve essere \ < M.

Pertanto, esiste il massimo di A, sia esso \g. Evidentemente, A\, > min;; a;; > 0 e sia, inoltre,
vy = 0 tale che Avy > Agvg. Per dimostrare il punto 1 della tesi, dobbiamo dimostrare che
la diseguaglianza e, in realta, un'uguaglianza e, inoltre, vy > 0. Se, per assurdo, non fosse
Avy = \yvy, allora si avrebbe

Avg — Avp > 0

e, pertanto, essendo A > O:
A(Avg — Agvg) >0 = A(Avy) > Ao(Avy).
In tal caso, tuttavia, sarebbe possibile determinare € > 0 sufficientemente piccolo tale che:
A(Avg) = (Mo + ) (Awvyp).
Ovvero Ag + & € A, contraddicendo il fatto che Ay = max A. Pertanto, dovra aversi
Avg = Aovop.
Inoltre, sempre per il fatto che A > O, risulta:
AoV = Avg >0 = vo > 0.

Per dimostrare il punto 2, si consideri un generico A € o(A), A # \g. Pertanto esistera un
vettore v = (v;) # 0 tale che Av = Av. Si consideri, ora, il vettore x = (|v;|) = 0. Pertanto,
Ax > |A|x e, quindi, |A| € A. Segue che |A| < X\g. Per dimostrare che la diseguaglianza &
stretta, si consideri la matrice

A=A -4,
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dove 0 > 0 ma sufficientemente piccolo da avere ancora As > . Poiché gli autovalori di
A sono quelli di A diminuiti di 6 (e con gli stessi autovettori), segue, utilizzando argomenti
analoghi a quelli appena utilizzati, che

[A=d]< X -0

Se fosse anche |A| = g, seguirebbe che R()\) > Ag, ovvero A = ), il che contraddice Iipotesi
A # Xg. Pertanto, dovra aversi |\ < .

Per dimostrare, infine, il punto 3, dimostriamo prima che Ay ha molteplicita geometrica un-
guale a 1 e, successivamente, che ¢ semisemplice (e, pertanto, semplice poiché, in questo caso,
molteplicita geometrica ed algebrica coincidono). Se, per assurdo, x € R" fosse un altro au-
tovettore relativo a A, linearmente indipendente da vy, allora sarebbe possibile determinare
o € R tale che:

vop+ax >0 e, inoltre, min(vy + ax); = 0.
7

Questo ¢ tuttavia assurdo, poiché
Ao(vo + ax) = A(vp + ax) > 0.

Rimane da dimostrare che A & semisemplice. Se cosi non fosse, allora esisterebbe una catena
di Jordan di lunghezza almeno 2 e, pertanto, un vettore x tale che:

AX = Mx + vy = (A — XD)x = vy.

Tuttavia, essendo AT > O, esisterebbe yq > 0 tale che ATy = Myo. Seguirebbe, pertanto,
che
0<ysvo=yo(A—=XI)x= (Ao — Ao)yex =0,

il che ¢ assurdo. Pertanto, 'autovalore deve essere semisemplice e, quindi, semplice. (]
Osservando che se
X € o(A) & Neold), i20,
con stesso autovettore, e facile dimostrare il seguente risultato.

Corollario 6.2 Se 3k € N tale che A* > 0, allora valgono le stesse conclusioni del Teore-
ma 0.0.

Similmente, utilizzando gli stessi argomenti usati nella dimostrazione del Teorema 6.6, se
ne dimostra la seguente versione debole.
Teorema 6.7 Sia A € R"", A > 0. Allora A\g > 0, vy > 0 tali che:

1. flV() = AOVO;

2. per ogni X € o(A), risulta [N < Ao.

L’autovalore Ay = p(A) dei precedenti risultati ¢ detto autovalore dominante di A. 1
corrispondente autovettore e detto autovettore dominante.

Per 'autovalore dominante di una matrice A > 0 valgono le seguenti limitazioni. Sia
vy = 0 l'autovettore dominante che supponiamo normalizzato in modo tale che

elvy =1, e=(1,...,1)7.
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Pertanto

n
— a7 _ E
/\0 =€ AV{) = (CI, 2 Hd CR)VU, CYJ = Qi
i=1
da cui

T n
min E a;; < A < max E Q. (6.34)
i 4 j '
=1 i=1

Ripetendo un ragionamento analogo con A7, si perviene a

n T
min E ai; < Ap < max E Qi (6.35)
'3 K3
i=1

j=1

e, quindi,
n mn n n
max { 1min E @;;, Min E ai; ¢ < Ap < min { max E @;j, Max E aij ¢ .
i £ : g = ' i J
i=1 i=1 j=1 i=1

Alcuni esempi

o A = ( i 1 ) >0 e X =2=p(A). Latro autovalore & A\ = 0 che ha modulo
minore di Ay.
o A= (1} 1 ) > 0. Tuttavia A% = 1 é > (O, cosicché si applica il Teorema di
Perron Frobenius. Inoltre, dalle (6.34)-(6.35) segue che
1 <X 2.

Infatti, risulta

mentre 'altro autovalore ¢ /B
1—+b _
X = ~ —0.618.
2
0 1 _ 2 " - , o .

o A = 10 ) In tal caso si ha: A% =1, A*' = A i > 1, e, quindi, si applica

solo la forma debole del Teorema di Perron-Frobenius. Infatti, risulta Ay = 1 ma l'altro

autovalore & A = —1, avente lo stesso modulo.

6.6.1 Sistemi dinamici positivi discreti
Sia dato il sistema di equazioni alle differenze lineari autonomo
Yni1 = Ay, + b, n > ng. (6.36)

Se
A>0, b>0, (6.37)

parleremo di un sistema dinamico positivo (discreto). Il motivo di questa definizione discende
dalla seguente ovvia proprieta.
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Teorema 6.8 Dato il sistema dinamico positivo (6.36)-(6.57), seque che

Yy 2 0 = Yn > 'D, n > ng.

Chiaramente, se la matrice (/ — A) & nonsingolare, si avra che
y=I-A4)""b (6.38)

¢ un punto di equilibrio per la (6.36). Per i sistemi dinamici positivi, vale il seguente
Importante risultato.

Osservazione 6.5 Osserviamo che la matrice
(I —A)), A>0,

nella (6.38), sarebbe, qualora si avesse p(A) < 1, una M-matrice (vedi Definizione 4.5).
Pertanto, in virti, del Corollario 5.4, (I —=A)"' > 0. Owvvero, essa ¢ una matrice monotona
(si veda I’Osservazione .5).

Esercizio 6.3 Dimostrare le proprieta (4.27)-(4.29) per una generica M -matrice.

Teorema 6.9 Esiste un punto di equilibrio § > 0 di (6.56)-(6.37) se e solo se p(A) < 1.

Dimostrazione. Se p(A) < 1, la matrice (I — A) & nonsingolare e, inoltre,
F={I-4)"h=3" A% > .
i>0

Viceversa, se 3y > 0 tale che

(I — Ay =b,
allora, detto u, = 0 lautovettore di A7 relativo all’autovalore dominante Ao = p(A), si ha:
ul(I- Ay = (I-d)uly = uib > 0.

Essendo ul'y > 0, segue quindi che 1 > p(A). Da questo segue anche che y ¢ unico (¢ infatti
dato dalla (6.38)).

In altri termini, per un sistema dinamico positivo discreto, lesistenza di un punto di
equilibrio a componenti positive equivale alla sua asintotica stabilita.

Il modello di Leslie

Questo modello descrive 'assetto demografico di una popolazione di individui omogenea,
strutturata in classi di eta. Sia dunque I la ety massima di sopravvivenza di un individuo e
si suddivida questo arco temporale in m sottointervalli di ampiezza

T=L/m.

Questa ampiezza temporale sard assunta come unita di tempo discreta. Pertanto, denotiamo
con
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il numero di individui di et compresa tra [(i —1)7,i7[, i = 1,...,m, e cerchiamo di descrivere
la loro dinamica temporale. Si avra:

sl 1) = Bami(k), t=1,...,m—1,

dove
0<p <1, it=1,....m—1,

¢ il coefficiente di sopravvivenza degli individui della classe i-esima nel periodo di tempo 7.
La prima classe di eta conterra, invece, tutti i nuovi nati:

El(llf + 1) = Z(}ftﬁ?i(k),
1=1

dove gli a; > 0 sono i coefficienti di natalita delle rispettive classi di eta. Pertanto, si ottiene
il seguente sistema dinamico discreto:

ml(k -+ J.) ay ... Qg Oy xl(;")
ok + 1 3 x9(k
X(k+1) _ 2( . ) _ M1 - Iz'( )
.’L'm(.llﬁ + 1) ﬁm—l Tm('l")
= Ax(k), k> 0. (6.39)

Si verifica facilmente che
x(0) >0 = x(k) >0, k>0.

Osserviamo che A > O e, pertanto, esistera una autovalore dominante A\, > 0. Ai fini di una
analisi pit approfondita, sara utile trasformare per similitudine la matrice 4 come segue:

ay .. dmfl é5m
- 1
= ) =T-LAT (6.40)
1
COIl
1

B i—1
T = 313 e & =a Hﬁj =0, i=1,...,m. (6.41)

j=1

[T 8

Infatti, la matrice A & una matrice di Frobenius, il cui polinomio caratteristico & dato da

m
p(A) =A™ = > " &A™, (6.42)
i=1
Osserviamo che, dalla (6.41), segue immediatamente che
a; =0 & a; =0, 1=1,....m.

Siamo ora in grado di dimostrare il seguente risultato.
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Teorema 6.10 Se da; > 0, allora Ao > 0 e Uautovettore dominante della matrice A hg
componenti tutte positive.

Dimostrazione. Se esiste almeno un coefficiente o; # 0 allora il polinomio (6.42) avra
almeno una radice non nulla e, pertanto, una positiva di modulo massimo. Per dimostrare
che il corrispondente autovettore dominante ha componenti tutte positive, consideriamo la
matrice trasformata A in (6.40), in quanto la matrice di trasformazione T & diagonale a
componenti positive. Sia dunque v = (v;) > 0 tale che

Av = )\ov.
Pertanto, si ha
v; :)\(]?-',j+|, 3 = 1,...,?‘.”!‘1,
¢, quindi, tenendo conto della (6.42),
. 7
V= ( 6” I', SR )\(1], /\8 ) > 0.0

Pertanto, se A\, & semplice e non vi sono altre radici dj modulo uguale, avremo che la dinamica
st allineera nella direzione dell’autovettore dominante. Questo implica che la percentuale di
individui in ciascuna classe di eta rimane costante. Infatti, detto v 'autovettore dominante,
s avra, per la successione definita dalla (6.39),
x(k) ~ cAkv, k> 0.
Pertanto,
z;(k) v;

e wi(k) vy

Il seguente risultato garantisce che questo avvenga.

Teorema 6.11 (Ostrowski) Se il massimo comun divisore degli indici dei coefficienti Q;
positivi € uguale a 1, allora esiste unq radice semplice e positiva, Ny, di p(\) che maggiora in
modulo tulte le altre radici.

Corollario 6.3 Se esistono due coefficienti consecutivi o positivi, allora il Teorema di Ostro-
wski vale.

Il caso piu stavorevole, dal punto di vista della dinamica, ¢ quello in cui uno solo dei
coefficienti oy & diverso da zero, mentre gli altri sono tutti nulli. Supponiamo, per semplicita,
che sia o; = 0, § = L....om—1,eq, > 0. In questo caso, gli autovalori sono (a meno
del modulo) le radici m-esime dell’'unita e, pertanto, avremo la sovrapposizione di moti
periodici che portano al cosiddetto fenomeno delle ondate di popolazione, talora effettivamente
osservato nella realta.

Il calcolo del pagerank di Google

Google ¢ un motore di ricerca per Internet, sviluppato da Larry Page e Sergey Brin, quan-
do erano studenti all'Universita di Stanford. Essi, dopo aver sviluppato la teoria secondo
cui un motore di ricerca basato sull'analisi matematica delle relazioni tra siti web avrebbe
prodotto risultati migliori rispetto alle tecniche empiriche usate precedentemente, fondarono
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la: Google Inc. nel 1998. Come vedremo, questa teoria si basa sull’applicazione dei risultati
precedentemente studiati sulle matrici positive.

Lo strumento essenziale per poter fare efficientemente ricerche sy Internet ¢ Vordinamento
dei siti in base alla loro importanza: esso & denominato pagerank. A tal fine, il principio al
quale Page e Brin si sono ispirati € il seguente:

“una pagina ¢ importante se ¢ referenziata da tante pagine importants.”

Un interessante modello che rispecchia questo principio & quello del random surfer che, par-
tendo da un sito o pagina (url®) a caso segue, successivamente, un link a caso tra quelli che
sl trovano sulla pagina corrente. Proseguendo questo processo all'infinito, I'importanza di
clascuna pagina corrisponde alla frazione del tempo spesa all’interno della pagina stessa. Se
ora pensiamo al web come ad un grafo orientato, W = (V. E), nel quale V & I'insieme dei
nodi (che identificano le pagine web o url) con V| = n il numero degli stessi, ed E & I'insieme
degli archi (che rappresentano i link) tra le pagine, il precedente modello porta a definire
I'importanza della pagina i come:

Rigo= Z i t=1,...,n, (6.43)
(j—i)eE Ti

dove (j — i) denota il link che dalla pagina j punta alla pagina i, mentre fi € il numero di
link uscenti dalla pagina J. Formalmente, se definiamo la matrice 7

se (j —1i) € E,

0, altrimenti, (6.44)

L=(l;) e R™, %:{

allora: "
5=t  j=1.. (6.45)
i=1

Pertanto, definendo la matrice

H=EEF (6.46)
con
st s
F = : fj:{gf | ;’g}cio (6.47)
24
¢ definendo il vettore del pagerank
X=(Z1,...,2,)7,
la (6.43) puo essere riformulata come
x = Hx, (6.48)

ovvero x ¢ l'autovettore destro di H relativo all'autovalore A = 1. Infatti, se consideriamo
la i-esima componente dei due vettori nella (6.48), si ottiene, in virtlt delle (6.44)-(6.47) e
denotando con e; € R” I'i-esimo vettore della base canonica:

N mn "I
ri=ex=e Hx=e LFx = (L fi .l f)x = Zlijffff’j = Z }-i
7]

J=1 (i—i)elE

% Acronimo di uniform resource locator, ovvero l'indirizzo Internet del sito web.
“Si tratta della trasposta della cosiddetta matrice di adiacenza del grafo W.
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che coincide con la ( 6.43).

Tuttavia, il modello (6.48) & incompleto perche molte pagine sono senza fink in uscita, per
cul, se il random surfer entrasse iy una di queste, non ne uscirebbe pit. Da un punto di vista
algebrico, questo significa che \ = 1 potrebbe non essere un autovalore di A. Per ovviare a
questo problema, si ipotizza che quando il random surfer entra in una pagina senza link in
uscita, allora salti casualmente ad una pagina qualunque del wed. Algebricamente, questo si
traduce nel richiedere che

x=(H+vd")x = 5x, (6.49)
dove .
Ve=te, e=(1,....1)T e R, (6.50)

e (vedi (6.47))

1, se fi = (),

- T =1 £ ft —
d—(dh...,dn) s (];—1 fz.fz {U, se f1>0

Teorema 6.12 La matrice S definita in (6.49) soddisfa le sequenti proprietq:
1. 820
2. €78 = eT;
I A =1 ¢l raggio spettrale di S.

Dimostrazione. La dimostrazione dei primi due punti ¢ immediata, Riguardo all'ultimo
punto, osserviamo che dal secondo segue che A\ = 1 & autovalore di ST e, quindi, di 9.
Osservando che p(S) < [S]| per ogni norma indotta su matrice, la tesi si completa in virtii
del punto 1, da cui si ottiene: 1 = 1€7Sloo = ||5]|.O0

A questo punto, osserviamo che affinché il pagerank (6.49) abbia un significato fisico, &
necessario che esso abbia componenti positive e, utilizzando la normalizzazione

Ix][i = e"x =1, (6.51)

sia, inoltre, unico. Questo discenderebbe dal Teorema di Perron-Frobenius 6.6, nel caso in
cui S > O. Al fine di garantire il soddisfacimento di questo requisito, si modifica il problema
(6.49) come segue. Per un dato p € (0,1), ricercheremo (vedi (6.50))

X =25(p)x = (pS+ (1-p)vel) x. (6.52)

Praticamente, questo significa che, arrivato in una data pagina, il random surfer sceglie la
pagina successiva come descritto in precedenza, con probabilita P, ovvero saltando a caso su
una qualunque pagina del web. con probabilita (1 — p). Chiaramente, per p = 1 ritorniamo
al caso precedente ma, se p # 1, otteniamo che S(p) > O, essendo ve” > O. Infatti,
quest’ultima matrice ha elementi tutti uguali a 1/n. In tal modo, le ipotesi del Teorema 6.6
sono soddisfatte e, quindi, esistenza ed unicita del vettore x, a componenti positive, ¢
garantita. Inoltre, ancora una volta si avra (vedi (6.50) e Teorema 6.12),

IS@)Ih = lle"SP)lw =1, pe(0,1). (6.53)
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Osservazione 6.6 Chiaramente, pid p in (6.53) ¢ prossimo a 1, tanto pit S(p) sard una
fedele modellizzazione del web.

Per il calcolo del Google pagerank (6.52) & possibile utilizzare una versione semplificata
del metodo delle potenze per la ricerca dellautovalore dominante. Infatti, partendo da un
vettore xq tale che

Xp > 0, eTx{} = ”X()”l = 1,

si esegue Diterazione

Xp = S(p)Xk—1, k> 1. (6.54)
Si dimostra facilmente per induzione che, in virtn della (6.53):
xg 0, 1%l = eTS(p)XA.,l —elxy, g = I%k1]1 = 1, k>1. (6.55)

Osserviamo che, per la (6.55), e tenendo conto di (6.50)-(6.53), la (6.54) puo essere formal-
mente riscritta come un sistema, dinamico positivo:

X = Ax;_1 + b, k>1,

CcoIl

P e
A=pS20, pA)=p<1, b=1"Pe.
n
Il corrispondente punto di equilibrio, ovvero il vettore del pagerank, ¢ dato da:

1

x=(I-A) b= ;p(f —pS)le,

che & positivo, in quanto (I = pS) & una M-matrice. Pertanto, x ¢ asintoticamente stabile,
in virtl del Teorema 6.9. Quest ultima proprieta puo essere dimostrata direttamente come
segue.

Teorema 6.13 x;, — x per k — oo.

Dimostrazione. Sia {x;} la successione generata dall’iterazione (6.54). Dalla (6.52), te-
nendo conto della (6.51) e del fatto che

e’ (x; —x) =0,

si ottiene che, per 0 < p < 1:

I

1S (P) (X1 = %)[I1 = ||pS (x5_1 — x|y
< plSIh - lxk-1 — x||; = plIxe—1 — x|
s pkag—XHI < 2pF = 0, k — 00. [

1%k — x|

Osservazione 6.7 Dalla dimostrazione del precedente teorema, discende anche un criterio
di arresto per Uiterazione (6.54). Infatti, per ottenere un’accuratezza 2tol, sard necessario
un numero massimo di [logtol/log p] iterazions.

Da questo si evince come, sebbene valor di p piu prossimi a 1 diano una riproduzione
“pit fedele” del web, nondimeno questo peggiora le proprieta di convergenza del metodo delle
potenze. Studi in proposito, indicano in p = 0.85 un buon compromesso tra accuratezza ed
efficienza.
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Analisi biblometriche ed il problema del PaperRank

E interessante osservare che, utilizzando la stessa matematica del Google PageRank, € pos-
sibile modellizzare altri problemi, come fatto di recente in [3] per 'analisi bibliometrica. In
questo caso, il problema e quello di stabilire 'importanza delle pubblicazioni scientifiche,
problema molto sentito nella valutazione della ricerca. In analogia con il modello del random
surfer del web, in questo caso si puo definire un analogo random reader che, partendo da una
pubblicazione a caso, passa a leggerne (in tempo costante) un’altra scelta a caso tra quelle
citate in bibliografia. Pertanto, partendo dal principio che

“un lavoro e importante se e citato da tanti lavort importanti,”

si conclude che 'importanza dello stesso e data dalla frazione di tempo che il random reader
spende leggendo detta pubblicazione. E evidente che, definendo con z; I'importanza del
lavoro i-esimo, la formalizzazione algebrica (6.43)—(6.48) continua a valere, se si conviene di
interpretare I'esistenza dell’arco j — ¢ come il fatto che la pubbicazione j citi la pubblicazione
. Una differenza consiste tuttavia nel fatto che adesso, al fine di garantire che 1 sia un
autovalore della matrice H, si modifica quest’ultima assumendo che ogni pubblicazione si
autociti.® In altri termini, si definisce

S=(L+1)G, (6.56)
dove I e, al solito, la matrice identita, e

g1
dn

j=1,...,n. (6.57)

E immediato verificare che il Teorema 6.12 continua formalmente a valere anche per la matrice
S definita dalle (6.56)-(6.57). Pertanto, al fine di garantire 'esistenza ed unicita del vettore
del PaperRank® a componenti positive, la matrice S ¢ modificata come in (6.52), con p €
(0,1), p =~ 1. Infatti, in questo caso si potra ora utilizzare il Teorema di Perron-Frobenius.

E altresi possibile vedere di quanto si modifichi il PaperRank in funzione della scelta del
parametro p. Denotando, questo, come x(p), tale che

x(p) = S(p)x(p), (6.58)
vale infatti il seguente risultato.
Teorema 6.14 Con riferimento al vettore definito in (6.58), si ha:

I—p

x(p) = x+ e, (6.59)
dove x = x(1), e il vettore e é definito nella (6.50).

Dimostrazione. Osservando che x(1) =x e (vedi (6.58)) x(0) = v, si ottiene 'approssima-
zione

x’(l)%%ﬁ(o):x—v.

8Questa scelta risulta essere preferibile, al fine di non modificare le proprieta di riducibilita della matrice.
91n analogia con il vettore del PageRank di Google.
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Pertanto,
1—p

x(p) ~ (1) + (p = DX (1) = px + —

e.
U

Osservazione 6.8 Pertanto, dalla (6.59) segque che, per p ~ 1, x(p) ¢ dato dal vettore esatto,
a meno di una perturbazione molto piccola (1 —p)/n) positiva ed uniforme sulle componenti
del PaperRank.

Da questo modello, ¢ altresi possibile derivare una euristica (matematicamente) pitt cor-
retta, per fare un’analisi bibliometrica con informazione solo locale. Infatti, ¢ attualmente in
voga il contare il numero delle citazioni di un lavoro. Matematicamente, questo equivale al
vettore (vedi (6.44))

c= Le. (6.60)

Dal modello del PaperRank, e in particolare dalle (6.43)—(6.47), si deduce essere invece pit
appropriato 'utilizzo del vettore delle citazioni normalizzate, definito da

Cnorm = LFe = He. (6.61)

In pratica, questo significa normalizzare ogni citazione per il numero di elementi presenti nella
bibliografia del lavoro che contiene la citazione stessa. Pertanto, nello spirito del modello del
random reader, una citazione da un lavoro con pochi elementi in bibliografia, varra “di pin”
di una citazione che deriva da un lavoro con una bibliografia molto folta. E facile vedere
che il vettore delle citazioni normalizzate (6.61) altro non ¢, a meno di un fattore n, che
il primo passo del metodo delle potenze, applicato alla matrice H, partendo dal vettore
costante. Inoltre, le sue componenti si possono calcolare in modo indipendente (e quindi,

solo con informazione locale), note le citazioni del singolo lavoro i-esimo. E possibile vedere
che questa nuova euristica ¢ sostanzialmente pin efficace di quella basata sul mero numero
delle citazioni (6.60), come evidenziato in [3].

6.6.2 Sistemi dinamici positivi continui

Nel caso continuo, un sistema dinamico positivo e, nel caso lineare, della forma

y=Ay+b, y(0)=yo (6.62)

con
b > 0, A=B—-cI, con B=(b;)>0 e c>0. (6.63)

Una matrice A siffatta & detta matrice di Metzler. Vale il seguente risultato.
Teorema 6.15 Sia dato il sistema dinamico positivo (6.62)-(6.63). Allora
Yo =0 = vt} >0, Viz0.

Dimostrazione. Infatti, supponendo che si abbia y(¢) > 0, con y;(t) = 0, si avrebbe

yi(t) = Zb@ﬂ!j(t)—k b; >0.0
7 =0

>0
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Poiché B > O, segue che Ao € o(B) tale che )\, = p(B). Nel caso in cui fosse ¢ > Ao,
allora la matrice A sarebhe nonsingolare, e la (6.62) ammetterebbe il punto di equilibrio

y=-A""D = (cI - B)'b. (6.64)
Chiaramente, avendosi
A €o(B) = p=A—cé€o(A),

segue che R(p) < A\g—¢ < 0 e, pertanto, il punto di equilibrio (6.64) & asintoticamente
stabile. Analogamente al caso discreto, vale il seguente risultato.

Teorema 6.16 Esiste un punto di equilibrio Yy >0 di (6.62)-(6.63) se e solo se alA) & C~.

Dimostrazione. Se o(A) C C~, allora dovra aversi ¢ > Ao = p(B) e pertanto, dalla (6.64)
segue che:

y=(I-B)"b=c">"(c'B)"b>q,

n=0

in quanto b > 0, ¢c7'B > O, ¢ p(c7'B) < 1.
Viceversa, se esistesse ¥ > 0 tale che

Ayz(cf—B)y=b>0,
allora, detto u, = 0 il vettore tale che BTy, = Aoug, si avrebhe:
uj (] — B)y = (c— Ao)ui¥ =ulb > 0.

Essendo ul'y > 0, segue quindi che ¢ > A\, = p(B) e, pertanto, o(A) C C~. Inoltre, il punto
di equilibrio risulta essere unico (in quanto dato dalla (6.64)).0

Quindi, analogamente al caso discreto, anche per un sistema dinamico positivo continuo,
Uesistenza di un punto di equilibrio a componenti positive equivale alla sua asintotica stabilita.
Osservazione 6.9 La matrice (vedi (6.64))

M = cI — B, B> {4, p(B) < e,

e una M-matrice, come definita in Sezione 4.3.1 (Definizione 4.5).

Osservazione 6.10 Da guanto su esposto, si conclude che le M-matrici svolgono un ruolo
Jondamentale nell’ambito dei sistemi dinamici lineari positivi, sia continui che discreti. Inol-
tre, il ruolo che nel discreto ¢ svolto dalla matrici positive, nel continuo ¢ svolto dalle matrici
di Metzler.
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Modello di corsa agli armamenti

In questo caso, si formula un modello a tempo continuo che descrive il livello di armamenti
tra due nazioni in competizione. Esso fu formulato originariamente dal matematico inglese
L.F. Richardson, che lo generalizzo anche al caso di pitt nazioni. Siano, dunque, z(t) e y(¢) i
livelli di armamento delle due nazioni. Pertanto:

2(t) = —aw(t)+by(t) + &,
y(t) = cx(t) - dy(t) + no,
dove tutti i coefficienti sono positivi:
e ¢ e d sono denominati coefficienti di affaticamento
® b ¢ ¢ sono denominati coefficienti di competizione:

e infine, i livelli “basali” & e 7y sono tipicamente dipendenti dalle connotazioni culturali
delle popolazioni.

In termini vettoriali, si ottiene un sistema dinamico positivo continuo:

() =) )+ (3),

In virtu del risultato del Teorema 6.16, esistera un punto di equilibrio asintoticamente stabile,
se e s0lo se esso avra componenti positive. In questo caso, applicando la regola di Cramer, il
punto di equilibrio per il livello di armamenti si vede essere dato da:

_ &+ bng o Cotan
Y ad —be ad — be

Quest ultimo avra componenti positive se e solo se
ad > be, (6.66)

ovvero se il prodotto dei coeflicienti di affaticamento & maggiore del prodotto dei coefficienti
di competizione.

Osserviamo che la condizione (6.66) implica che avere un esercito che costi “poco”, e/o
poter acquistare armi a costi bassi, implica una destabilizzazione dello scenario.

In Figura 6.6 ¢ raffigurata la dinamica nel caso in cui (6.66) ¢ verificata e, pertanto, si
raggiunge un livello di equilibrio (situazione di pace). Viceversa, in Figura 6.7 ¢ raffigurata
la- dinamica in un caso in cui la (6.66) non vale e, pertanto. i livelli di armamento divergono
(situazione di conflitto).
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L1 |

Figura 6.6: Modello (6.65),a=2,b=1,¢c= 1,d =2, per cui la (6.66) & verificata.

Figura 6.7: Modello (6.65),a=09b=2¢= 1,d = 2, per cui la (6.66) non & verificata.



