Capitolo 10

Cenni sulla risoluzione di equazioni
alle derivate parziali

In questo capitolo, vedremo brevemente come sia possibile utilizzare 'apparato metodologico,
visto per le equazioni differenziali ordinarie, per il trattamento numerico di problemi evolutivi
descritti da equazioni alle derivate parziali lineari. Per la precisione, esamineremo i problemi
di tipo parabolico cd iperbolico, con un cenno alle equazioni di trasporto ¢ diffusione, che
sl incontrano comuneniente in molte applicazioni. In entrambi i casi, utilizzeremo la stessa
teenica di risoluzione, denominata metodo delle linee, che consiste nella semidiscretizzazione
delle derivate spaziali del problema. Si oftiene, in questo modo, un sistema di cquazioni
differenziali ordinarie (lineari, nel nostro caso), caratterizzato dal fatto che, al tendere del
parametro di discretizzazione spaziale a zero, tende ad avere dimensione infinita. Pertanto,
nelle questioni di stabilita lineare, non si potranno utilizzare gli stessi argomenti visti per
1 sistemi a dimensione fissa. Per questo motivo, sard necessario introdurre la nozione di
spettro dell’operatore infinito limite, i cui autovalori determineranno le condizioni richieste
per l'analisi di stabilita lineare. Per questo motivo, cominceremo trattando degli operatori
infiniti.

10.1 Famiglie di matrici ed operatori di Toeplitz a banda

Una matrice di Toeplitz ha elementi costanti lungo le sue diagonali.! Particolari matrici di
Toeplitz sono quelle a banda: una matrice di Toeplitz a banda di dimensione N avra una

struttura del tipo
g P ag

Tn=1 a,, a ) (10.1)

A_ym ... Qo NxN
in cui ap denota 1'elemento (costante) sulla diagonale ¢ = j — ¢, dove (4, 7) sono gli indici

dell’elemento generico su questa diagonale. In particolare:

e se £ > 0 si trattera della f-esima sopradiagonale;

L Abbiamo gia incontrato le matrici di Toeplitz triangolari inferiori, nel Capitolo 4.
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e se /=0 si tratta della diagonale principale;
e sc { < 0 sl tratta della (—£)-csima sottodiagonale della matrice.

Pertanto, la matrice Ty avra ampiczza di banda superiore pari a k ed inferiore pari ad m.
E evidente che la famiglia di matrici {Tn} € completamente caratterizzata dal seguente
polinomio,

k
p(z) = Z a; 2" € s (10.2)

definito dai coeflicienti delle diagonali. Sara altresi utile introdurre il corrispondente simbolo,
che e la funzione razionale definita come:

k

g(2) =2""p(2) = Z a;2", (10.3)

i=—m

Ricordiamo, inoltre, la Definizione 4.5 di tipo di un polinomio: un polinomio p(z) € 11 si
dird avere tipo (ky, ko, k3) se esso ha:

ey radici di modulo minore di 1;
e ko radici di modulo 1;
e kg radici di modulo maggiore di 1.

Chiaramente, dovrd aversi ky + ke + k3 = k. Ricordiamo anche che i polinomi di tipo (A, 0, 0)
sono i polinomi di Schur, mentre quelli di tipo (ki, k2,0), con le radici di modulo 1 tutte
semplici, sono i polinomi di Von Neumann. E possibile dimostrare il seguente risultato.

Teorema 10.1 Se il polinomio (10.2) associato alla famiglia {Tn} ha tipo (m,0, k), allora
le matrici della famiglia sono nvertibili (in generale, da un certo indice N in poi) e, inoltre,
i loro numeri di condizionamento, {k(Tn)}, sono uniformemente limitati. Ovvero, Iy > 0
tale che:

K(Ty) <7, VN > N. (10.4)

Dimostrazione. Vedi [2, Teorema 3].0

Osservazione 10.1 Osservando che, facendo riferimento alle norme I 0 o0,

k
| Tnll = Z la;| = K, VN > 1+ max{m, k},

i=—1m
dalla (10.4) seque che, se il polinomio (10.2) ha tipo (m,0,k), allora
T < vK~', VN >N,

ovvero, le matrici della famiglia hanno inversa con norma uniformemente limitata rispetto
alla loro dimnensione.
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Sotto le stesse condizioni, risulta essere invertibile con inversa continua ’operatore infinito

T = lim Ty. (10.5)

N—=o00

Vediamo di rendere pit precisa questa affermazione. La matrice infinita T' pud esscre
riguardata come un operatore lineare definito nello spazio di Banach delle successioni infinite,

‘ T
b = {x =(w 2 )t x|I< oo},
munito della norma

o
Il =) Jal.
i=1

Definizione 10.1 Sia dato T : /; — ¢, operatore lincare con norma limitata (ovvero, ||T|| <
00 ). Esso di dira invertibile con inversa continua se:

IL.Vyetl,Ixect, : Tx=y;
2. 3 >0 ||Tx|| > plx]], Vx € 4.
In tal caso, T ammette un’inversa limitata:
1T < p (10.6)

Osservazione 10.2 La prima condizione richiesta nella precedente definizione garantisce,
evidentemente, la suriettivita dell’operatore. Similmente, la seconda condizione garantisce la
sua iniettivitd:? infatti, se si avesse Tx, =y = TX,, sequirebbe che

0= 0]l = |T(x1 — x2)|| = pllxs — x| = Xi = Xp.
Osscrviamo che la propricta (10.6) vale anche nel caso di matrici di dimensionce finita,
come si deduce dal seguente risultato.

Teorema 10.2 Sia T € RN*N. Se 3 > 0 tale che, per ogni vettore x € RV : | Tx|| > pl|x]],
allora T ¢ nonsingolare e T soddisfa la (10.6).

Dimostrazione. La nonsingolarita di T seguc dal fatto che, qualora si avesse Tx = 0,
seguirebbe che

0=|Tx|| > plx] = x =0.
Pertanto, posto x = T 'y, si ha che, per ogni y # 0:

- 17yl _ -
ITx)| = lIyll = plixll = ull Tyl = e <p

da cui discente, evidentemente, la (10.6). O

Ritornando all'operatore infinito (10.5), vale il seguente risultato:

Teorema 10.3 Sia T operatore di Toeplitz a banda definito dalle (10.1)-(10.5). Allora T ¢
invertibile con inversa continua se e solo se il polinomio (10.2) associato € di tipo (i, 0, k).

2Nel caso di matrici di dimensione [inita, queste due proprieta sono infatti equivalenti alla nonsingolarita della matrice.
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Dimostrazione. Vedi [9, Teorema 3.3.3]. O

Osservazione 10.3 Pertanto, T' sard invertibile con inversa continua se e solo se il polino-
mio p(z) associato ha un numero di radici nel cerchio aperto unitario part al numero m delle
sottodiagonali, e le rimanenti k radici al di fuori del cerchio unitario chiuso. Queste ultime
saranno in numero pari a quello delle sopradiagonali di T. Analoga propricta si applica alle
matrici della corrispondente famiglia {Ty)}.

Data la nozione di invertibilitd con inversa continua, possiamo definire lo spettro dell’ope-
ratore T' come

o(I)={A€C : T — X non ¢ invertibile con inversa continua} . (10.7)
In virtu del Teorema 10.3, tenendo conto del fatto che il polinomio associato all’'operatore
T — M risulta cssere (vedi (10.2))
pa(z) = p(z) = A2™,
si ottiene, quindi, la seguente caratterizzazione:
o(T) = {A € C : pr(2) non & di tipo (m,0,k)}.

Ricordando che le radici di un polinomio sono funzioni analitiche dei suoi cocfficienti ¢ che,
inoltre, il tipo del polinomio p,(z) tende a (m,0, k), per A — oo, & possibile dimostrare le
seguenti proprieta:

1. o(T) ¢ un insieme chiuso ¢ limitato;

2. o(T’) ¢ un insicme connesso;

3. sc p(z) ha cocfficienti reali, o(T') ¢ simmetrico rispetto all’asse reale;
4. se T ¢ Hermitiana, o(T) ¢ un segmento dell’asse reale;

T & invertibile con inversa continua < 0 ¢ o(T).

<

Per determinare “operativamente” o(T'), si utilizzano argomenti simili a quelli visti per deter-
minare la regione di assoluta stabilita di un metodo LMF (si veda la Sezione 4.5): si definisce
il boundary locus associato all’'operatore T', come il luogo dei punti A del piano complesso in
cui p(z) ha una radice di molulo 1, ovvero

z=¢e’  0clo2n]
Pertanto. si otterra:
o (T)={AeC : py(e") =0, 0 €[0,2n]}.

Tuttavia, ricordando la definizione (10.3) del simbolo di T', si vede facilinente che il boundary
locus delloperatore T' puo essere, piu convenientemente, definito come:

oo (T)={NeC: A=g(®). 0€[0,27]}.

Essendo le radici di py(z) funzioni analitiche di A, o4(T) dividerd il piano complesso in
regioni connesse all'interno delle quali il tipo del polinomio ¢ costante. Controllando il tipo
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Figura 10.1: Boundary locus dell’operatore (10.8).

del polinomio in un qualunque punto in ciascuna di queste regioni, conduce ad una rapida
individuazione di o(7T'), la cui fronticra ¢ contenuta in o (7).
Si consideri, ad esempio, l'operatore:

T - R (10.8)

1l suo boundary locus ¢ graficato in Figura 10.20, dove ¢ anche riportato il tipo del polinomio
pa(z) nelle varie regioni in cui esso divide il piano complesso. Le tre regioni limitate, inclusa
la frontiera, costituiscono lo spettro o(T) dell’'operatore. Al di fuori di questo, il tipo del
polinomio py(2) ¢ (2,0,1) ¢, pertanto, 7' — Al sard sempre invertibile con inversa continua. In
particolare, T non & invertibile con inversa continua, poiché 0 € o(T'): infatti, il polinomio
associato all’operatore ¢
p(2) = po(z) = 2% + 22 — 1,

il cui tipo ¢ (1,0,2).

Osservazione 10.4 Si puo dimostrare che lo spettro o(T) dell’operatore (10.5) coincide.
essenzialmente, con il cosiddetto spettro della famiglia {Tn}, costituito dall'unione degli
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autovalori delle matrici della famiglia (che é un insieme al pih numerabile), e dei cosiddetti
(uasi-autovalori della famiglia di matrici (st vedano, a riguardo, [10] e [9, Cap. 3]).

10.2 L’equazione del calore

Fissata la striscia infinita

Q2 =10,1] x [0,0), (10.9)
che verra utilizzata per tutti i problemi trattati in questo capitolo, consideriamo un classico
csempio di equazione parabolica, ¢ cioé I'equazione del calore,

u(z,t) = ug(z,t), (x,t) € 9, (10.10)
u(z,0) = wo(r), x €1]0,1], (10.11)
uw(0,t) = w(l,t) = 0, t>0. (10.12)

Essa descrive la diffusione del calore in una sbarra conduttrice di lunghezza unitaria che
ha una distribuzione di calore iniziale data da we(), ed & a temperatura nulla agli estremi.®
Pertanto, le (10.11) ¢ (10.12) saranno, rispettivamente, la condizione iniziale ¢ le condizioni al
bordo per I'equazione (10.10). Condizioni al bordo, come le (10.12), in cui si assegna il valore
della soluzione, sono dette condizioni di Dirichlet, (omogenee nello specifico caso). E tuttavia
possibile utilizzare diverse tipologice di condizioni al bordo: in Sezione 10.2.1 analizzeremo il
caso di condizioni al bordo di Dirichlet non omogence, mentre in Sezione 10.2.3 analizzeremo
le condizioni di Neumann che, assieme alle condizioni di Dirichlet, sono tra le pitt utilizzate
nella pratica. In ogni caso, assumeremo che le funzioni, che definiscono le condizioni iniziali
ed al bordo, soddisfino appropriate condizioni di consistenza (e.g., wo(0) = wy(l) = 0, nel
caso delle (10.11)-(10.12)).
Fissato, dunque, un passo di discetizzazione
1

T o= — 10.13
Ar = = ( )

per la variabile spaziale, & possibile discretizzare il secondo membro della (10.10), sulla mesh

T, = 1Ax = N i=0,...,N, (10.14)
definendo le funzioni
u;(t) ~ u(x;, t), i=0,...,N, (10.15)
ed i vettori
wy (1) wolxy)
u(t) = : . uy = : , (10.16)
un—1(t) wo(rn-1)

trasformando (10.10)-(10.12) nel seguente problema ai valori iniziali per equazioni differen-

viali ordinaric: |
u'(t) = pTNu(t), t>0, u(0) = uy, (10.17)
T

3Chiaramente, un qualunque coefficiente (positivo) della derivata spaziale in (10.10) potra essere normalizzato a 1, mediante
una trasformazione temporale.
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dove
-2 1

Ty = o € RNV (10.18)
. .. 1

=2
Infatti, questo equivale ad utilizzare la seguente approssimazione (del secondo ordine) della

derivata scconda:
0* w(rit) = u(zimy,t) — 2u(xs, 1) + ulzipy, 1)
dz2 Y Ax?
Evidentemente, quando il parametro di discretizazzione Az tende a 0, la dimensione del
sistema (vedi (10.13)) tende ad infinito. Pertanto, ai fini dell’analisi di stabilita lincare,

cosidereremo lo spettro dell’operatore infinito,

+O0(A2%), i=1,...,N—~1.  (10.19)

T = lim T
N TV
che, utilizzando i risultati esposti in Sezione 10.1, si vede facilmente essere dato da
o(T) =[—4,0]. (10.20)

Essendo la soluzione del problema continuo asintoticamente stabile (per ¢ — oo, infatti, la
temperatura della sharra tendera a quella degli estremi, che & nulla), richiederemo la stessa
cosa all’approssimazione numerica ottenuta applicando un metodo alla differenze applicato
al problema scmidiscreto (10.17). Fissata la discretizzazione temporale

tp=JgAt,  j=0,1,..., (10.21)
utilizzando il metodo di Eulero esplicito per risolvere (10.17), si ottiene lo schema iterativo
+ ot T, k=01
Uy = Ug uy, b =0,1,...,
k1 Bt e v

dove, al solito, up =~ u(fy). Affinché la soluzione discreta sia stabile, qualunque sia la
dimensione N utilizzata, dovra aversi, considerando la (10.20),

At |

4——0 < 2 = At < =A?.

Ax? 2
Chiaramente, questa condizione e assai restrittiva, perché impone una limitazione molto
severa sul passo temporale, per Ar — 0. Sard, pertanto, conveniente utilizzarc un metodo
implicito. In particolare, se usianio il metodo dei trapezi, si ottiene uno schema del secondo
ordine anche nel tempo, noto come metodo di Crank-Nicolson. Ponendo

1 At
T oA
il metodo diviene:
(IN_| — aTN)uH. = (IN—'l + a'TN)uk, k= 0, 1,.... (10.22)

In questo caso, essendo il metodo dei trapezi A-stabile, non vi sono restrizioni sul passo
temporale: si parla, in questo ambito, di stabilita incondizionata per il metodo. Tuttavia.
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Figura 10.2: Metodo di Crank-Nicolson per approssimare la soluzione del problema (10.10) (10.12), wo(x) =
sin(rx), con passi Ar = At = 1/50.

per mere questioni di accuratezza, sard conveniente utilizzare At = Az, in modo da avere
la stessa accuratezza sia nello spazio che nel tempo. In Figura 10.2 riportiamo il risultato
dell'applicazione del metodo dei trapezi per risolvere (10.10) (10.12), con wy(x) = sin(ma),
utilizzando come passi di discretizzazione

Ar=At= ;1—
50
Osserviamo che, per ottenere un risultato qualitativamente simile, il metodo di Eulero espli-
cito avrebbe richiesto 'utilizzo di un passo
At = 1
b= 2Az2 5000

10.2.1 1l caso di condizioni al bordo non omogenee

L'analisi di stabilita fatta per i metodi, applicati alla semidiscretizzazione del problema
(10.10) (10.12), pud esscre estesa al caso di condizioni al bordo pitt generali. Consideriamo,
quindi, il problema (vedi (10.9)):

wr,t) = ug(w,t), (x,t) € Q, (10.23)



10.2. L’EQUAZIONE DEL CALORE 175
u(z,0) = wy(z), z €0,1], (10.24)
w(0,t) = do(t), u(l,t) = ¢ (1), t>0. (10.25)

Se ne perturbiamo la condizione iniziale (10.24),
u(x,0) = @), xr e 0,1], (10.26)

otterremo un nuovo problema, la cui soluzione sara @(x, t). Ponendo
2(x,t) = (e, t) —ule, t),

la differenza tra le due, si ottiene che z soddisfa il problema con condizioni al hordo omogenee
(10.10)-(10.12), e condizione iniziale data da

2(x,0) = @o(r) — woelx), x € [0,1].

Questo costituisce il problema variazionale associato alla (10.23)-(10.25) che, pertanto, sari
della forma (10.10) (10.12).

La semidiscretizzazione del problema (10.23)(10.25), utilizzando la notazione (10.13)
(10.16) introdotta in precedenza, porta al problema semidiscreto

u'(t) Tnu(t) + ¢(t)], t>0, u(0) = uy, (10.27)

=Rz

in cui Tn ¢ definita come in (10.18) ¢

b1 ()

Applicando un metodo munerico tra quelli esaminati in precedenza al problema (10.27).
ottenendo quindi una soluzione approssimata {ug}, ed al problema ottenuto da questo consi-
derando una condizione iniziale perturbata Gy (derivata da (10.26)), avendo quindi una nuova
soluzione approssimata (perturbata rispetto alla prima) {G;}. e definendo la differenza

zL.:ﬁ;‘.,—uk, kIO,l,...,

si verifica facilmente che {z;} altri non & che la soluzione ottenuta dallo stesso metodo se
applicato al problema variazionale. Pertanto, I'analisi di stabilita per i metodi fatta in pre-
cedenza, fornisce le eventuali restrizioni sul passo temporale At, che garantiscono P'asintotica
stabilita della {z;}, ovvero Pasintotica stabilita della soluzione di riferimento {u;} (rispetto
a perturbazioni della condizione iniziale).

10.2.2 Complessita computazionale del metodo di Crank-Nicolson

Analizziamo il costo computazionale dell'implementazione del metodo di Crank-Nicolson
(10.22), tenendo conto della struttura della matrice (10.18). Si tratta, in effetti, di risolvere
un sistema di equazioni tridiagonale, della forma

T((){)uL‘.'{-l = bv
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con, in generale,

ok
w0
. ko ~ aul
w, = : ) wy =~ u(ty) = u(x;, 1)),
ufy_
il termine noto
bl
— : _ koyoook k -
b= : . bi = (1 = 2a)u + o(uyy + ), t=1...,N—1, (10.28)
bN_]
. N !y. p A. / . . p ) p k l . . i .. . e .
in cul wg e uy (e, quindi, anche ugt' e wi™) sono forniti dalle condizioni al bordo, e la

matrice dei coefficienti
14+2a0 —a
T(a) = € RN-D=L, (10.29)

. -
—a 14+ 2«

Evidentemente, la costruzione del termine noto ha complessita lineare, sia in termini di
operazioni algebriche (& 4NV) che di memoria (un vettore di lunghezza N — 1). Riguardo alla
matrice T'(«v), si verifica facilmente che

T(a)=LD7'L7, (10.30)
con
d
. dy
L= "¢ ‘ ‘ . ; D = , (10.31)
o dn -y
—o dy_,
e gli clementi diagonali di D dati da:
o?

dy =1+ 20, dy = (14 20) — i=2....N—-1. (10.32)

(117:—17

Osserviamo che la fattorizzazione (10.30) necessita, per essere memorizzata, solo di N posi-
zioni di memoria: N — 1 per gli clementi diagonali di D ¢ lo scalare a. Anche il numero di
operazioui per ottenere la fattorizzazione (10.32) & lineare in N: ~ 2N operazioni algebriche
clementari. 11 sistema T'(«)u = b si risolve, pertanto, mediante il seguente algoritmo, in cui
il vettore u = (uy,...,un_ 1)T contiene, in ingresso, il termine noto b, ed & riscritto con la
soluzione del sistema lincare:

uy = uy /dy, up = (w; +ou_y)/d;, i=2,...,N -1,
w = du;, i=1...,N =2
un—i = (Un—;+ ouy_ir1)/dn—i, i=2...,N—1,

per un totale di =~ 7NN operazioni algebriche elementari.
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10.2.3 Condizioni di Neumann

Cosideriamo adesso il caso del problema (vedi (10.9)):

w(a,t) = ug(x,t), (x,1) € Q, (10.33)
u(x,0) = we(r), x € [0,1], (10.34)
w(0,8) = (L) = 0, >0, (10.35)

in cui le condizioni al bordo sono determinate assegnando la derivata normale della soluzione:
si parla, in questo caso, di condizioni di Neumann (omogenee, nel caso della (10.35)). Utiliz-
zando nuovamente la discretizzazione (10.13) (10.15), ¢ lapprossimazione (10.19) per la de-
rivata seconda, si perviene ad un problema semidiscreto formalmente ancora dato da (10.16)-
(10.17). In tal caso, pero, la matrice Ty ha una struttura leggermente diversa, generata dalle
approssimazioni (del primo ordine nella variabile spaziale z):

=() =0

—— ——
w(0,t) = u(ry,t) — Az uy (0, 1), w(l,t) ~ uley-1,t) + Ax uy (1, 1),

da cui si deduce

k k

kL k k k
Uy = Uy,

Uy = Uy_q, k=0,1,...,

che portano alla seguente famiglia di matrici,

-1 1
1 -2 1
TN: 1 e]RN—])(IV——I7
1 -2 1
1 -1

invece della (10.18). Considerazioni analoghe a quelle esaminate per il caso di Dirichlet val-
gono nel caso delle condizioni di Neumann, riguardo alle questioni di stabilita e sui metodi
utilizzabili per risolvere (10.33)--(10.35), nonché sulla loro complessita computazionale. Chia-
ramente, argomenti analoghi a quelli esaminati in Sezione 10.2.1 valgono nel caso in cui le
condizioni al hordo (10.35) non siano omogenee.

10.3 L’equazione delle onde

Considerereremo solo la forma del primo ordine di tale problema iperbolico dato da (vedi
(10.9)):

w(w,t) = —vug(a,t), (x,t) € [0,1] x Q, (10.36)
u(z,0) = wy(w), x € 1[0,1], (10.37)
u(0,t) = 0, t>0, (10.38)

in cui la velocita _
v>0 (10.39)
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¢ asscgnata. La soluzione di questo problema si verifica facilmente essere data da:

oo welr—wt), se @<, - ]
u(e, t) = { 0. - (x,t) € . (10.40)

Pertanto, 1'onda con profilo iniziale wg(:) si spostera verso destra, per t > 0, con velocita
(10.39) ¢, per t > v~ la soluzione sara nulla, poiché I'onda “fuoricsce” dalla striscia € (vedi
(10.9)). Fissata una partizione dell'intervallo spaziale analoga a quella vista per 'equazione
del calore (vedi (10.13)-(10.14)), ¢ continuando ad utilizzare 1a notazione (10.15), ¢ possibile
approssimare la derivata spaziale con delle differenze all’indietro, in considerazione che il
dato al bordo (10.38) & posto in = = 0:

0 u(zy, t) —ula;_y,t)
—u(r;, 1) =
alirist) Ax

Ox
Questo porta a definire il seguente sistema lineare di equazioni differenziali ordinarie:

+ O(Ax).

"
u'(t) = ——Lyu(t), t >0, 10.41
()= —x-Lyu(t), 1> (10.41)
con
uy (t) 1
uo (1t -1 .
u(t) = S IR e RV*N, (10.42)
un(t) ~1 1
e condizione iniziale
(.d()(.’l}l)
u(0) = :
OJQ(ZI,‘N)
Applicando il metodo di Eulero esplicito per la sua approssimazione, e avendo posto
At
R 10.43
si ottienc:
W1 = W, — alyw, = (Iy — aLy) ug, E=0,1,.... (10.44)

In questo caso, per quanto visto in Sezione 10.1, lo spettro dell’operatore
—L = lim —Ly
N—o0
& dato dal cerchio unitario di centro —1 del piano complesso. Richiedendo che guesto sia

contenuto nella chiusura della regione di assoluta stabilita del metodo di Eulero esplicito, si
ottiene che

o<l = vAt < A (10.45)
Questa restrizione non & molto penalizzante e, in effetii, la scelta
vAf = Ax (10.46)

¢ assai raccomandabile: infatti, con questa scelta, il metodo di Eulero esplicito fornisce la
soluzione esatta del problema, proiettata ai nodi della mesh discreta.
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Osservazione 10.5 Se avessimo usato gli autovalori di Ly, invece che quelli dell’operatore
limite L, avremmo ottenuto una limitazione sul passo temporale data da vAF < 20, invece
della (10.45). che ¢ errata. La condizione (10.45) ¢ anche nota come condizione di Courant-
Friedrichs-Lewy (CFL).

In un modo del tutto simile, per il problema:

w(z,t) = wvu(z,t), (x.t) € 82, (10.47)
u(z,0) = wo(x), x € [0,1], (10.4%)
a(l,8) = 0, t>0, (10.49)

in cui v soddisfa la (10.39), la soluzione si verifica cssere data da:

_J welz +vt), se a <t - }
ule,t) = { 0, se x <t (z.1) € 2. (10.50)

Pertanto, I'onda con profilo iniziale wy(x) si sposterd verso sinistra, per t > 0, con velocita v
e, per £ > v~ la soluzione sara nulla, poiché Ponda “fuoriesce” da €. Fissata una partizione
dell'intervallo spaziale analoga a quella vista precedentemente, ¢ possibile approssimare la
derivata spaziale con delle differenze in avanti, in considerazione che il dato al bordo (10.38)
é posto in = 1:

0 w(ripr, t) — ulx;, t)

—u(x;,t) =

Ax

o
Questo porta a definire il seguente sistema lincare di equazioni differenziali ordinarie:

+ O(Ax).

v

u'(t) = —Unu(t), t >0, (10.51)
Az
con
uo(t) -1 1
uy(t
u(t) = ',( ) ., Uyx= e RVN (10.52)
: 1
un-1(t) —1
e condizione iniziale
wo(o)
u(0) =
wo(TN—l)

Applicando il metodo di Eulero esplicito per la sua approssimazione, e utilizzando la notazione
(10.43), si ottiene:

Wy = u, + olUnw, = (Iy + aUy) uy, E=0,1,.... (10.53)
Anche in questo caso, lo spettro dell’operatore
= lim Uy
U= jim U

¢ dato dal cerchio unitario di centro —1 del piano complesso. Pertanto, si perviene alla stessa
condizione (10.45) vista innanzi. Anche in questo caso, utilizzando un passo temporale tale
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che valga la (10.46), la soluzione discreta risultera coincidere con quella esatta proicttata ai
nodi della mesh.

Dal punto di vista del costo computazionale, trattandosi di un metodo esplicito, si ha
complessita lineare, sia per quanto riguarda il numero di operazioni per passo temporale,
che per quanto riguarda 'occupazione di memoria. Di seguito si riportano gli algoritmi per
(10.44) cd (10.53), rispettivamente, dove si ¢ posto

uf ~ u(x;, ), u! = wo(r;), i=0,...,N, (10.54)
ed a ¢ definito dalla (10.43). Per (10.44) si otticne:
up™ =0, wttl = (1 — a)ul 4+ ot i=1,...,N. (10.55)

Similmente, per (10.53) si ottiene:
ux’] =0, uﬁffi =(1- a)uﬁ,_i + Ozu'j;,_,;ﬂ, t=1,..., V. (10.56)

In Figura 10.3 si riporta il risultato dell’applicazione del metodo (10.44) al problema (10.36)-
(10.38), con v = 1 e passi temporale e spaziale uguali a 1/50. Similmente, in Figura 10.4
si riporta il risultato dell’applicazione del metodo (10.53) al problema (10.47) (10.49), con
v = 1 e utilizzando gli stessi passi temporale e spaziale. Per entrambi i casi si € scelto
wo(x) = sin(ma).

Osservazione 10.6 Chiaramente, i metodi (10.44) ed (10.53) hanno ordine 1, sia nello
spazio che nel tempo.

Definizione 10.2 La discretizzazione con le differenze all’indictro o in avanti, in base al
seqno della derivota spaziale, ¢ denominata discretizzazione “up-wind”.

10.3.1 1l caso di condizioni al bordo non omogenee

Argomenti del tutto analoghi a quelli visti per equazione del calore, valgono per I'equazione
delle onde, in caso di condizione al bordo di Dirichlet non omogenea. Esaminiamo il caso
corrispondente al problema (10.36)-(10.38) ed analogamente si ragionera per il problema, con
condizione al bordo non omogenea, corrispondente a (10.47)-(10.49). Supponiamo, quindi,
che la (10.38) sia sostituita da:

u(0,1) = do(t), t>0. (10.57)

In tal caso la soluzione di vede essere sempre data formalmente dalla (10.40), con la conven-
zione che

wolx — vt se r <ot
u(r, t) = ( e ) ) ’ (x,t) € Q.
’ do(t — v 'x), se <t
Tuttavia, considerando il problema variazionale relativo a perturbazioni del dato iniziale, si
vede che questo ¢ della forma (10.36) (10.38) ¢, pertanto, le condizioni sul passo temporale
At, applicando il metodo di Eulero esplicito al problema semidiscreto, risultano essere le
stesse ottenute in (10.45).4
Il problema semidiscreto si verifica facilmente cssere dato da:
1

u'(t) = AT [Lyu(t) — ¢(1)], t>0, (10.58)

1Questa conclusione si ottiene mediante argomenti del tutto analoghi a quelli visti in Sezione 10.2.1 per I'equazione del calore.
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Iigura 10.3: Metodo di Eulero esplicito per approssimare la soluzione del problema (10.36)-(10.38), v = [,
wo(x) = sin(mz), con passi Az = At = 1/50.

Figura 10.4: Mctodo di Bulero esplicito per approssimare la soluzione del problema (10.47) (10.49), v = |,
wolw) = sin(mz), con passi Az = At = 1/50.
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con
o) =(do(t) 0 ... O)TE]RN_'.

Conscquentemente, applicando il metodo di Eulero esplicito, si otticne lo schema iterativo:
Wep = (Iy — aly) u, + agy, k=0,1,..., (10.59)

dove si e posto ¢, = @(t;) e « & definito da (10.43). In termini di componenti, I'algoritio
risultante coincide con (10.55), tenendo conto che, in questo caso, uf = ¢o(ty) ¢ ukt! =
Po(trsr).

Argouenti del tutto simili si applicano quando le condizioni al bordo sono di tipo Neu-
mann, ovvero quando la (10.38) divienc

up(0,1) = go(t), > 0.
In questo caso, considerando che, al primo ordine, si ha:

Uy (IL) -~ 'U,()(f,)
Ax

dove I'ultima eguaglianza deriva dalla (10.36), 'algoritmo (10.55) si modifica come segue,
utilizzando, ad esempio, il metodo dei trapezi:

~ U, (0,1) = dolt) = —v7 14y (0, 1),

: N 17AN " : : ,
ubt! =k — 5 [bo(ts) + Poltiai)] ut = (1~ a)ub + aul |, i=1,..., N,

dove, al solito, si ¢ usata la notazione (10.54).

Osservazione 10.7 Con argomenti analoghi, si ottengono le varianti dell algoritmo (10.50),
qualora st abbiano condizioni al bordo di Dirichlet non omogenecee, o di Newmann, per il
problema (10.47) (10.49): ovvero considerando, al posto della (10.49), condizioni al bordo

del tipo
u(1,t) = ¢ (), oppure  u.(1,1) = ¢ (t), t>0.

. . . . . . 0 ]
In questo caso, infatti, in (10.56) si sostituisce /u,’,‘\fr =0, con

: \ . vAt ,
Uit = ¢ (b, o Uy =ul+ 5 (&1 (1) + o1 (te)]

rispeitivamente.

10.4 Equazione di trasporto e diffusione

Un problema di trasporto e diffusione ha, nel caso pit semplice, la seguente forma:”

w(z,t) = ug(x,t) +vu,(z,t), (z,t) € Q, (10.60)
u(z,0) = wolx), x € [0,1], (10.61)
w(0,t) = u{l,t) = 0, t>0, (10.62)

con v € R, costante nota.

5In questo caso, si normalizza a 1 il coefficiente della derivata spaziale di ordine massimo al secondo membro della (10.60),
ed il segno della derivata prima non viene specificato.
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Questo modello descrive la propagazione di un’onda (termine di trasporto, o convezione)
che si smorza per effetto della diffusione: v € R ¢ la velocita di propagazione dell'onda, che si
dirigera verso destra, sc v < 0, 0 verso sinistra, se v > 0; il cocfficiente di diffusione ¢ invece
normalizzato a 1.

Semidiscretizzando la derivata scconda come visto per 'equazione del calore, ¢ la derivata
prima mediante up-wind, si otticne il sistema di equazioni ordinarie

1 v oy
u'(t) = (RTN + A_.TLNAl) u(t) (10.63)
= X2 (Ty — 28 Ly_1)u(t), se v <0,
, 1 v Ny

1
= ‘A“I—z (TN + 25 UN_|) U(f), sC v > (),
dove Ty, Ly_1, Un_; sono definite in accordo alle (10.18), (10.42), (10.52), rispettivamente.
il vettore u(t) ¢ la condizione iniziale sono definiti in (10.16), mentre

1

’=3

¢ denowminato numero di Péclet di cella del problema semidiscreto [17, pag. 509)].
Chiaramente, vi possono csscre dei boundary layer, ovvero rapide variazioni della soluzione

sul bordo del dominio, qualora |v]| > 1, in quanto il profilo dell’onda, se non adeguatamente

smorzato per effetto della diffusione, deve raccordarsi con la condizione omogenea (10.62).
Counsiderando lo spettro dell’operatore limite

T-23L 0 T+23U,

v|Ax >0 (10.65)

si verifica facilmente che esso ¢ delimitato dal boundary locus
o ={A==2(1+8)+2cosf + 28¢", 6 € [0, 2]},
che risulta essere un’ellisse, con asse maggiore R(\) € [—4(1 + 3), 0] ed asse minore () €
[—243,24]. Evidentemente,
o — [—4,0], se Ar—0 = (S0
Tuttavia, questo non si pud sempre assumere (lavorando con Az piccolo ma finito), nei
cosiddetti problemi “transport dominated”, per i quali |v| > 1.

Da quanto visto in Sezione 10.2, il termine diffusivo & opportuno che venga discretzzato
in modo implicito, mentre quello di trasporto pud esscre discretizzato mediante up-wind: in
questo modo, 'utilizzo di un passo temporale

Ax

=T

permette di risolvere la propagazione dell'onda, indipendentemente dal termine diffusivo:

At vAt .
(INhl - E.Z—TN) Uy = (IN—l + —A—FLN,1> Uy, se v <0, (10.()()

At (10.66)
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kE=0,1,....

At vAt
<IN_1 - EET[\]) Wy = <IN_1 + EUN*l) ug, se v > (. (1().68)

Evidentemente, questi schemi hanno ordine 1 sia nello spazio che nel tempo, e la loro comples-
sita e lineare, sia in termini di operazioni e memoria richiesti per passo temporale, richiedendo
la risoluzione di un sistema tridiagonale.

Esaminiamo adesso le proprieta di stabilith della soluzione discreta. Vale il seguente
risultato.

Teorema 10.4 L ‘operatore infinto

1+a+p) ~p8
T = — P o, 3 >0,

¢ tnvertibile con inversa continua e ||Tx|| > ||x]|, Vx € £,. Pertanto, da (10.6) seque che
<t

Dimostrazione. Sia

X = (1), 1y, ...)" € 4.

Ponendo xy = 0, si otticne:

ITx| = D 11 +a+ P, —ar,_, -

i>1
> Y |1+ a+ B~ alri] - Bl
i>1
= (L+a+/) |ul - (@+AD |l
i>1 i>1
= (L+a+3)xll-(a+p)x] = |x|.0

In modo del tutto simile, definendo

I+a+p8) -4
Ty = —a oo e RV, o, B >0, (10.69)

si dimostra che:

ITvx|| > [Ix[l,  vxeRY. (10.70)
Vale, allora, il scguente risultato.

Corollario 10.1 Sia Ty la matrice definita in (10.69), soddisfacente (10.70). Segue che Ty
¢ nonsingolare e, inoltre,

[avel ¥
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Dimostrazione. La dimostrazione scguc immediatamente dal Teorema 10.2. 0

Conseguentemente, per lo schema (10.67) si ottiene, utilizzando la norma 1 o la norma

0!
-1
At
lapsll = (IN 17X TN> <IN 1+IJZ‘LNu1>
< I ! vAt
< N-1 T R ZTN Inoy+—— A —— Lyt ||| [l
v| At v|At
< (= ) b =
SC A
At < Fll (10.71)

che ¢ in accordo con quanto osservato in (10.66). Ad analoga conclusione di perviene per lo
schema (10.68), sostituendo Ly_y con Un-y. Chiaramente, la condizione (10.71) assicura la
stabilita della soluzione discreta generata da (10.67)-(10.68).

Osservazione 10.8 E interessante osservare che la condizione (10.71), che ¢é condizione
solo sufficiente per la stabilita della soluzione discreta, garantisce anche la positivita dello
stessa, nel caso in cut wo(x) sia positiva, come si dimostra facilmente osservando che la
matrice ([ Nl — KA};TN) ¢ una M-matrice. Diversamente, la soluzione discreta potrebbe
avere delle oscillazioni non fisiche nel tempo. Osserviamo, infine, che la (10.71) coincide
con la condizione (10.45) ottenuta per lo schema up-wind, nel caso dell'equazione delle onde
(in quel caso, infatti, si era usata la convenzione v > 0).

A titolo di esempio, in Figura 10.5 riportiamo la soluzione discreta generata dallo schema

(10.67), utilizzato per approssimare il problema (10.60) (10.62) con v = —10 ¢ wy(x) =
sin(mr), utilizzando i passi:
Az = 1072 At = Ax/lv| = 1077, (10.72)

che sono in accordo con la (10.71). Similmente, in Figura 10.6 riportiamo la soluzione discreta
ottenuta con lo schema (10.68), utilizzato per approssimare lo stesso problema, ma con
v = 10, ¢ con gli stessi passi (10.72) considerati prima.

E possibile rilassare il requisito (10.71) utilizzando la seguente discretizzazione della (10.63)
(in modo del tutto analogo si procede per la (10.64)): per un fissato parametro 6 € [0, 1] si
considera la discretizzazione (ricordiamo che v < 0):

At vAL vAt
(IN—I - ETN —(1- Q)ELN |> Uy = <IN-1 + 9—A—LN 1) g, k>0,

che si riduce alla (10.67) per 6 = 1, ¢ per cui la matrice a primo membro soddisfa le ipotesi del
Corollario 10.1. Pertanto, procedendo in modo simile a quanto per il caso 8 = 1, si ottiene:

At vAt - oAt
lwen || = (IN—l_A 5T — (1_0)_TLN—1> (fN 1+9TLN—1> uy,



186 CAPITOLO 10. CENNI SULLA RISOLUZIONE DI EQUAZIONI ALLE DERIVATE PARZIALI

0.8
0.6,

0.4,

Figura 10.5: Metodo (10.67) la soluzione del problema (10.60)~(10.62), v = —10,wo(x) = sin(mr). con passi
Ar= 1072 At = 1073

At , DAt - At
< (IN_.—AZTN (1—9)’A—1LN-,) .(IN-IM‘A—LN_INHWH
f
< ([r-olt]s =
se
Ax

~ el

Chiaramente, quest’ultima condizione sara facilmente soddisfabile, scegliendo 6 sufficiente-
mente piceolo.® Anche in questo caso, si ottiene che la predetta condizione, che ¢ sufficiente
per la stabilita, garantisce la nonnegativita della soluzione, nel caso in cui

wo(x) >0, Vo €1]0,1].

Va tuttavia precisato che, sebhene la limitazione sul passo temporale sia adesso meno strin-
gente, Paccuratezza della soluzione sard minore, utilizzando un passo At piu grande.

Osservazione 10.9 Per concludere, osserviamo che argomenti del tutto analoghi a quclli
visti nelle sezioni precedenti, per le equaozioni del calore e delle onde, si applicano quando le
condizioni al bordo (10.62) sono non omogenee,

U(O, lL) = (/)()(t), U(l,f) = (/)l(t), [ 0,

S1ln altri termini, sard possibile utilizzare un passo massimo Af = Az/(f[v]), invece di (10.66).
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S-S

Iligura 10.6: Metodo (10.68) la soluzione del problema (10.60)-(10.62), v = 10,wy(r) = sin(mx), con passi
Az = 1072, At = 1073,

oppure sono di Neurnann,
u,(0, ) = ¢o(t), uy(1,1) = ¢, (1), t > 0.

Questo sia per quanto riguarda analisi di stabilita. che porta alle stesse conclusioni appena
viste, che per quanto riguorda Uimplementazione dei metodi.
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Appendice A

Il prodotto di Kronecker

In questa appendice enunciamo la definizione, ed alcune propricta, del prodotto tensoriale
o prodotto di Kronecker di matrici. Trattandosi di uno strumento algebrico assai potente,
si esporranno, oltre alle definizioni ¢ le proprictd strettamente indispensabili ai fini della
trattazione degli argomenti del corso, alcune ulteriori propriet ed applicazioni. Il materiale
riportato ¢ sostanzialmente tratto da [9, Sezione A.3).

A.1 1l prodotto di Kronecker

Siano A = (a;;) € R™*" e B € R¥?: 1a matrice

anlB B ... @,B

. anDB  axpB ... a9, 3
A B= _ _ .

(lm]B am‘ZB SN (lmnB

(mk)x(np)
definisce il prodotto di Kronecker, o prodotto tensoriale, di A ¢ B. Ad esempio:
AZ(éi) B=(4506) = A“’B:<1421 1? 12}12 ;8 i)
Teorema A.1 Siano A, B, C' e D matrici le cui dimensioni siano compatibili con le opera-
zione di sequito indicate. Allora:
i) Va e R: (@A) @ B=A% (oB) = o(A® B);
i) (A+B)eC=(A®C)+ (B C);
i) AR(B+C)=(A®B)+ (A C);
iv) Av(BwC)=(A® DB)&C;
v) (Aw B)T = AT « BT;
vi) (A B)(C® D)= (AC)&® (BD);
vit) VAER™™ e BER™™: Axw B=(A®I,)(I, % B);
viti) se A e B sono matrici nonsingolari: (A B)™' = A~ & B™!;

189
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ir) se A€ R™ ¢ B e R™™: det(Aw B) = det(A)" det(B)™.

Dimostrazione. La dimostrazione di i) v) segue facilmente dalla definizione di prodotto di

Kronecker; vii) e viii) discendono da vi). 1l punto v7) pud essere dimostrato come seene: sia
1 g

A= (a;5) € R™M ¢ C = (¢;;) € R™F allora

B a1, B enD D
(Aw B)(C'w D) = : : z :
(yn B amnB Cnli D C’rll\?D
Z:']:l (l],-CHBD Z‘:}:l (lw|.,»(irkBD (AC)H BD (AC')M.BD

Z;’:] (e Cry BD Z;’_—J aerrkBD (Ac)ml BD (AC)MA‘BD

= (AC)® (B D).

Dimostriamo, infine, il punto iz). A questo fine, osserviamo che in enerale Ao B # B A.
) {
Tuttavia, s¢ A = (q;;) € R™™ ¢ B = (bij) € R™", allora:

ariby apby, annbi @101y,
an B (le.B ay Ibn1 (i1 b'n'n, Uym bnl (leblm
A%B = : : =
1 B (meB n1 bﬂ i bln (mebl 1 (I"II'I'II'L[)I n
Tn1 bul A bnn (lmmbn 1 nm brm

Couseguentemente, definendo la matrice (ortogonale) di permutazione Q,,, € Rx*0mm)
tale che

. T
Qi ( 1 2 3 mn )
7
= ( 1 n+1 (m—1n+1, 2 n+2 (m—1)n+2, ..., n 2n mn) ,
si ottiene:
anby @b ay1byy, 1 bin
(lmlbl 1 ammbl 1 ) b'l n ammbln
S T = et &
QA B)Q,,, = B A
ay1by Uim bnl 11bnn ymbnn
(1 by [—" m1bpn Ammbnn

Da questo segue infine che:
det(A® B) = det(A® I,)det(], ® B)
= det(Qumn(A® 1L,)QT )det(l, ® B) = det(l, ® A)det(l,, ® B)
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A B
= det( ) det( ) = det(A)"det(B)™. O
A B

Il prossimo risultato, che enunciamo senza dimostrare, evidenzia le connessioni tra gli auto-
valori/autovettori di due matrici A ¢ B ¢ quelli di A® B.

Teorema A.2 Siano Ay, ..., A\n gli autovalori di A e py,. .., j, quelli di B. Si consideri.

mnoltre, il polinomio
L»

pla,y) =Y cyr'y,
i,j=0
¢ la matrice
L.
C = Z (:”-Ai & B
ij=0
Allora gli autovalori mn autovalori, {n,}, di C sono dati da:
Nrs = P(Ap, ), r=1...,m, s=1,...,n

Inoltre, se Au= Au ¢ Bv = uv, seque che:

Clu®v)=pA p){uwv).

Siottengono, di conseguenza, i seguenti semplici risultati:
1. ghi autovalori di A ® B sono gli mn numeri Ay, r=1,...,m, s=1,...,n.

2. gli autovalori di

(Ao L) + (I, @ B), (A1)
detta somma di Kronecker di A ¢ B, sono gli mn numeri
A U, r=1,...,m, s=1...,n. (A.2)

A.2 Risoluzione di equazioni matriciali

Siano A € R¥*" B € R™* e C € R** matrici date. Una matrice X € R"*" soddisfacente
I'equazione
AXB=C, (A3)

& una soluzione matriciale di (A.3). Questo problema puo essere formulato in modo pin
semplice da trattare, introducendo la seguente funzione vec:
Z*I
mxXn Z*Z mn
ZeR = vee(Z) = ) € R™™,
Z*n

dove con Z,; abbiamo denotato la j-csima colonna di Z. Valgono le scguenti propricta.
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Teorema A.3 Siano A, B, X matrici definite come in (A.3), Y avente la stessa dimensione
di X, e, € R. Allora:

i) vee(X) = vee(Y) se e solo se X =Y
i) vee(aX + BY) = avee(X) + S vee(Y);
ti) vee(AX B) = (BT @ A)vee(X).

Dimostrazione. La dimostrazione di i) e ii) ¢ banale. Riguardo al punto iii), ponendoB =
(bij). si otticne:

vee(AXB) = vee([AX,,, ... yAX ] B) = vee Z b AX., ..., Z b AX,,
i=1 i=1

Zn bilAX*i bllA bnlA X*l

=]

i

: : : : = (BT @ A)vec(X). OJ
Z” bisA)(*i blsA - bnSA X*n

i=1
Pertanto, dalla propricta ¢ii) del precedente teorema, scgue, ponendo
x = vec(X) e c = vec((), (A.4)

che equazione (A.3) puo essere equivalentemente rifornmlata come il sistemna di equazioni
lincari:

(BT % A)x = c.

Un'altra importante applicazione & la risoluzione dell’equazione di Sylvester,
AX+XB=C, (A.5)

incui A, B,C, X € R™" A B, C sono note, e X ¢ da determinare. Utilizzando gli stessi
argoenti appena illustrati, e la notazione (A.4), si vede facilmente che (A.5) & equivalente

al sistema lineare
[A® L+ 1,2 B x =c,

la_cui matrice dei coefficienti & la sonna di Kronecker di A e BT (vedi (A.1)). Pertanto,
dalla (A.2) segue che (A.5) ammette soluzione, e questa ¢ unica, sc ¢ solo s¢ A ¢ —B non
hanno autovalori comuni.

Counle caso particolare, quando in (A.5) B = AT a C = CT, si ottiene la equazione di
Lyapunov continua. Di questultima esiste anche una versione disereta, della forma:

AXAT - X =C,

con C' = C7, che, in virth di quanto visto per la (A.3), si puo formulare come il sistema
lineare

[AR A-T]x =c,
in cui e stata, al solito, utilizzata la notazione (A.4). Evidentemente, questo sistema lineare
ammette soluzione, ¢ questa ¢ unica, sc ¢ solo sc 1 ¢ o(A).
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