Capitolo 5

Funzioni di matrici

Lo studio dei sistemi lineari di equazioni alle differenze e differenziali, richiede I'introduzione
di un importante strumento metodologico: le funzioni di matrici. Nel seguito, pertanto,
cercheremo di dare un senso alla scrittura f(A), essendo f : C — C ed A matrice quadrata
di dimensione . Cominciamo con il caso, assai pitl semplice, in cui f(z) = p(z) € I

In tal caso, si ha:
k
p(A) = ZpiAi e Ccm ™,

i=0
Inoltre, se A € o(A), lo spettro di A, con autovettore v, ovvero

Av = Av,
allora e facile dimostrare il seguente risultato.
Teorema 5.1 A € 0(A) = p(\) € 0(p(A)) e Vautovettore corrispondente € lo stesso.

Tuttavia, vi sono alcune differenze fondamentali tra i polinomi di una variabile ed i poli-
nomi di matrice. Infatti @ se z € C, allora z # 0 < 2" # 0, n > 0. Per le matrici, questo
pud non essere vero. Infatti, per esempio, denotando con O la matrice nulla, !

(01 ) 2
A—(OO)#O ma A= 0.

Piu in generale, vale il seguente risultato.

Teorema 5.2 (di Cayley-Hamilton) Sia p(\) = det(A — AI) il polinomio caratteristico
di A. Allora, p(A)= 0.

Supponiamo, ora che il polinomio caratteristico di A sia

14

) =[N =A™, Xi# N, sei# ], (5.1)

i=1

11,a sua dimensione sard sempre deducibile dal contesto.
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ovvero {\1,..., A, } sono gli autovalori distinti di A aventi molteplicita algebrica, rispettiva-
mente My, ..., M,. Pertanto, esiste un polinomio monico di grado

v
Z m; = m = deg(p)
i=1
che, calcolato in A, vale la matrice nulla. Definiamo ora il polinomio minimale (o minimo)
di A, sia esso ¥(z), come il polinomio monico di grado minimo che si annulla in A. Pertanto,
m = deg(y) < m.
Vale il seguente risultato.
Teorema 5.3 Ogni radice di p(z) é radice di (z), e viceversa.
Dimostrazione. Poiché m < m, & possibile dividere p(z) per 1(z), ottenendo:

p(z) = q(2)¥(z) +7(2),

con deg(r) < m. Poiché p(A) = ¢¥(A) = O, segue che r(A) = O e, pertanto, r(z) = 0 perché,
diversamente, si avrebbe deg(r) > m, essendo (%) il polinomio minimale. Quindi, ogni
radice di ¥(z) & radice di p(z). Sia ora A un autovalore di A con autovetture v. Pertanto,
p(A) =0e Alv = Nv, j > 0. Pertanto, ¢(A\)v = 9(A)v = O e, quindi, (\)=0.0

Corollario 5.1 Sia p(z), come definito in (5.1), il polinomio caratteristico di A e sia
P(z) = [Jz = 2™ (5.2)
i=1
il suo polinomio minimale. Allora
1Sm1§mz, ’i=1,...,V.

11 significato della molteplicita m, di A; nel polinomio minimale sara chiarito successiva-
mente, sebbene il precedente corollario stabilisca che essa € non maggiore della molteplicita
algebrica. Ovviamente, si avra:

> mi=m= deg(sh). (5.3)
i=1
Utilizzando argomenti analoghi a quelli visti nella dimostrazione del Teorema 5.3, si

dimostra il seguente risultato.

Teorema 5.4 Sia h(z) un polinomio di grado maggiore di m, il grado del polinomio minimale
di una data matrice A. Pertanto, dividendo h(z) per (2), si ottiene:

h(z) = q(2)(z) + r(2), deg(r) < m.
In tal caso, si ha: h(A) =r(A).
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Osservazione 5.1 Il precedente teorema dimostra come polinomi di grado diverso possano
dare la stessa matrice, se calcolati in A. In particolare, qualunque polinomio calcolato in A si
puo ottenere calcolando in A un opportuno polinomio di grado minore del grado del polinomio
manimale di A.

Siano ora h(z) e g(z) due polinomi diversi tali che
h(A) = g(A). (5.4)
Pertanto, anche la loro differenza,
d(z) = h(z) — g(2),

¢ un polinomio. Inoltre, si avra d(A) = h(A) — g(A) = O. Se ¥(z) & il polinomio minimale
di A, come definito in (5.2), si avra, dunque,

d(z) = q(2)9(2).
Poiché (vedi (5.2)) per ognii=1...,v,
YOI\ =0, §=0,...,m—1,

segue che,

J .
d@ug=§:(i>qWMQﬂw“Q0=m i=1,...,v, j=0,...,m— 1
k=0 N
ovvero,

D) = gD\, i=1,...,v. j=0,....m;—1. (5.5)

Definizione 5.1 Due polinomi h(z) e g(z) che soddisfino la (5.5) si dicono assumere gli
stessi valori sullo spettro di A.

Supponiamo, ora, che due polinomi h(z) e g(z) soddisfino la (5.5). Segue che la loro
differenza & divisibile per ¢(z), il polinomio minimale di A e, pertanto, risulta verificata la
(5.4). I precedenti argomenti, dimostrano il seguente risultato.

Teorema 5.5 Due polinomi h(z) e g(z) soddisfano h(A) = g(A) se e solo se esst assumono
gli stessi valori sullo spettro di A.

Questo risultato, permette di dare le seguenti definizioni.
Definizione 5.2 Una funzione f(z) é definita sullo spettro di A se sono definiti:
FUN, i=1,...,v, j=0,...,m;—1.

Osservazione 5.2 Pertanto, se una funzione ¢ olomorfa in un dominio contenente o(A),
essa sara definita sul suo spettro.

Definizione 5.3 Sia f(z) una funzione definita sullo spettro di A, e sia g(z) il polinomio
che assume gli stessi valori di f(z) sullo spettro di A, ovvero

N =g90), i=1,...,v, j=0,...,m—1 (5.6)

Aléom
F(4) = g(4). (5.7)
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Corollario 5.2 A € 0(A) = [f()\) € o(f(A)) e Pautovettore corrispondente & lo stesso.

Dimostrazione. Da (5.7) e dal Teorema 5.1 segue che se \; & autovalore di A con autovettore
x;, allora g()\;) & autovalore di g(A) = f(A) con lo stesso autovettore. La tesi si completa
osservando che dalla (5.6) segue che f(};) = g(A;).O

Il polinomio (5.6) & un polinomio interpolante di Hermite generalizzato, che si dimostra
esistere ed essere unico. FEsso si ottiene come

v om;

g(\) =D FI @45, (5.8)

=1 j=1
dove ®;;()\) € I, € univocamente individuato dalle m condizioni:
@Z(;-'_l)()\g) = 0;¢0,r, £=1,...,v, r=1,...,my.
Osservazione 5.3 Gli m polinomi (vedi (5.3)) di grado m — 1
D;i(A) i=1...,v, j=1,...,my

st dimostrano essere linearmente indipendenti tra loro e, pertanto, costituiscono una base per
I,,_;.

Pertanto, dalle (5.7)—(5.8) segue che:

FA =D U0 @G(A) =) ) TN 2y, (5.9)
i=1 j=1 i=1 j=1
dove le m matrici
Zij7 izl,...,U, jzl,...,mi,

sono dette matrici componenti di A. Quest’ultime non dipendono da f{\), ma solo dalla

matrice A.
Vale il seguente risultato.

Teorema 5.6 Le m matrici componenti {Z;;} sono linearmente indipendenti.?

I‘)nnos.tltazmne.‘Suppoma.mo che sia > 7 ;> j=1 cijZi;; = 0. In tal caso, se non fossero
nulli tutti i coeflicienti ¢;;, si otterrebbe che il polinomio

N

voomy

¢(z) = ZZ%@U(Z) eIl

i=1 j=1

non sarebbe identicamente nullo, poiche i polinomi {®;;} sono linearmente indipendenti.
Tuttavia, considerando che Z;; = ®;;(A), si otterrebbe

¢(4) =0

con deg(¢) < deg(v) = m, essendo ¢ il polinomio minimale di A, il che & chiaramente
assurdo. J

2E, pertanto, nonnulle.
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Un esempio
Sia
2 1
(1), 510

QQuesta matrice ha due autovalori semplici uguali a A\; = 1 e Ay = 3. In tal caso, quindi,
il polinomio minimale e il polinomio caratteristico coincideranno. I corrispondenti polinomi
;1 (A), i = 1,2, sono dati dai polinomi di base di Lagrange:

A—=3 1 A—-1 1
=13 —5(3“/\), ‘1)210\):—:5()\—1)'

Le matrici componenti sono quindi date da:

1 11 -1 1 1/11

Pertanto, data una generica funzione f(z), si ottiene

fA) = f(1) 20+ f(3) Zan.

Dy (A)

Ad esempio:

1/ e34el o3l
A 1 3
et =e 1 t+e’ sy ==
11 =510 B3¢l Bgel )

1/ vV3+1 vV3-1
\/Z=Z11+\/§Z21:§<\/§_1 \/§+1)3

5L\ _1/ 2 -1
F+1 3\-1 2/

5.1 Proprieta delle matrici componenti

1

|

W= Wl
_I_.
—_ =

Preliminarmente, osserviamo che le matrici componenti commutano tra loro, essendo polino-
mi della stessa matrice. Si consideri f(z) = 1. Pertanto, dalla (5.9) si ottiene:

i=1

Se si considera, invece, f(z) = 2, si ottiene, allo stesso modo:?

A= "(NiZu + Zn). (5.13)

=1
Da questa si ottiene:

v

v 2 14
A2 — <Z(A'LZH + Z22)> = Z Z(AZ/\kZqul + 2AiZ’ile2 —|—- ZiZZk2)~ (514)

i=1 =1 k=1

3Nel seguito assumeremo, per semplicitd di notazione, che Z;; = O, se j > m;. Questa condizione & infatti vera, come
dimostreremo successivamente.
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Tuttavia, considerando f(z) = 2%, dalla (5.9) si ottiene:

=1

Uguagliando il secondo membro di questa equazione all'ultimo membro della (5.14), si ottiene:

ZaZn = 0y, (5.15)
ZnZyy = Oilp, (5.16)
ZinZry = 204Zs3. (5.17)
Procedendo in maniera analoga, € possibile dimostrare che:
ZijZk:'r = O, per i 7& k, (518)
ZnZi; = Zyj, per Jj=1, (5.19)
ZinZi; = JZij41, per J= 1L (5.20)

Osservazione 5.4 In particolare, dalla (5.19) seque, per j = 1:

K3

Owvero, le matrici {Z;1} sono idempotenti. Questo fatto, unito alla (5.12) ed alla (5.15) ci
dice che & possibile decomporre un generico vettore v € C™ come somma di v vettor::

14
V=E Vi, vi=/4Znv, =1 ..., 1.
i=1

Osservando che Zyv; = 0;xV;, abbiamo che le matrici {Z;} proiettano un generico vettore
in v sottospazi disgiunti, la cui unione vale C™. Per questo, si denominano proiettori. Piu
in dettaglio, avremo che ¢ sottospazi

M;={Zyv : ve C™} = Z,C™, i=1,...,v, (5.21)

soddisfano le condizioni:
MiNM; =0, i#j, U M; = C™. (5.22)

Inoltre, si dimostra che
dim(M,;) = m;, i=1,...,v. (5.23)
Infine, le matrice idempotents Z;;, i =1,...,v, ﬁossono essere riguardate come applicazioni

linearsi: ,
Zilz((j?”——%./\/li, 1=1,...,v.

Ancora, dalla (5.20) segue, ragionando per induzione, che:

1 .

= -1 j
Zy= oyt 22 (5.24)

Consideriamo, ora, f(z) = z — A, dove Ay € 0(A). Si ottiene, dalle (5.15) e (5.18):

v

Zin (A= NI) = Z(Az — M) Zr1Zi + Z I Ziyp = Zys. (5.25)
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Da questa, tenendo conto della (5.26), si ottiene:
1

T

AR

Questa consente di riscrivere la (5.9) come:

sz7_1 Za(A - NIy (5.27)

=1 j=1

(A— N1 7, j>1 (5.26)

Il prossimo risultato stabilisce che la matrice {Z;5} & nilpotente con indice di nilpotenza pari
am;, t=1,...,v, essendo m; la molteplicita di A\; nel polinomio minimale.

Teorema 5.7 Zy' =0, i=1,...,v

Dimostrazione. Sia A # o(A). Segue che entrambe le funzioni (A — z) e (A — z)~! sono
definite sullo spettro di A. Pertanto, si ottiene che:

v

(A= A) =" [(A= X)Zi — Za)

=1

e, inoltre, per la (5.26),

(M — A" = ZZ J‘l - Z

ovvero

Zil ZuZil (T—T)—Zgh, Z: 1,‘..,1/,

da cui segue, evidentemente, che Z33* = O, i=1,...,v.0

Come corollario di questo risultato, ricordando che m; < ; e tenendo in conto della
(5.25), possiamo quindi riscrivere la (5.27) equivalentemente come:

v ()

ZZ 7_1 Zi(A— NI~ (5.28)

i=1 j=1

In altri termini, nell’espressione di f(A) possiamo utilizzare indifferentemente le molteplicita
algebriche {7;} o le molteplicita nel polinomio minimale {m;} degli autovalori {\;}.
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Definizione 5.4 Sia \; € 0(A). Diremo che l'autovalore é:
e semplice se m; = 1;
e degenere se m; > 1;
e semisemplice se m; = 1.

Chiaramente, un autovalore semplice é anche semisemplice. Viceversa, un autovalore semi-
semplice puo essere degenere.

Osservazione 5.5 E evidente che, nel caso in cui \; sia semplice o semisemplice, allora
Zio = O. Pertanto, li-esimo termine della prima sommatoria in (5.27) e (5.28) si riduce a

f(A)Za.

Alcuni esempi

La matrice identitd I m x m ha un unico autovalore uguale ad 1. Infatti il suo polinomio
caratteristico vale

p(A) = (A —-1)"
Il suo polinomio minimale, invece, &

() = A= 1.

Pertanto 1 ¢ un autovalore semisemplice, in quanto la sua molteplicita nel polinomio minimale
vale 1, ma degenere, poiché la sua molteplicita algebrica e m.

Una matrice di Frobenius (o di compagnia, gia incontrata in precedenza) & una matrice
del tipo

0 1 0 0

A= : <1 o : (5.29)
0 0 1
—Qs —Ag—1 ... —Qy —aQp

8Xs

I1 suo polinomio caratteristico & dato (vedi Lemma 3.1) da
)
pA) = A+ D aa (5.30)
i=1
Per queste matrici, molteplicitd algebrica e molteplicita nel polinomio minimale di un auto-

valore coincidono. Vale, infatti, il seguente risultato.

Teorema 5.8 Per la matrice (5.29), il polinomio minimale ¥(\) coincide con il polinomio
carateristico p(\).

Dimostrazione. Sia, per assurdo,

[4
PA) =D X, <5,
=0
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con a; = 1, il polinomio minimale (monico) di A. Denotando con e; l'i-esimo versore in R?
segue facilmente, dalla (5.29), che

T .
e; A=e;, i=1,....,¢,

poiché ¢ < s. Pertanto,
elAlzeHl, ’l:O,,g

D’altronde, essendo ¥(A) = O, segue che

¢ s—f—~1
. e e,
07 = el el A=Y ey = .oy 0...0).
T4 Z Z e =(ag ... o )

41

Questo e chiaramente un assurdo. Poiché 'assurdo ¢ derivato dall'ipotesi £ < s, si conclude
che deg(v) = s e, quindi, p(A) = ¥(N).O

Come semplice conseguenza, vale il seguerite risultato.
Corollario 5.3 Una matrice di Frobenius non armmette autovalori semisemplici e degeneri.

Esercizio 5.1 Determinare gli autovettori della matrice (5.29), nel caso in cui il polinomio
caratteristico (5.80) abbia tutte radici semplici.

5.2 Successioni di funzioni di matrici

Sia ora assegnata una successione di funzioni {f(2)} definita sullo spettro di A. Diremo che
la successione converge sullo spettro di A se:

ﬁmfmungwwm i=1,...,v, j=0,...,m;—1. (5.31)
c— 00

Vale il seguente risultato.

Teorema 5.9 Una successione di funzioni di matrici { fx(A)} converge a f(A) se e solo se
la successione {fi(z)} converge sullo spettro di A.

Dimostrazione. Il fatto che se la successione converge sullo spettro di A allora

discende facilmente dal fatto che & sufficiente la convergenza puntuale fornita dalle (5.31).
Viceversa, se '

ZZ 3—1 ﬂfo—wZij_l ZaZi = F(A), (532)

allora, moltiplicando membro a membro per Zi]Zi’?;"'l si ottiene, in virtu del Teorema 5.7,

fk( ) ZIZ:;M_I k00 f( ) 'LlZmi_la

ovvero

FelN) kom0 f(N) (5.33)
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Procedendo in modo analogo, moltiplicando membro a membro la (5.32) per Z; VA
arriva a concludere che, oltre alla (5.33), vale anche

fllg()\z) k00 f,(/\z)

La tesi si completa ripetendo il procedimento utilizzando, nell’ordine, ZilZf;i_3, ey Zn2%.0

Corollario 5.4 Sia A una matrice avente autovalor: di modulo minore di 1. Allora:

(I-A4) =>4~ (5.34)
n=0
Dimostrazione. Consideriamo la successione di funzioni
k
fk(z):Zz", k=0,1,
n=0

Questa successione converge a f(z) = (1 — 2z)™%, per k — 00, se e solo se |z] < 1. Quindi
converge sullo spettro di A e, pertanto, la (5.34) segue. [

Corollario 5.5 Sia A una qualunque matrice quadrata. Allora

] A
eA = ZF

n=0

Dimostrazione. La dimostrazione € analoga alla precedente, considerando la successione
di funzioni

k
on

f@2)=)_ =, k=01...0

n=0
Valgono i seguenti risultati.
Teorema 5.10 lim,_,, ||e!]|:
e tende a 0 se e solo se tutti gli autovalori di A hanno parte reale negativa;

e ¢ limitato se e solo se tutti gli autovalori si A hanno parte reale non positiva, essendo
semasemplici quells con parte reale nulla;

e T o0, altrimentu.
Dimostrazione. La tesi discende facilmente, osservando che

v om;
eAt = Z Z tj_le)\itZij. O

=1 =1

Teorema 5.11 lim, o [|A"|:

e tende a 0 se e solo se tutti gli autovalori di A hanno modulo minore di 1;

e ¢ limitato se e solo se tutti gli autovalori si A hanno modulo non maggiore di 1, essendo
semisemplict quelli di modulo 1;
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o T 00, altrimenti.

Dimostrazione. La tesi discende facilmente, osservando che

= zl: i nU-D\It Z. O

i=1 j=1

Teorema 5.12 Sia dato il sistema di equazioni differenziali lineari
y'=Ay,  y(0) =0

Allora, la sua soluzione ¢ data da
y(t) = ey,  t>0.

Dimostrazione. Infatti, si ottiene:

v —

Ae = Z(/\ Za+Zy)- ZZ J—l) AtZz1Z1J21

i=1 =1 j=1
= ZZ A N 7025 + .j*1 72, 73,
i=1 j=1 ‘7 - 1 ( B 1)
N+ (- 2 -
B Ait itz 7I 1
- 2{ “ +Z (=1t Pt
Y t] 1 A’i) j—1 d
= ZZ ) ZuzZly = el
i=1 j=1 dt ( dt

Da questo risultato, e dal Teorema 5.10, segue immediatamente il seguente corollario.

Corollario 5.6 La soluzione nulla dell’equazione

— fly

e asintoticamente stabile se e solo se tutti gli autovalori di A hanno parte reale negativa;

e stabile se e solo se tutti gli autovalori si A hanno parte reale non positiva, essendo
semisemplici quelli con parte reale nulla;

e instabile, altriment:.
Analogamente, nel caso discreto si dimostra il seguente risultato.
Teorema 5.13 La soluzione dell’equazione

Yn+1 = Ayna n 2z o,

-
.

Yn = AP Yng»

dove Y, € la condizione iniziale. La soluzione nulla di tale equazione sara:
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e asintoticamente stabile se e solo se tutti gli autovalori di A hanno autovalori di modulo
minore di 1;

e stabile se e solo se tutti gli autovalori si A hanno modulo non maggiore di 1, essendo
semisemplici quelli di modulo 1;
e instabile, altrimenti.
Vale, inoltre, il seguente risultato.

Teorema 5.14 Sia v # 0, e sia A con autovalori tali | M| > |Xo| > ... > |\,|, con \; sempli-
ce. Allora A™v tende, al crescere di n, ad allinearsi con Uautovettore relativo all’autovalore

di modulo massimo.

Dimostrazione. Preliminarmente osserviamo che, poiché

A=NZy+ > (NZa + Za),

=2
essendo Z;5 = O. Pertanto,
A(ZHV) = Z]]AV = ZH [)\1211 + Z()\zzﬂ + ZZ'Q)J V = /\1(211V).

1=2

Ovvero, Z;,v & autovettore relativo a A;. La tesi si completa considerando che, per n > 1:

v.oomg /\n—j—l—l
) j—1) M n
A'v = )\l Z],1V+§j§n(‘7 )—‘X?_ZZ] ~ )\IZHV.D

Osservazione 5.6 1] risultato del Teorema 5.14 é alla base del metodo delle potenze per il
calcolo dell’autovalore dominante di una matrice.

5.3 Forma canonica di Jordan

Consideriamo i sottospazi M;, definiti in (5.21), aventi dimensione 7, ovvero pari alla
molteplicita algebrica dell'autovalore );, ¢ = 1...,v, come esposto in (5.23). Ricordiamo,
inoltre, che essi soddisfano le proprieta (5.22). Inoltre, se v; € M;, allora esiste v € C™ tale
che v; = Z;)v. Vale il seguente risultato.

Teorema 5.15 Sia Zg:z_lZﬂV #0,i=1,...,p e ZLZyv = 0. Allora i vettori Zf{lZuv,
J=1,...,p, sono linearmente indipendenti.

Dimostrazione. Infatti, se fosse

P
E L 7i—1 -
j=1

seguirebbe che
p
p—1 § L. 7i—1 _ p—1
Zi2 (/jZiQ ZZ‘1V = ch“ZZ.Q VvV = 0,
j=1

.. e . —2 . .
ovvero ¢; = 0. Moltiplicando, quindi, per Z *, si perviene a concludere che ¢z =0, ecc.d
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Definizione 5.5 Ricordando che v; = Z;v # 0, i vettori
xi; =25 v, i=1,...,p, (5.35)
costituiscono una catena di Jordan che parte da v; = x;1.
Osservazione 5.7 Osserviamo che, dalle (5.25) e (5.35), seque che
X 41 = LipXyj = AXy; — NiXyj, t=1,...,p—1, e ZipXiyp = 0,
OVVeTo:
Ax;;p = X + X, J=1,...,p—1, e Axi, = AiXip.

Per questo motivo, la catena di Jordan (5.85) sard costituita da p—1 autovettori generalizzati,
Xty oo Xip-1, € da un autovettore, X;, (tra loro linearmente indipendenti). Evidentemente,
dal Teorema 5.7, seque che p < m; < m;.

Pit in generale, ricordando che gli elementi della catena di Jordan (5.35) sono vettori
linearmente indipendenti di M;, la cui dimensione & m; > p, e possibile dimostrare il seguente
risultato.*

Teorema 5.16 Se \; é un autovalore di A con molteplicita algebrica m; e molteplicita nel
polinomio minimo my;, allora 3k; > 1 tale che:

° xﬁf) € M, origina una catena di Jordan di lunghezza pp, k=1,...,k;.

oM =PI >p2> ... 2D 2 1

ks —
o Zk,lzl DPr = Ty,

e gli ™, vettor:
{XQ), Coxl xR x(ki)} (5.36)

71 © 0 Mipy? > ipg,

(1) (k:)
ipr > Kipy,
A linearmente indipendenti relativi all’autovalore \;; gli altri vettori sono autovettor:
generalizzati.

sono linearmente indipendenti. In particolare, {x } sono k; autovettori di

Definizione 5.6 Il numero di autovettori linearmente indipendenti relativi ad un autovalore
(e.g., k; nel precedente teorema) é detto molteplicita geometrica dell’autovalore.

Definendo la matrice X; € C™™i Je cui colonne sono i vettori in (5.36), nell’ordine
specificato, si verifica facilmente che

con

Jz‘ — = (Cm,xmi,
Ji(ki)

4Gi veda, ad esempio: P. Lancaster, M. Tismenetsky. The Theory of Matrices, 2nd Ed. Academic Press, San Diego, 1985.
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JH = eCrP k=1, k.
1 X\
Questi ultimi sono detti miniblocchi di Jordan relativi all’autovalore );. Evidentemente, la

molteplicita geometrica dell’autovalore coincide con il loro numero.
Similmente, definendo la matrice

X=(Xi ... X,)eC™m
si ha che questa matrice & nonsingolare e, inoltre,
Ji
AX=XJ = , (5.37)
Ju

che definisce la forma canonica di Jordan di A. Evidentemente, la (5.37) puo essere riscritta

come )
XTAX = J (5.38)

Alcune osservazioni:
e se m; = 1, cioe 'autovalore e semplice, allora anche m; = k; = 1;

ese m; = 1 < my, cioe lautovalore e semisemplice ma degenere, allora J; = A\,
ovvero k; = m;. In altri termini, le molteplicita geometrica ed algebrica dell’autovalore
coincidono;

e per contro, se m; = m;, allora k; = 1.

La matrice al primo membro della (5.38) si dice trasformata per similitudine di A. Le matrici
ai due membri della (5.38) si dicono simili.

Osservazione 5.8 E facile verificare che due matrici simili hanno lo stesso polinomio ca-
ratteristico e polinomio minimale. Inoltre, poiché (X 'AX)' = X 1A'X, seque facilmente
che le matrict componenti di due matrici simili sono legate dalla stessa trasformazione di
simialitudine. Pertanto, se f(z) e definita sullo spettro di A e T ¢ una matrice nonsingolare
avente la stessa dimensione, si ottiene:

T f(A)T = f(T7'AT).
Definizione 5.7 Una matrice si dira diagonalizzabile se la matrice J in (5.87) & diagonale.
Vale, evidentemente, il seguente risultato.

Teorema 5.17 Una matrice é diagonalizzabile se e solo se tutti 1 suoi autovalori sono
semplict o semisemplici.

Esercizio 5.2 Verificare che, data la matrice di Frobenius (5.29), se il polinomio caratte-
ristico (5.80) ha s radici distinte {\1, ..., \s}, allora essa é diagonalizzata dalla matrice di
Vandermonde o .
Al oA

X = : :
D

5



