2 Equazioni alle differenze: considerazioni preliminari

Per introdurre le equazioni alle differenze, ¢ necessario definire funzioni di-
screte, ovvero funzioni definite su un dominio discreto,

Q= {xg, z1, 29, ...}, con z, €ER e =z, <mzpy1, n=01,....

Sia, dunque, f : © — V, con V uno spazio vettoriale (spesso, ma non sem-
pre, si tratterd di R o R™, ovvero di C o C™). Useremo, ove opportuno, la,

notazione
fnzf(a:n), n=20,1,2,....

Esercizio 1 Alcuni esempi di domini:
e 0=40,,1,2 ...}, owero, z; =1,1=0,1,2,...;
eseh>0exeR, Q=A{z,z+h, x+2h,.. .}, oweroz; = x +ih,
i=0,1,2,....
2.1 Gli operatori A, E, ]
Definiamo, ora, gli operatori:
o shift E: Efn = fus1;
e identita I: If, = fn;
e differenza (in avanti) A: Afy, = fur1 — fu

Valgono le seguenti proprieta (la dimostrazione di quelle pin ovvie & omessa
per brevita):

P1: gli operatori A, E, I sono lineari.
Se {fn.} e {gn} sono le successioni di due funzioni e «, 8 sono scalari,
allora, ad esempio,

A(afn + ‘Bgn) - (O‘fn—H + /Bgn—i—l) - (afn + B(Jn)
= O-’(fn+1 - fn) + ﬁ(gn-{-l - gn) = alAf, + BAgy.

Similmente per gli altri operatori;

‘P2: A=FE-I E=A+I;



P3: commutativita degli operatori A, E, I;

P4: potenze degli operatori A, E, I.
Posto E® = A% = [, si ha:

AF = A AL Ef=FE.E*! k> 1.
In particolare, si dimostra facilmente per induzione che
E*fy= fores  1°=1, k20,
mentre, a titolo di esempio, si ha
A2 = AAS) = Alfast = fu) = fusz = 2ot + fuo

Pit1 in generale, sfruttando le proprieta PZ e P3, si ha:
A= (B= 1= (%) E-ntit - 3 () 0

im0 im0 N

QOvvero:

AF = YZ:( ) ISk i3 (7)

i=0
Similmente, si ottiene:

Ek:(A+I)k:£(]§>N. ®)
i=0

Osserviamo che l'operatore A assume, nel discreto, un ruolo simile a quello
dell’operatore derivata nel continuo. Quebta analogia ¢ avvalorata dai seguenti
esempi.

Esercizio 2 Siano x, = xo+nh, n=20,1, 2,..., con h > 0 parametro fissato.
Allora, dimostrare che:

o Oy zp] = Bl= f(a,)+0(h);

g f € 0(4) {xn; -’En+2] = A fn = f”(xn—i-l) + O(hQ)



Esercizio 3 Siano {z,} e {y.} due successiont, allora:

A(Znyn) = Zn—i—lAyn + (Azn)yn
- (Azn)yn+1 + ZnAyn (9)
= 2, Ay, + (Azn)yn + (Azn)(Ayn)
Inoltre, se z, # 0, per ogni n, allora:
A_y_n _ 20 AYn — ynAZn.

Zn Zncn+1

Osserviamo che, assegnata {yy}, si ha:

N-1
N
Z Ay, = yn — Yno = Ynlnmn, - (10)

n=ng

In questo senso, se assimiliamo l'operatore A all’operatore derivata nel con-
tinuo, dalla (10) segue che 'operatore di sommatoria definita & assimilabi-
le all’operatore di integrazione definita. Osserviamo che la (10) puo essere

riscritta anche come:
N—-1

yN = ?jno + Z Ay’nv (11)

n=ngy
che risulta formalmente simile al teorema fondamentale del calcolo. Analoga-
mente all’operatore continuo, dalla (9) segue la seguente formula di somma-
zione per parti:

N-1 N-1
N
Z YnQzp = (ynzn)|n=n0 - Z Zni1AYn.

n=ng i n=ng
2.2 Equazioni alle differenze del primo ordine
Consideriamo, ora, I’equazione alle differenze
Ayn = Gn, n Z Ny, (12)

in cui supponiamo che la successione {g,} sia nota. L’equazione & detta del
primo ordine, in quanto puo essere riscritta come

Yn+1 = Yn + Gn, n > np. (13)
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Allora, formalmente, la sua soluzione verra denotata con

Yn = A_lgna (14)

in cui A™! & Voperatore antidifferenza. Sostituendo la (14) nella (12), si
ottienc che

A(A_lgn) = Gn,

da cui si conclude che, formalmente,
AN =T (15)

Osserviamo tuttavia che tale soluzione non & unica, in quanto, se {w,} &
una successione costante (data da una qualunque funzione che assuma valori
costanti in €2), allora, risulta Aw, = 0 e, pertanto,

Yn = DTGy + Wy, (16)
¢ ancora soluzione della (12). Pertanto,
A7y = Yo — Wy
Sostituendo, in virtu della (12) g, = Ay, si ottiene, quindi,
ATHAyn) = Y — wa, (17)
da cui si deduce, utilizzando un abuso di notazione, che
ATTA =T —wy,

stando cio a significare che il primo membro consiste nell’applicare l'operatore
I sottraendo una qualunque successione costante al risultato ottenuto. Da
quanto appena esposto, segue che dall’equazione

Ayp, = Azy, n 2 ng,
segue che, in virtu della (17), che
Yn = Zn + Wy, n = ny,

essendo, al solito, {wy} una successione costante.
~ Evidentemente, la (successione) costante nella (16) viene univocamente
determinata nel momento in cui alla equazione (12) & associata una condizione
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iniziale yn,. In tal caso, infatti, la successione soluzione {y,} € univocamente
determinata, in virtll della formulazione equivalente (13), avendo fissato il
valore iniziale yy,.

Osserviamo che, in virtu della (11), dalle (12) e (14) segue che, in analogia
con il caso continuo,

N-1 N-1 v
Z In = Z AYn = YN — Yno = A_lgn\n:no . (18)

Pertanto, conoscere I'antidifferenza di una funzione discreta, consente di caco-
larne facilmente le somme tra due qualunque indici assegnati. Questo risultato
costituisce I'analogo discreto del caso in cui, nel continuo, e facile calcolare
I'integrale definito di una funzione di cui sia nota la sua primitiva.

2.3 Potenze fattoriali

Abbiamo visto che gli operatori differenza ed antidifferenza svolgono un ruolo
analogo agli operatori di derivazione ed integrazione nel continuo. Nel conti-
nuo ¢ facile calcolare la derivata e 'integrale della funzione potenza n-esima
(con n > 1):

d d xn-l-l
— " = m;”_l, / zdx = + cost, n > 1.
dx n+1
Inoltre,
1
=1, V, xr"=—, se z#0.
x'll

Nel discreto, questo ruolo ¢ assunto dalla pseudopotenza, o potenza fattoriale,
di x:
x(")=g:(:1:—‘1)(:1:—2)---(:c—n+1)

)
~
n

(19)

QQuindi, ad esempio,
10 = 10(10 — 1)(10 — 2)(10 — 3) = 5040,

che, osserviamo, differisce alquanto da 10*. Definendo la funzione discreta
gr = (z+ k)™, essendo € R assegnato (ovvero, assumendo Q = {z,z +
1,2+ 2,...}), si verifica facilmente che

Az = (z +1)® — ™ = pgn=1
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da cui si deduce, in sempre analogia con il caso continuo, che

A—lx(n) —

n+1 —‘w(x),

essendo w(n) una funzione periodica di periodo 1. Inoltre, dalla relazione:
gt = gx 1) (z—m+1)-(z—m)---(x—m—n+1)
= z™m (x — m)("). (20)
Ponendo, nella (20) m = 0, si ottiene:

2 = 2(0) )

3

da cui si ricava, in analogia con il caso coptinuo, che
2 =1 (21)
Similmente, ponendo nella (20) m = —n, si ottiene
2O = 27 (g 4 p)™

da cui, se (z +n)™ #£ 0, si ricava, tenendo conto delle (19) ¢ (21):

g b 1
)——(gj+?’l,)(n)—(;I)—}—l)(x-lf—z)...(x_i_n)- (22)

Vediamo alcune semplici proprieta delle potenze fattoriali:

e se z € R, allora ™ & un polinomio monico di grado n in z;
e se k & un intero naturale, k™ = 0, se n > k;

e se k & un intero, k¥ = k=D = ! R

e se n, k sono interi, n > k,

n®  nmn-1)--(n—-k+1) [(n
k (k) k! S\ k)




2.4 I numeri di Stirling

E possibile stabilire precisamente la relazione algebrica tra potenze e pseudo-
potenze. In particolare, questa e definita da:

n
=> S, n>1, (23)
i=1

dove i coefficienti {S'} sono i numeri di Stirling di seconda specie (si veda la
Tabella 1). Vale il seguente risultato.

Teorema 1 [ numeri di Stirling sono definiti in modo ricorrente come seque,
per ognt n > 1:
n ___ mn
St =5 =1,

e, inoltre,
1 . .
St =St +4S7, i=2,...,n.

Dimostrazione. Per n = 1 si ottiene S| = 1, e questo & vero, avendosi
M) = z. Assunto vera la tesi per n, si ottiene, per n + 1:

n
:L,n+1 = r.-1" =1 E :SZHLL’(Z)

= ZS”:L—z—H ZS”[:L—Z +za:()]

_ an[ ) 4 a0 = S 1>+Z L+ STz 4 S

n+1

Z S?H—ll.(z)
i
i=1

da cui la tesi segue facilmente. [

Osserviamo che, definendo la matrice triangolare inferiore (a diagonale
unitaria)
1
Sy
T'n == E ‘. .
n 7
St ... S
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Tabella 1: Numeri di Stirling di seconda specie (vedi (23)).

n\i|l 2 3 4 5
1|1

2 (1 1
301 3 1
401 7 6 1
511 15 25 10 1

Tabella 2: Numeri di Stirling di prima specie (vedi (24)).

i1l 2 3 4 5
1|1

2 |-1 1

302 3 1
416 11 -6 1

5 |24 -50 35 -10 1

ed i vettori

vale, in virtu della (23)
x" = TnX(n).

Da questo si ricava che
x = 771%™,

Denotando con s%, 4,7 = 1,...,n, lelemento (7, j) della matrice triangolare
inferiore T);'!, si ricava 'espressione delle- potenze fattoriali in funzione delle
potenze:

i n
2 = Z st n > 1. (24)
i=1
Alcuni dei coefficienti {s!'}, denominati numeri di Stirling di prima specie,
sono riportati in Tabella 2.

. La rclazione (23) che lega potenze e pseudopotenze, permette di derivare
facilmente alcune interessanti proprieta.
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Teorema 2 Se p(x) € I, allora Ap(z) € paxon—s)-

Dimostrazione. Infatti, basta osservare che, in generale,

i Sfa;“)] = Zk: SkAT 2@
i=1 i=1

Ak = A

=

= Szki(j)x(i_j) € Hmax(O,k—j)-
1

i=

O

Vediamo qualche applicazione delle potenze fattoriali:

1. A(CL>:<L_1) Infatti: ~
J J—1
()= (7)-(3)-2
J J J J!

_gaUth Gy _( . )
j! (G —1)! j=1)

2. Dalla precedente proprieta, discende immediatamente che:

(3,52 e

dove w(z) ¢ periodica di periodo 1.

n z\ [(n+1 k .
3. Z$=k<j>_<j+1)—(j+l)' Infatti:
J T ) e j+1 j+1 /)

=k
Esercizio 4 Calcolare, utilizzando le potenze fattoriali,

n
Yo, k=1,2,34
i=1
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2.5 Ancora sulle equazioni alle differenze del primo ordine

Abbiamo visto che la soluzione di una equazione alle differenze del primo
ordine (13) in cui sia assegnata la condizione iniziale yp,, ¢ data da:

n—1
Yn = Yny T+ Z i, n > ng. (25)

i=n0

Possiamo generalizzare questo risultato al caso di equazioni del tipo:

Yn+1 = Pnln + Gn, n Z ng, Ynyg ﬁSS&tO, (26)

in cui le successioni {p,} e {g,} sono note e, inoltre, p,, # 0, per ogni n > ny.
Ponendo:

’ n
Pn,o = 1; Pn—l—l - Pn *Pn = H Dis n > Ny, (27)
T:='I’LO
si ottiene, dividendo i due membri della (26) per Py41:

Ynt1 _ Yn 9n

= — n > ng.
b)) iy
Pn-{—l Rz PTH—I
Ponendo
I | _ -1
Zn = ynPn v n = nipyts n 2 N, (28)
si perviene, infine, all’equazione
Zn+l = Zn + dn, n Z no, Zng = Yng> (29)

che & della forma (13). La soluzione &, pertanto (vedi (25)),

n—1
Zp = Zng T E di» n 2 ny.

=10

Tenendo conto delle (27)-(28), si ottiene:

n—1 n—1 n—1 n—1
Yo = YnoPa+ D 9P P = Yng I pe+ D I . n=m0, (30)
i=ng k=ng ="y k=i+1

“che, evidentemente, soddisfa la condizione iniziale.
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Osservazione 1 Si dimostra facilmente che lultimo membro della (50) risul-
ta essere ancora definito, e fornisce una espressione esplicita della soluzione
{y.}, anche rilassando la condizione py # 0, n > ng.

Esercizio 5 Risolvere l'equazione
A
Y1 =\{UYn+—1), n > 0,
Yn
dove yo > 0 e A > 0. Determinarne, quindi, il limite per n — oo. (Suggeri-
mento: porre y, = v/ Acotgh z,).
Esercizio 6 (Metodo di Horner) Risolvere l’equazione

yi=ayi-1+b,  i=1...n = b, (31)

in cui z € R ¢ assegnato. Dimostrare che y, = Y i biz™™". La (81) definisce
il metodo di Horner per il calcolo del polinomio p(x) = > o biz" ™", con una
complessita di 2n operazioni algebriche elementars.

2.6 Teoremi del confronto

Oltre alle equazioni alle differenze, & spesso utile, in Analisi Numerica, poter
discutere disequazioni alle differenze. Alcune di queste, possono essere stu-
diate in modo relativamente semplice mediante il principio del confronto, che
si applica anche al caso continuo, oltre che a quello discreto. Di seguito, si
enunciano i risultati pit importanti.

Teorema 3 Sia g(n,y) una funzione non decrescente rispetto al secondo ar-
gomento. Si considerino, quindsi, le seguenti disequazioni alle differenze:

Yni1 < G0 Yn)y  Ung1 27 g(nun), M >mg.
Se Yny < Uy, allora: yp, < uy, per ognin > ny.

Dimostrazione. Ragionando per induzione, la tesi € vera per n = ny.
Supponiamola vera per n, ovvero y, < u,, e dimostriamo per n + 1. Si

ottiene:
Yn+1 S g(n,yn) S g(n, U’n) S Un+1,

“in virtl dell’ipotesi di induzione. [J
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Osserviamo che, nel precedente teorema, se si assume una delle due dise-
quazioni essere una equazione alle differenze, la tesi continua a valere. Ri-
solvendo questa equazione, denominata equazione del confronto, € possibile
ottenere una maggiorazione (o minorazione, a seconda del caso) esplicita per
ogni successione che soddisfa 'altra disequazione.

Teorema 4 Sia g(n,i,y) non decrescente rispetto ad y. Inoltre, supponiamo
che:

n—1 n—1
Yn Spn"’ Zg(nvzayz)v Up, an+ Zg(naiaui)a n Z ng.
i=ng i=ng

Allora, vy, < uy, per n > ny.

Dimostrazione. La tesi € evidentemente vera per n = ng, avendosi

Ynyo < Pny < Ung-

Si supponga vera la tesi fino ad n — 1, e dimostriamo per n:

n—1 n—1
Yo < Pat Y9, iy) <ot > gln i w) < up,
izno ’i=’l’L0

in virtu dell’ipotesi di induzione y; < u;, i = ng,...,n—1. 1
Da questi, si ottengono i seguenti corollari.

Corollario 1 Siano p, > 0 e g, per n > ng, successioni note. Sia inoltre
{yn} tale che:
Yn+1 < Pl + 9ns n > ng.

Allora:

n—1 n—1 n—1

U <vm [[ 2o+ > 9 [[ 6 n=m0

k=ng i=ng  k=i+l

Dimostrazione. La tesi discende immediatamente dalla (30), considerando
che lequazione del confronto coincide, in questo caso, con la (26). UJ




Corollario 2 Siano p, > 0 e g,, per n > ny, successioni note. Sia inoltre
{y.} tale che:

n—1

Yo <o+ Y _[Pwi+al,  n>no

izno

Allora:

n—1 n—1
e < o exp (zpk) £S5 e ( 5 pk) N

k=ny i=ng k=i+1

Dimostrazione. L’equazione del confronto e:

n—1

Un = Yoo + [Pt + gz] n > ng.

Z’I’L()

Da questa si ottiene che
Auy, = Pty + Gn,

la cui soluzione & data da (confronta con (26) e (30))

n—1 n—1 n—1
un =y [ A+ +D 0 [ O+p),  n>no
k=nyg 1=ng k=i+1

La tesi si completa osservando che, essendo py, > 0, allora (1+py) < exp pg. O

Corollario 3 (Lemma di Gronwall nel discreto) Siano p, > 0 e g,, per
n > ng, successioni note e, inoltre,

n—1

Yn < gn + Z PiYi, n 2 np. (32)

i=77.0

Allora, per n > ny:

n—1 n—1
Yn < Gny €XP (Z pk) + Z Agz exp ( Z pk) (33)

k=ng i=ng k=i+1
n—1
Yo < gn T szgz €Xp ( Z plc) (34)
1=nyg k=i+1
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Dimostrazione. La (33) discende facilmente considerando 1'equazione del
confronto

n—1
Up = Gn + E Dili, n > ny,
i:ﬂ,o
da cui si deduce
Aun = Agn + Dnln, n > ng, Uny = Gngs

OVVEero
Upt+1 = (1 +pn)un + Agm n 2> ny, Upy = Ynyp-

La soluzione & quindi data da (confrontare con (26) e (30))

n—1 n—1 n—1
un =gy [JQA+p0)+ Y Ag J] C+p), n>no
k=ng i=ng k=i+1

La (33) si ottiene quindi osservando che, essendo p, > 0, allora (1 + pg) <
exp pi. Per dimostrare la (34), si ponga:

n—1
Up = Z PiYi, n 2 ng.

kI’nQ
Pertanto la (32) diviene:
Yn S gn + Up, n > ng. (35)
D’altronde, si ha
Avn = Pnln < Pndn + Pnn,
OVVero:
Unt1 = (1 + Pp)vn + Pugn, n > no, Up, = 0.

Usando argomenti simili a quelli usati nella dimostrazione del Corollario 2 si

ottiene, quindi,
- n—1 n—1
Un < Zpigi eXp < Z pk) ~

i=ng k=1i+1
La (34) si ottiene quindi sostituendo questa espressione al secondo membro
della (35). O

. Risultati analoghi a quelli visti nel caso discreto valgono nel caso continuo.
Si riportano di seguito per completezza, omettendone la dimostrazione.
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Teorema 5 Sia g(t,y) continua e Lipschitziana rispetto a y. Se y(t) e u(t)
sono due funzioni derivabili tali che

y'(t) <glt,y(),  d'(@t) 2g(tu®),  teltT],
e, inoltre, y(ty) < u(ty), allora:
y(t) <u(t),  telto,T]

Corollario 4 (Lemma di Gronwall) Sia

y(t) < g(t) + / p(s)y(s)ds, € [to, ),

to
essendo g(t) e p(t) funzioni continue assegnate. Allora:

t

to

y(t) < g(t) +/ p(s)g(s) exp (/Stp(:c)d:c> ds, t € [to, T].
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